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1 Preliminares

1.1 Um pouquinho de topologia

Dar uma topologia a um conjunto M arbitrario consiste em especificar exatamente quais
de seus subconjuntos deverao ser chamados de “abertos”. Tais subconjuntos deverao ter
propriedades familiares: M e () sdo abertos, a intersecao de quaisquer dois abertos deve
permanecer um aberto, assim como a unido arbitraria (finita ou infinita, enumerével ou
nao). Mais precisamente, diremos que uma topologia em M ¢é uma cole¢cao 7 C P(M)
(cujos elementos serdao chamados de abertos) tal que

e M e () sdo abertos
e U NU; €7 sempre que U;,Uy €T

e |J U, € 7 para qualquer cole¢ao {Us,}aer de abertos de M (onde I é uma familia
acl
arbitraria de indices)

Exercicio 1. Mostre que qualquer intersecao finita de abertos ainda é um aberto.

Mas ai vocé pode se perguntar: porque a topologia deveria consistir de abertos? E
porque queremos que eles satisfagam tais propriedades? A seguinte explicagao, encontrada
em [1], faz um bom trabalho em esclarecer essas duvidas.

Podemos pensar da topologia como “a arte de medidas imprecisas” ou “geometria
sem distancia”, num sentido que pode ser deixado mais (rs) preciso da seguinte maneira:
num mundo perfeito, vocé poderia imaginar reguas que conseguem medir comprimentos
com precisao exata. Isso é, nesse mundo existem réguas de comprimento exato e cada
régua vem com uma marcacao de comprimento: assim, para provar que certo objeto tem
comprimento ¢, bastaria segurar a régua marcada ¢ perto do objeto e estaria demonstrado
que o objeto de fato tem comprimento ezatamente /.

Mas vivemos num mundo imperfeito, e em nosso mundo imperfeito s6 existem réguas
com tolerancia. O melhor que podemos fazer é a cada régua com tolerancia associar um
conjunto U de niimeros reais com a propriedade de que sempre que ¢ esta em U, a régua
consegue te dizer com certeza: de fato, £ € U. Chamaremos tal régua de Ry .

Dadas duas réguas Ry e Ry, vocé pode facilmente provar que um dado comprimento
se encontra dentro de U U V. Basta usar a régua Ry e depois a Ry: se uma das réguas
acusarem um resultado positivo, o comprimento com certeza estda em U U V. Podemos
entao pensar na régua Ry y como uma espécie de régua virtual. Analogamente podemos
determinar outra régua Ryny .

Agora, se tivermos uma familia infinita de réguas, digamos, { Ry, }ics, também é fa-

cil mostrar que um dado comprimento se encontra em U U;: se ele realmente estiver
iel

nessa uniao, ele estd em algum U;, e basta vocé exibir a régua Ry, apropriada para o @

correspondente.

Mas nao podemos fazer o mesmo para ﬂ U;: pode acontecer de precisarmos de uma
iel

demonstracao infinita para constatarmos que todos os Ry, nos dao um resultado positivo.

Informalmente, podemos pensar entdo que uma topologia é um conjunto (generalizado)

de réguas que se encaixa na descri¢ao acima.
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Terminologia. Uma vizinhanga de p € M é um aberto U, de M tal que p € U,. Um es-
pago topoldgico € um par (M, Tr). Quando a topologia de M é entendida implicitamente,
escrevemos simplesmente M ao invés do par.

Definicao 1. Se X € um espaco topologico e U C X, a topologia de U induzida por X é
definida como 7y ={UNA | A€ 7x}: ou seja, sio os abertos de X vistos por U.
Defini¢ao 2. Uma funcio f : (X,7x) — (Y,7y) entre dois espagos topologicos € dita
continua quando f~'(Oy) € Tx seja qual for Oy € Ty.

Exercicio 2. Mostre que a definicao anterior € equivalente ao sequinte: para cada
r € X e cada vizinhanga V de f(x), existe uma vizinhanga U de x tal que f(U) C V.

Exercicio 3. Sejam X,Y e Z espagos topoldgicos. Mostre que as sequintes aplicacoes
sao continuas:
e A aplicagio identidade Idx : X — X definida por Idx(z) = x para cada x € X;
e Qualquer fungio constante F : X — 'Y (ou seja, uma fungdo tal que F(x) = F(y)
sejam qual forem z,y € X )
e Qualquer composicio G o F' de aplicacoes continuas F': X —-Y eG:Y = Z

s

Exercicio 4. Mostre que continuidade ¢ um fenomeno local: ou seja, F : X — Y €
continua se e somente se em cada ponto p € X existe uma vizinhanca X D U, > p tal
que F|y € continua.

Em geral ndo queremos estar presos a ter que definir absolutamente todo aberto de
um espaco para muni-lo de alguma topologia. Ai entram as bases de espagos topoldgicos.

Definicao 3. Uma colegio B de subconjuntos abertos de um espago topologico X ¢é dita
uma base para a topologia de X se cada aberto de X se escreve como uma unido de
elementos de B. Ainda mais geralmente, se X € meramente um conjunto (a priori sem
nenhuma topologia) e B é uma cole¢ao de subconjuntos de X satisfazendo:

o X = U B

BeB

e Se Bi,BoeBexec BN By, existe By € B tal que x € B3 C By N By

Entao a colegio de todas as unioes de elementos de B define uma topologia em X, de-

nominada a topologia gerada por B, que € naturalmente uma base para a topologia assim
gerada.

Definicao 4. Um espaco topologico X € dito Hausdorff quando para todo x,y € X com
x # vy, existem vizinhangas U, > x,U, > y satisfazendo U, N U, = 0.

Exercicio 5. Mostre que a topologia gerada por B de fato é uma topologia em X e
que B ¢ uma base para a topologia gerada por B.

Exemplo. Dado z = (z',2%,--- ,2") € R", denote por ||z|| a norma euclidiana padrao
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de R" e por B.(z) = {y € R" | ||z — y|| < €} a bola de centro x e raio . A colegao
B ={B.(x) | x € R" & > 0} gera uma topologia em R" denominada de topologia padrao
em R".

Exercicio 6. Prove que todo aberto de R" se escreve como uma unido de bolas abertas
de raios racionais com centros que possuem todas coordenadas racionais. Conclua que
R"™ tem uma base enumerdvel que gera a mesma topologia do exemplo anterior.

Exercicio 7. Mostre que se U C R"™ ¢é aberto e a € U, entdo existe 6 > 0 tal que
todo v € R™ com ||v|| < 0 satisfaz a+v € U e o segmento de reta (aberto ou fechado)
(a — 0v,a+ év) permanece em U.

Definicao 5. Seja X um espago topologico. Diremos que X € conexo quando os unicos
abertos de X que possuem complementar também aberto sio X e (). FEquivalentemente,
X € dito conexo quando X = U UV (com U,V € 7x ) implica que U ou V' sdo vazios.

Exercicio 8. Prove a equivaléncia afirmada na definicio anterior.

Exercicio 9. Seja X um espago topoldgico e x € X. A componente conexa de x, que
chamaremos de C,, € definida como a uniao de todos os subconjuntos conexos de X
que contém x. Mostre que
1. C, € conexo e é o maior (no sentido de inclusio) subconjunto conexo de X
contendo X
2. Quaisquer duas componentes conexas associadas a dois pontos ou coincidem ou
sao disjuntas
3. A relagcao x ~y <= y € C, € uma relacio de equivaléncia. Determine as suas
classes.

Definigao 6. Seja X um espago topoldgico e A C X. Dizemos que A é compacto quando

toda cobertura aberta de A (i.e, um subconjunto C de T4 tal que U C = A) admite uma
cec
subcobertura finita (ou seja, um subconjunto finito de C que ainda é uma cobertura aberta).

Exercicio 10. Mostre o teorema do valor intermedidrio e o teorema de Weierstrass:
toda fungao real continua com dominio compacto assume (pelo menos) um mdzximo e
um minimo.

Precisamos falar também do produto (finito) de espagos topologicos.

Definicao 7. Se Xy, -+, X} sdo espacos topologicos, a colegio de todos os subconjuntos

k k
do produto H X; da forma H U; (onde cada U; é aberto em X;) forma uma base para uma
i=1 i=1
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k
topologia em H X;, que é chamada de topologia produto. De agora em diante, sempre que

=1
trabalharmos com um espaco produto essa € a topologia que estaremos considerando.

Verifica-se facilmente que a topologia produto satisfaz propriedades razéaveis: uma
funcao entre um espago topoldgico e um espago produto (de finitos fatores) é continua se
e 86 se suas fungoes coordenadas sao continuas, o produto de espacos de Hausdorff é sempre
Hausdorff, o produto de bases é uma base, o produto finito de espacos de base enumeravel
possui base enumeravel, o produto de espagos conexos (resp. compactos) é conexo, e por
al vai. Caso vocé nao tenha verificado essas propriedades ainda, é recomendavel que o
faca.

Observacio. E “facil” diferenciar funcoes entre espacos euclidianos: além deles possui-
rem uma estrutura de espaco topologico, possuem uma estrutura de espaco vetorial que é
inteiramente compativel com sua topologia. Em geral a nossa vida nao é tao facil assim:
somar e subtrair (que é essencial para definirmos a diferenciabilidade em espagos euclidi-
anos) é algo totalmente sem sentido em espagos topoldgicos arbitrarios - nesse caso nao
podemos falar de linearidade.

Mas medir a taxa com que as coisas variam (ou seja, estudar diferenciabilidade) é es-
sencial a qualquer aplicagdo da matematica e com certeza nao é algo que queremos perder.
E af que entra a geometria diferencial: um dos nossos objetivos sera definir espacos topo-
logicos especiais, onde ira fazer sentido diferenciar fungoes. Naturalmente, esses espacos
especiais - que chamaremos de variedades diferenciaveis - deverao incluir abertos de es-
pagcos vetoriais como casos particulares e simultaneamente nao serem “malucos” demais,
de forma que os espacos topoldgicos que encontrarmos naturalmente sejam variedades
diferencidveis (seja 14 o que isso ird querer dizer). Antes disso, relembremos bem como é
a vida boa dos espagos euclidianos.

1.2 Diferenciabilidade de funcoes de varias variaveis

Denotaremos as coordenadas em R" por z',--- | 2™ e escreveremos p = (p*,p?,--- ,p") €
U para denotar um ponto de um aberto U de R". Se 0 < k € Z, dizemos que uma

~ . ; ik k . ~
fun(;fxo f:U—=REé C em p (fatp que denotamos por f € C;(U)) quando existem e sdo
continuas em p as derivadas parciais

_ v
Oxh - - Qxli

seja qual forem j € {1,--- ,k},iy,---,i; € {1,--- ,n}. Se acontecer de f ser C* em p
seja qual for 0 < k € Z diremos que f é C™ em p, ou, equivalentemente, f € C°(U).
Estendendo essa definicdo para fungoes f : U — V C R™, diremos que f € C’Ilf (U)
quando fh ... f™ € C’;f(U) (onde f*,---, f™ sdo as funcdes coordenadas de f, i.e,
f() = (f'(p),---, f™(p))). Finalmente, se f é C* em todo p € U, dizemos simplesmente

que f € C*(U). Lembremos agora o que significa a diferenciabilidade de f e de quais
propriedades a sua derivada f' =df : U — L(R",R™) goza.

Definicao 8. Uma fungdio continua f: U C R" — V C R™ é dita diferenciavel em p € U
quando existe uma transformacao linear T : R™ — R™ (ou seja, uma matriz m por n) tal
que:

i (S @ 0) = f(p) = Tu| _

u—0 |u|

0

Denotamos T' por df,.
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Exercicio 11. Para cada k € N, construa uma funcio que é C* mas nio C**.

Exercicio 12. Prove que a matriz de df, € dada por

of! of!
a:61( p) o5 (D)
dfp = '
afm afm
By (p) - e ()

Conclua que df, estd bem definida (ou seja, € unica).

Exercicio 13. Prove que df = f sempre que f ¢ linear.

Observagao. A matriz acima geralmente é chamada de matriz jacobiana de f no ponto
p, e sua determinante de determinante jacobiana de f no ponto p.

Exercicio 14. e Pela maneira como foi construida, df, € linear e no item sequinte
lhe € pedido que prove que essa defini¢do coincide com a usual quandon = m = 1.
Um erro comum é pensar: “ora, considere a funcio t — t>, por exemplo - sua
derivada é t — 3t%, que evidentemente nao € linear, entdo as nogoes nio podem
coincidir!” Ezxplique porque esse raciocinio estd errado.

e Dé sentido a definicao acima quando n = m = 1, explicando como a mesma
coincide com a definicao de diferenciabilidade que vocé conhece de Cadlculo 1.

o Mostre que diferenciabilidade é um fenémeno local: isso é, se U é outra vizi-
nhanga de p e V' é outra vizinhanga de f(p), entdo uma fungio g : U — V'
que coincide com f numa vizinhanga de p (ou seja, existe & > 0 tal que
flBsw) = 9lBsw)) € diferencidvel em p se e sé se f o é, e, além disso, suas
derivadas em p coincidem (ou seja, dg, = df,).

Exercicio 15. Suponha que U, V' sejam abertos de R" e R™, respectivamente, e sejam
f:U—=V,qg:V =R diferencidveis. Demonstre e dé sentido ds igualdades

(9o f)(p) =d(go fdgf odf,
(gaxojf z_: gf](p)7 seja qual for (i,7) € {1,--- £} x {1,--- n}

Como caso particular, prove que para qualquer caminho A : (—6,0) — U de classe C*°
tal que \(0) = p e N'(0) = v, vale df,(v) = (f o N)'(0) (onde v € R™ € arbitrdrio).
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1.3 Nocoes topoldgicas e diferenciaveis de equivaléncia

Em toda area da matematica buscamos distinguir os nossos objetos de estudo a menos
de uma certa nogao de equivaléncia relevante (na verdade, pode-se argumentar que isso é
essencialmente tudo que matematicos fazem...). Em topologia e andlise nao poderia ser
diferente: dois espacos topoldgicos X e Y serdao ditos homeomorfos quando existe uma
funcao continua e bijetora F: X — Y com inversa continua cuja inversa F~' também ¢é
continua, e dois abertos U C R", V' C R™ serao ditos difeomorfos quando existe uma fun-
cao F': U — V diferenciavel que é um homeomorfismo com inversa também diferenciavel.
Nesses casos, chamamos F' de (respectivamente) um homeomorfismo/difeomorfismo.

Exercicio 16. Seja f: X — Y um homeomorfismo e U C X um aberto. Mostre que
f(U) € aberto em'Y e que U é homeomorfo a f(U).

Exercicio 17. Sejam X e Y espacos topologicos homeomorfos. Mostre que X é com-
pacto (resp. conexo) se, e somente se, Y o €.

Exercicio 18. Mostre que se U C R"™ e V. C R™ sdo dois abertos difeomorfos via
alguma F', entdo n = m e, além disso, dF}, é um isomorfismo seja qual for p € U.

Exercicio 19. Mostre que toda composi¢io finita de difeomorfismos (resp. homeo-
morfismos) ainda é um difeomorfismo (resp. homeomorfismo).

Exercicio 20. Sejam X e Y espacos topologicos arbitrarios e f : X — Y uma fungdo
bijetora. Exiba topologias em X eY que os tornem homeomorfos.

Exercicio 21. Mostre que translacoes e dilatagoes sao homeomorfismos, i.e: sejam
qual forem A C R", X #0 ep € R", A é homeomorfo a NA = {h\a | a € A} e a
A+p={{a+p|acA}
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Exercicio 22. Mostre que os espagos topologicos (A, T4) e (B, Tg) sdo homeomorfos,

onde
A={(z,y) eR* | 2 +y* =1}

B = {(z,y) € R* | max{lz|, |y} = 1}
Reflita: A e B sao difeomorfos?

Exercicio 23. Mostre que qualquer bola aberta de R™ € difeomorfa ao proprio R™.

Exercicio 24. Mostre que se f : X — Y € continua, entao G = {(z, f(z)) | = €
X} C X xY é homeomorfo a X.

Exercicio 25. Mostre que qualquer cilindro diferencidvel em R® (i.e, qualquer subcon-
junto de R* difeomorfo a {(x,y,z) € R® | 2* +y* = 1}) € difeomorfo a R*\ {p} (onde
p € R? ¢ arbitrdrio), mas R* ndo é homeomorfo a nenhum cilindro diferencidvel.

Exercicio 26. Mostre que qualquer cone diferencidvel em R® (i.e, qualquer subcon-
junto de R® difeomorfo a {(x,y,2) € R® | 2 + y* = 2%}) ndo é difeomorfo a R

As definigoes acima garantem que nao haja nenhuma propriedade topolégica (resp.
diferencidvel) que dois espacos homeomorfos (resp. difeomorfos) ndo compartilhem simul-
taneamente.



1.4 Os teoremas locais mais importantes 12

1.4 Os teoremas locais mais importantes

Os dois teoremas a seguir nos dizem (sob hipodteses razoavelmente relaxadas) o comporta-
mento local de funcoes diferencidveis em termos de suas derivadas. Mais importantemente,
eles essencialmente confirmam a nossa intuicado de como sao as fungoes diferencidaveis em
escala pequena. Suas demonstragoes nao serao apresentadas aqui (basta consultar qual-
quer livro bom de andlise), mas convém ressaltar que elas caem na famosa classe do “vocé
precisa ter visto e entendido isso aqui pelo menos uma vez na sua vida”.

Teorema 1.1 (Teorema da funcao inversa). Sejam U,V C R" abertos e F : U — V
diferencidvel. Se dF, é um isomorfismo em algum ponto a € U, entdo existem vizinhangas
conexas a € Uy CU e F(a) € Vo CV tal que Fly, : Uy — Vo € um difeomorfismo.

Teorema 1.2 (Teorema da aplicacdo implicita). Seja U C R" x R* aberto e deno-
temos por (z,y) = (z',--- 2"y, - ,yk) as coordenadas padroes em U. Suponha ainda
que ¢ - U — RF ¢ diferencidvel, (a,b) € U e c = ¢(a,b). Se a matriz k por k

0! )

—(a,b

(Gt

for invertivel, entdo existem vizinhancas a € Vo C R™, b € Wy C R* de b e wma fungio
diferencidvel F : Vo — Wy tal que ¢~ (c) N (Vo x Wo) € o grdfico de F, i.e, ¢(x,y) = c
com (z,y) € Vo x Wy acontece se, e somente se, y = F(x).

Observacgao. Os dois teoremas acima sao, na verdade, um s6 (ou seja, tendo um é possivel
provar o outro e vice-versa).

Exercicio 27. Suponha que U C R"™ € aberto e F : U — R" ¢ diferencidvel com
determinante jacobiano ndao nulo em todo ponto de U. Prove que F' manda abertos
(de U) em abertos (de R"), e que se F' é injetiva, também é um difeomorfismo sobre
sua tmagem.

Exercicio 28. Mostre que a restri¢io da aplicacdo F definida por
(0,00) xR > (r,0) = F(r,0) = (rcos(d), rsen(f)) € R

a qualquer subconjunto aberto de seu dominio onde é injetiva € um difeomorfismo
sobre sua imagem. Dé um exemplo de algum subconjunto assim.

Exercicio 29. Fxatamente o mesmo exercicio que o anterior, mas agora para a apli-
cacao G definida por

(0,00) x (0,7) x R > (p,0,0) = G(p,p,0) = (psinpcos b, psinpsinf, pcosp) € R

1.5 A notacao de Einstein

Daqui em diante, adotaremos a convencao de Einstein ao lidar com somatérios. A mesma
consiste, essencialmente, em sumir com os simbolos de somatoérios e fazer um acordo
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de quando certos indices estao sendo somados ou nao e deduzir de maneira 6bvia até o
onde o somatorio implicito vai. Mais explicitamente, todos os simbolos de somatoérios sao
omitidos, com o entendimento comum de que se um mesmo indice aparece numa expressao
monomial uma vez em baixo e outra em cima, na verdade estamos somando a expressao
sob tal indice. Por exemplo:

n n
o v = Zvlei ou f = Z fie' viram simplesmente v = v'e;, f = fie’
i=1 i=1
e Convencionamos que se um indice aparece no denominador de uma expressao, ele
estd sempre em baixo, tornando completamente consistente escrever

0o oo
oxt  Oxt Oyl

ao invés de )
0 &Koy 0

e = 2 0w oy

=1

e Deve-se tomar cuidado com indices “mudos” quando fazemos substitui¢oes. Por
exemplo, se p’ = aé-vj ev) = bg w', ndo é correto escrever p’ = a;b{ w" (na verdade essa
expressao nao é nem consistente com a nossa notagao). O correto seria perceber que
em v/ = bi w', o indice 7 é mudo, entdo poderiamos escrever v/ = bf;wk e substituir
p = aébiwk.

e Definimos 67 =0/ =0;; =1sei=jedy;=0sei#j.

No momento essa notagao pode parecer dificil de acostumar e mais preguica do que algo
de fato necessario, mas acredite: ela compensa (e muuuito - talvez ndo agora, mas é
importante enraizar bons hébitos). As expressoes ficam bem menos carregadas e é uma
notacao autocorretora facil de lembrar que praticamente se escreve sozinha. Ela nos salva
de ter que escrever aberracoes como:

R=33 3 Riyde' ©do’ @ da* @,

i=1 j=1k=1¢=1
que trocamos por simplesmente
R = Rj;dz' @ d2’/ ® da* @ 0,
44 2 ~ . ’ .
O “preco” que temos de pagar para essa convencao funcionar é pequeno: a escolha de

escrever um indice em cima ou em baixo nao é arbitraria. Feitas essas consideracoes
necessarias, passemos a mais alguns exemplos:

Exemplo. Denotemos por V' = L(R",R™) o espago das transformagoes lineares de R"
para R™. Mostraremos que

B = {mj; e LR",R™) | m;;(e;) = e; e m;j(ex) = 0 para todo k # i}

é uma base de V usando a notacdo de Einstein. De fato, se a'* € R sio tais que a’*m,; = 0,
em particular teremos
It It
a'‘my(es) = a dge; =0

seja qual for s € {1,---,n} (onde definimos dy = 1 se s = [ e 6y = 0 caso contrério e
{e;} nesse caso denota a base candnica). Em particular, como {e;}1<;<m é uma base de

R™, temos
a'Sy =a" =0
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seja qual forem [ € {1,---,n} es € {1,--- ,n}, t € {1,---m}, mostrando que B é
linearmente independente. Agora, denotando por dw' a aplicacio R™ 3 v = v'e; —
dw'(v) = o', temos

T(y) =T(y'e;) = y'T(e;)
= y'dw'(Te;)e
= dw'(Te;)m;(y)

sejam qual forem T" € V e y € R", mostrando que qualquer T" € V' se escreve como
T = Citﬂ'it

onde as constantes dependem de T'. Isso prova que B gera V.

Exemplo. Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita n munido de um produto
interno g e {e; };_, uma base arbitraria de V. Mostraremos que todo v € V' ¢ inteiramente
determinado pelos valores {g(v,e;) }1<i<n. Note que como todo v € V é inteiramente
determinado pelos seus componentes na base {e;}1 ;, basta encontrarmos uma expressao
para estes em termos de {g(v, ;) }1<i<,. Primeiramente, denotando g;; = g(e;, e;) e por
¢" os coeficientes da matriz inversa de § = (9i5) (que esta bem definida, pois jv =0 <=
v = 0), observe que vale a igualdade

g(v.er) = g(v'ei, ex) = v'gii

E portanto
kt 7 kt % t
97 9(v, ex) = V' grig™ = v'y = v
como desejado. Esse processo é inteiramente reversivel. De fato, sabendo que ¢'* g(v,ep) =
v®, recuperamos

9% gsmg(v,€0) = 8,9(v, €0) = g(v, em)

S
=V Gsm

Exercicio 30. Refaca os dois exemplos anteriores, mas agora explicitando todos os
somatorios, indices e quais conjuntos os mesmos percorrem. Além disso, justifique
todas as igualdades usadas.
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2 Variedades diferenciaveis

Embora o intuito dessa brevissima introducgao seja esclarecer um assunto que deveria
ser quase que de conhecimento geral, é impossivel motivar como variedades entraram
definitivamente na nossa vida sem falar de geometria. A discussao que apresentamos a
seguir tenta explicar porque variedades nao sao sé uteis, mas além disso, necessdrias em
certo sentido, e é importante (por motivos dbvios) ressaltar que grande parte da mesma
aparece quase que verbatim também em [2].

2.1 Porque precisamos de variedades?

Por muuuito tempo a (falsa) ideia de que a geometria Euclidiana modela com completa
fidelidade o nosso universo perdurou na mente de varios gigantes. Convém inserirmos
agora um paragrafo eloquentemente elaborado pelo fantastico fisico e mateméatico Roger
Penrose em [3]:

O fato de que a geometria Euclidiana parece refletir tdo precisamente a estru-
tura do “espago” de nosso mundo tem nos enganado (ou, pelo menos, nossos
ancestrais!) a pensarmos que essa geometria é uma necessidade 1dgica, ou a
pensarmos que nos temos a priori uma compreensao intuitiva inata de que a
geometria Euclidiana deve se aplicar ao mundo em que vivemos (até mesmo o
grande filésofo Immanuel Kant afirmou isso!). Nosso verdadeiro término com
a geometria Fuclidiana s6 veio com a relatividade geral de Einstein, que foi
proposta muitos anos depois. Longe da geometria Euclidiana ser uma neces-
sidade légica, é um fato empirico observacional que essa geometria se aplique
tao precisamente - apesar que nao exatamente - a estrutura do nosso espago
fisico! A geometria Euclidiana, foi, de fato, sempre uma teoria fisica incrivel.
Isso além de ser uma parte elegante e logica da matematica pura.

A percepcao de Kant foi frustrada: pouco tempo depois, os primeiros problemas da
geometria FEuclidiana foram descobertos na mente de Gauss. Logo apods, Riemann inau-
gurou as fundagdes essenciais da area que hoje conhecemos como geometria Riemanniana
e generaliza fortemente todo o trabalho de Gauss e seus antecessores. Alguns 100 anos
depois, Einstein (usando de maneira crucial o trabalho de Riemann) mostrou que nosso
universo é de fato ndo-Euclidiano (por exemplo, onde hé grande concentragoes de massa
- como em buracos negros -, isso ¢ bem mais notavel) - entre outras coisas, sua teoria des-
creve a curvatura e geometria de pequenas regioes espaciais em termos de quanta matéria
e energia as mesmas contém. Mas o que realmente significa curvatura de uma perspectiva
intrinseca?” Porque a geometria Euclidiana nao é geral o suficiente? Essas perguntas,
mais filésoficas do que matematicas, foram as faiscas essenciais para que as variedades
entrassem de vez na nossa historia. Relembremos agora um postulado muito polémico de
Fuclides, que comecou todo esse “tumulto”:

O quinto postulado. Se uma reta intersecta outra duas retas fazendo dois angulos
interiores no mesmo lado que somam menos que dois angulos retos, entao as duas retas,
quando estendidas indefinidamente, se encontram naquele lado em que os angulos somam
menos do que dois angulos retos.

Pelo fim do século 18, a estrutura da geometria Eucliana ainda era obscura. Apesar de
muitas pessoas (talvez até Euclides) terem acreditado que o quinto postulado de Euclides
era uma consequéncia dos quatro outros, possivelmente com algum postulado adicional
que seria mais simples e elegante, ninguém tinha conseguido achar algum candidato a
postulado adicional assim. O desconforto com o quinto postulado surge de sua complexi-
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dade em contraste aos outros, e também porque nao se pode verificid-lo (ou mesmo testar
sua precisao aproximada) por medigoes fisicas diretas, ja que o ponto onde as duas retas
se encontram poderia escapar dos limites da sua folha de papel.

Em 1817, Gauss ja tinha se convencido de que deveriam existir outras geometrias sa-
tisfazendo os primeiros quatro postulados de Euclides (e, claro, satisfazendo também as
nogoes comuns), mas nao o quinto. Ele ndo publicou suas ideias. Um motivo para sua
reticéncia é bem plausivel: Gauss ndo conseguiu definir claramente sua nova geometria, e
ele frequentemente se descrevia em cartas para amigos como um “perfeccionista”. Tam-
bém por esse motivo ele atrasou por anos a publicacao de suas contribuigoes a teoria de
superficies.

Varias construgoes parciais de geometrias nao-Euclidianas aparecem tao cedo quanto
1829: nos trabalhos de Lobachevski, seguidos por um trabalho de Bolyai. Elas satisfa-
ziam os primeiros quatro postulados, mas nao o quinto: porém, as mesmas nao tinham
fundacao matematica sélida. A construcao correta de geometria nao-Euclidiana exige
abstragao, ja que (como vemos num bom curso de geometria diferencial cléssica e Hilbert
demonstrou), nao existem candidatos para qualquer geometria assim dentro do espago
Euclidiano: essa é a nossa primeira motivagao para geometria Riemanniana (e, claro,
variedades diferencidveis antes).

Além disso, mesmo que vocé entenda superficies em R muito bem, ha muitos motivos
para trabalhar em dimensoes 3, 4, etc. Como, por exemplo, para tratar o tempo como uma
coordenada adicional, ou para investigr o espaco de retas, o espaco de circulos, o espago
de esferas e etc. Nao ha limite no nimero de parametros, i.e dimensoes, precisos para
descrever conjuntos de objetos geométricos. Mesmo que exista algum método elementar
que consiga colocar algum objeto geométrico assim em algum espaco euclidiano R", tal
mergulho pode nao ser geometricamente equivariante, i.e pode acontecer que simetrias do
conjunto geométrico nao se estendam a simetrias do espago Euclidiano.

Tais situagoes aparecem, por exemplo, na mecanica classica. Comece com a nocao de
um corpo rigido. Ele tem seis parametros: trés para a localizacao do centro de gravidade,
e trés para dizer como o corpo foi rotacionado em torno daquele centro. Vocé pode
até conseguir evitar ter que trabalhar em um espago euclidiano de dimensao 6, ja que o
centro de gravidade mora num espaco Euclidiano tridimensional, mas o que é o conjunto
de rotagdes, como um objeto tridimensional? Como podemos explorar geometria ali? O
leitor que tiver lutado com livros de mecanica pode ter sofrido com os dngulos de Fuler,
e para tal leitor, essa pergunta nao ¢é supérflua. Nés gostariamos de ter uma teoria mais
geral para lidar com essas perguntas, na qual os movimentos do corpo rigido serdao curvas
com significado geométrico.

Mais geralmente, precisamos definir o conjunto de posi¢oes de um objeto mecanico,
como um multiplo péndulo, e ver o que sao as trajetorias desse objeto, como curvas daquele
conjunto. Para um péndulo duplo, é possivel mostrar que o espaco de tais posi¢oes é uma
superficie - de fato, um toro -, mas que os movimentos do péndulo nao correspondem a
geodésicas do toro para nenhum toro de R?: elas s6 serdo geodésicas para uma variedade
diferenciavel munida de uma geometria Riemanniana abstrata.

Em mecanica estatistica, fisicos consideram sistemas de N particulas, com N grande.
O espago de suas posigoes tem dimensao 3N, e para carregar informagao completa sobre
seus movimentos, precisa-se saber suas posi¢oes e velocidades, donde surge um espago
fase de dimensdo 6N - que nao é simplesmente R, devido a colisdes. Portanto nosso
terceiro motivo para abstracao é que noés ja estamos familiares com a manipulagao de tais
espagos abstratos, e tentando fingir que nao estdvamos (i.e tentando parametriza-los).
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Hilbert mostrou que nenhuma superficie completa imersa em R?® pode ter curvatura
negativa gaussiana constante, e isso nos diz que a geometria Riemanniana abstrata de
superficies, em geral, s6 pode ser representada localmente, e mesmo assim somente sujeito
a alguma hipétese de nao degenericidade, em R3. O programa da geometria Riemanniana
abstrata recebeu duas investidas decisivas, a primeira por Gauss em 1827, e a segunda
por Riemann em 1854. Essencialmente, Gauss concebeu o conceito de métrica intrinseca
de uma superficie em R?, e entdo percebeu que a primeira forma fundamental de uma
superficie (o produto interno Euclidiano restrito a seus espagos tangentes) e a geometria
intrinseca da superficie (i.e, a métrica obtida ao medir distdncias somente dentro da
superficie, sem nunca sair dela) determinam uma a outra.

Riemann fez duas inovagbes simultaneas: primeiro, ele definiu (ndo muito rigorosa-
mente) uma variedade diferencidvel como qualquer conjunto de qualquer dimensao n,
onde se pode fazer cédlculo diferencial, mudar coordenadas, etc. Em particular, conse-
guimos curvas diferencidveis, vetores tangentes (velocidades) de tais curvas, e um espago
tangente em cada ponto (i.e todas as velocidades possiveis de quaisquer curvas passando
por aquele ponto). Ele entdo pediu que uma geometria numa variedade seja simplesmente
uma forma quadratica positiva definida arbitraria em cada um desses espagos tangentes,
pensada como um analogo da primeira forma fundamental de Gauss. Poderia-se entao
usar a mesma expressao para definir comprimentos de curvas, procurar as curvas de menor
distancia entre dois pontos, etc.

Nesse minicurso, nao nos preocuparemos com a imensa tarefa de como definir as pro-
priedades de tal geometria abstrata: isso envolve procurar por invariantes geométricos que
generalizem os invariantes de Gauss, a curvatura gaussiana, e extensoes dos resultados
de Gauss (Riemann conseguiu encontrar o invariante certo - conhecido hoje como o ten-
sor de curvatura de Riemann). Ferramentas técnicas como transporte paralelo e calculo
diferencial absoluto foram desenvolvidas no final do século 19, culminando no trabalho
da escola Italiana de Ricci e Levi-Civita, mas o conceito subjacente de variedade s6 foi
definitivamente entendido por Whitney em 1936.

Ao invés disso, trataremos (de maneira muito breve) somente do absoluto essencial
para que se consiga de fato generalizar a geometria diferencial classica que conhecemos
de R® para espacos topoldgicos (suficientemente bem comportados numa maneira que
deixaremos preciso adiante) gerais num futuro préximo. Isso envolve, entre uma variedade
(rs) de outras coisas, explicar como generalizar os conceitos de superficie diferencial,
vetores tangentes, orientacao de superficies, campos vetoriais e suas variacoes, etc., para
tais espacos.

2.2 Quem sao exatamente as variedades?

Da nossa experiéncia no R? j4 estamos familiares com vérias superficies: esferas, cilindros,
toros, planos, etc. Desde sempre pensamos nesses espagos de maneira extrinseca: como
subconjuntos que vivem em um espaco ambiente maior, nesse caso um espaco euclidiano
tridimensional. Por outro lado, podemos pensar em superficies por outro ponto de vista
intrinseco: vendo localmente como a superficie se comporta em pontos distintos, mas
sem introduzir nenhum espago externo (por exemplo, faz perfeito sentido falar da garrafa
de Klein como uma superficie abstrata intrinseca, mas ela ndo pode ser vista extrinse-
camente no espaco tridimensional R? - s6 em R*). No final das contas os dois pontos
de vista sao essencialmente equivalentes, mas por varios motivos geralmente é mais facil
(e interessante!) adotar a perspectiva intrinseca. Em certas situagoes, como na teoria
da relatividade de Einstein, a perspectiva extrinseca nao faz sentido algum, pois nao ha
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qualquer sentido fisico em “ver o universo de uma perspectiva extrinseca”.

Um bom exemplo de uma superficie é a superficie da Terra. Extrinsecamente, ela
pode ser (ingenuamente) vista como um subespaco do espaco tridimensional R*. Mas ela
também pode ser vista intrisecamente como uma superficie bidimensional por meio de
um atlas: uma colegdo de mapas ou cartas que descrevem varias regioes da superficie ao
identificd-las com um subconjunto de um plano bidimensional. Desde que tenhamos cartas
suficientes para cobrir a superficie original, o atlas resultante é suficiente para descrever
a superficie. E claro que mesmo essa perspectiva nio é completamente intrinseca (na
verdade, abordagens livres de coordenadas a la Cartan sao bem mais elegantes, mas isso
é outro assunto), uma vez que ha (bem) mais de um atlas que pode ser associado &
superficie de Terra, e todos eles podem diferir’ de maneira significativa ou ndo. Mas hé
varios fatos que podem ser deduzidos com um atlas que nao dependem do atlas especifico
escolhido: por exemplo, usando qualquer atlas preciso da Terra podemos ver que nao da
pra ir de Brasilia a Lisboa sem cruzar pelo menos um oceano. E nesse tipo de propriedade
intrinseca ou livre de coordenadas que estaremos interessados em estudar. Quando formos
definir diferenciabilidade, por exemplo, usaremos coordenadas, mas teremos de provar que
nossa definicao ¢ de fato livre de coordenadas. Esse tipo de situacao ja lhe deve ser familiar
caso tenha estudado geometria diferencial classica de superficies.

Gauss, no seu fantéstico trabalho Disquisitiones generales circa superficies curvas (“In-
vestigagoes Gerais de Superficies curvadas”) foi o primeiro a adotar uma perspectiva in-
trinseca no estudo de superficies, usando livremente coordenadas locais (e portanto ja
tinha a nogao de cartas) - tratando superficies como espagos abstratos que existem por si
proprios, independentemente de qualquer espaco Euclidiano externo.

Seu aluno, Riemann, na prévavel mais influente palestra dos dltimos séculos (que con-
seguiu maravilhar até o préprio Gauss) Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen (“Sobre as hip6teses em que a geometria é fundada”), montou o alicerce da
geometria diferencial generalizada a dimensoes quaisquer - hoje conhecida como geome-
tria Riemanniana. Na verdade, a propria palavra “variedade” é uma traducao do inglés
“manifold”, que por sua vez é uma traducao da palavra alema “Mannigfaltigkeit”, que
Riemann usou para descrever seus objetos de estudo.

Feitas essas consideracoes, vejamos agora o que precisamente significa um espago to-
pologico ser localmente Euclidiano antes de definirmos variedades.

2.2.1 Variedades topolégicas

Definicao 9. Um espaco topologico M é localmente Euclidiano de dimensao n se todo
p € M possui uma vizinhanga U, € M que é homeomorfa a um aberto V,, de R".
Terminologia. Se p € M, U > p é uma vizinhanga de p e ¢ : U — o(U) C R" é um
homeomorfismo, dizemos que ¢ é uma carta ou um sistema de coordenadas em torno de
.

Exercicio 31. Usando o exercicio 23, mostre que essa definicao ¢ inalterada ao subs-
tituirmos “um aberto V,” por “uma bola aberta B,” ou pelo préprio R" (ou seja,

V, =R").

"Mas devido ao teorema Egregium todos eles tém uma coisa em comum: nenhum deles é completa-
mente fiel - sempre vao distorcer angulos ou areas ou outra propriedade geométrica.
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Com isso, podemos finalmente definir o que é uma variedade topoldgica.

Defini¢ao 10. Uma variedade topolégica de dimensao n é um espago topoldgico (M, 1)
com base enumerdvel, Hausdorff e localmente euclidiano de dimensdo n.

Observacao. Embora possa parecer inicialmente que ser localmente Euclidiano, Haus-
dorff e ter base enumeravel estejam relacionados, isso nao é verdade! Acontece que essas
trés condicoes sao inteiramente independentes.

Observagao. Veremos agora que a dimensao de uma variedade topologica conexa é de
fato bem definida (i.e, uma variedade topolégica conexa nao pode ter dimensoes m e n
ao mesmo tempo se m # n): isso se deve ao fato chamado invaridincia da dimensao -
dois abertos Euclidianos de dimensoes diferentes nunca sao homeomorfos. Esse resultado
nao é trivial e sua demonstragao foge do escopo desse material, portanto sera usado aqui
livremente.

De fato, seja (M, g) uma variedade topoldgica conexa de dimensao n e consideremos
nela a relacdo de equivaléncia ~, onde p ~ ¢ se existem cartas em torno de ambos
com imagens no mesmo R" (note que as cartas nao precisam ser as mesmas aqui, s6
estamos pedindo que as imagens das cartas tenham a mesma dimensao). E claro que ~
é realmente uma relacao de equivaléncia. Além disso, seja qual for p € M, por defini¢ao
existe uma carta em torno de p que cai em R", e a classe de equivaléncia [p] = {q €
M | existe uma carta ¢, : U, — R"} é aberta (é facil ver que [p] ¢ a unido dos U, acima,
que sdo por definigdo abertos). Por conexidade, a partigdo associada a essa relacao de
equivaléncia consiste de uma sé6 classe. E como dois abertos de dimensoes diferentes nao
podem ser homeomorfos, é claro que todas as cartas s6 caem em R", que é o que queriamos
provar.

O que acabamos de fazer mostra que a dimensao topoldgica de uma variedade é uma
de suas propriedades intrinsecas. Convém observamos também que a nossa definigao
nasce excluindo “bizarrices” como a uniao disjunta de um plano e uma reta, por exemplo:
nio dd pra ter dimensdes diferentes em pontos diferentes. E ébvio também que nessas
circunstancias o conjunto vazio pode ser considerado como uma variedade n-dimensional
para qualquer n. Outra pergunta interessante que pode ser feita é a seguinte: estamos
“ganhando” mais espagos com essa definicao? Existem variedades que nao sao simples-
mente subconjuntos razoavelmente bem comportados de R" para algum n suficientemente
grande? A resposta, por bem ou mal, é que nao: toda variedade topoldgica, de qualquer
dimensao, é homeomorfa a algum subconjunto de algum R". Isso também vale para vari-
edades diferencidveis e Riemannianas, substituindo homeomorfismos por difeomorfismos
e isometrias, respectivamente (veja os teoremas de Whitney e do mergulho de Nash).

Exercicio 32. Mostre que todo subconjunto aberto de wma wvariedade topologica é
também uma variedade topologica por si so.

Exercicio 33. Mostre que R"™ é uma variedade topologica seja qual for n € N.
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Exercicio 34. Seja X um espaco topolégico, x € X arbitrario e seja U uma vizinhanga
de x. Se sempre existe um aberto V tal que v € V. CV C U (sejam qual forem x e
U), dizemos que X € regqular. Mostre que toda variedade topoldgica é reqular.

Exercicio 35. Seja f : U C R" — R uma funcao continua. Mostre que
graf(f) = {(z, f(z)) | € U} CR"™

¢ uma variedade topoldgica. Qual € a sua dimensao?

Exercicio 36. Sep € M e ¢ € uma carta em torno de p, dizemos que @ é centrada
em p se p(p) = 0. Mostre que todo ponto de uma variedade possui uma carta centrada
nele.

Exercicio 37. Mostre que
A={(x,0] | z € (-1,0]}U{(x,z) | € (0,)} U{(z,—) | x € (0,1)} C R?

ndo € uma variedade topoldgica com a topologia induzida de R.

Exemplo. A cruz
C={(z,0)]ze(-1,)}u{0,2) | z€(-1,1)} CR?

nio é uma variedade topolégica com a topologia induzida de R Com efeito, suponhamos
por absurdo que fosse: entao existiria uma vizinhanga de p = (0,0), digamos U, que é
homeomorfa a B = B(0,e) C R" (para algum € > 0 e algum n) centrada em p. Essa
carta induz um homeomorfismo ébvio entre U, \ {p} e B\ {0}. Mas U, \ {p} tem quatro
componentes conexas enquanto que B \ {0} ou é conexa (caso n > 2) ou tem duas

componentes conexas (caso n = 1). Essa contradigdo mostra que C' nao é localmente
Euclidiana em (0, 0).

Exemplo. Seja S" = {v € R™™ | ||lv|| = 1} C R™"! a esfera n-dimensional, e denotemos
por N o seu polo norte (0,---,0,1) € S* € R™", e por S o polo sul (0,---,0,—1). E
claro que S" com a topologia induzida de R" tem base enumeravel e é Hausdorff, e como
as projecoes estereograficas:
xS\ {N} = R"
. (z!,- 2"

(', )Hl_—ajnﬂ
s S"\{S} = R"
(xl, e 737”)

1+ pnt!

sao homeomorfismos, segue que a esfera é uma variedade topoldgica.

(- 2") =
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Exercicio 38. Verifique que as fungoes inversas de my e mg sio dadas (respectiva-
mente) por

2u! 2u™ |ul)? - 1)
R™ > (u', -, u” r—>< o , es”
( )P P WP+ 1 TP +1
2u! 2u™ ul|* =1
R e (20 2 )
SN S A

2.2.2 Variedades diferenciaveis

Observe que ainda nao faz sentido algum falar de qualquer tipo de diferenciabilidade
de fungoes entre variedades. Mas, como podemos identificar localmente vizinhancas de
variedades topologicas com vizinhancas Euclidianas, é natural que tentemos definir dife-
renciabilidade nesse contexto tendo em mente as cartas, identificando localmente abertos
da variedade com abertos euclidianos, onde sabemos nos virar.

Suponha que (U, ¢ : U — R") e (V,1 : V — R") sdo dois sistemas de coordenadas de
uma variedade topologica. Como UNV é abertoem U e ¢ : U — R" é um homeomorfismo

sobre um aberto de R", a imagem ¢(U NV') também é um aberto de R". Obviamente
(U NV) também é um aberto de R".

Defini¢ao 11. Duas cartas (U, : U — R") e (V¢ : V. — R") de uma variedade
topologica sao ditas C*°-compativeis quando as aplicacoes

pop™ip(UNV) = p(UNV),hod™ :p(UNV) = (UNV)

sao C. Essas duas aplicagoes sio chamadas fungoes de transicao entre os dois sistemas
de coordenadas.

H4 uma teoria rica e complexa para variedades C*, mas é mais complicada e nio téo
comum de se estudar. Estaremos interessados aqui s6 em coisas C*, por isso, sempre que
falarmos de diferenciabilidade, assuma C*™ (a nao ser, claro, que explicitamente mencio-
nado o contrario).

Definigao 12. Um atlas C* (compativel) ou simplesmente um atlas num espago local-
mente Fuclidiano M € uma colecio U = {(Uy, Ga) }acr de cartas dois a dois C* compa-

tiveis que cobrem M, ou seja, que satisfazem M = U U,.
acl

Exemplo. O circulo unitario S' no plano complexo C pode ser descrito como o conjunto
de pontos {e’t e C|0<t<2n}. Sejam Up e Uy os dois subconjuntos abertos de St
definidos por

U={"cC| —n<t<n}

Uy=1{e"eC|0<t<2r}

E definamos ¢, : U, — R para a € {1,2} por

¢1(eit):t,—ﬂ<t<7r
[0 (eit) =t,0<t<2m
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< ) 1 <
Como ¢y e ¢y sdo ramos do logaritmo complexo z — — log(z) e sdo homeomorfismos sobre
i

suas respectivas imagens, segue que (Up, ¢1) e (Us, ¢2) sdo cartas em S'. A intersecdo
U, N U, consiste de duas componentes conexas dadas por

A={"| —m<t<0}
B={e"|0<t<m}

satisfazendo

¢1 (U1 NUz) = ¢1(AU B) = ¢1(A) U ¢1(B) = (—,0) U (0, 7)
$2 (U1 NUs) = p2(AUB) = ¢2(A) U ¢p(B) = (m,2m) U (0, )

onde as unioes acima sao disjuntas. As fun¢oes de transi¢oes sao das por

(62001 (1) = { §+ 7 o i 2 5&7;)0)

(oo (= { 1727 1€

Portanto (Uy, ¢1) e (Us, ¢2) sdo cartas C*°-compativeis e constituem um atlas C> em S'.

Apesar da compatibilidade C™ ser claramente reflexiva e simétrica, ela nao é transi-
tiva. De fato, suponhamos que (Uy, ¢1) é C®-compativel com (Us, ¢2) e que (Us, o) é
C>-compativel com (Us, ¢3). Note que essas 3 fungdes coordenadas sao definidas simulta-
neamente definidas somente na intersecao tripla Ujs3 = U; NUs NUs. Logo, a composicao

ps0p1' = (¢30¢5") o (pao i)

¢ C*, mas somente em ¢;(Uj23) e ndo necessariamente em ¢;(Uy3). A priori ndo sabemos
nada sobre ¢z0¢; ! e ¢1(Ur3\Ulas) e portanto ndo podemos concluir que (Uy, ¢1) e (Us, ¢3)
sao C*°-compativeis.

Defini¢ao 13. Dizemos que (V1) € compativel com um atlas {(Uy, ¢o)} quando é com-
pativel com todas os cartas (Uy, ¢o) do atlas.

E tentador falar agora que uma variedade diferenciavel é simplesmente uma variedade
topologica com um atlas compativel... mas caso o atlas nao tenha todas as cartas que
poderia ter, isso gera problemas. Por isso, precisaremos da seguinte:

Definicao 14. Um atlas compativel A em M é dito mdximal quando nao estd contido em
nenhum outro. Equivalentemente, dado qualquer homeomorfismo ¢ : U C M — o(U) C
R"™ e qualquer py € A com VNU =W # 0 tal que as composicoes py o @~ e po oy’
sao difeomorfismos, entio ¢ € A.

Evidentemente se A ¢ um atlas, existe (somente) um atlas maximal A tal que A C A:
basta acrescentar a A todas as cartas que satisfazem a propriedade da definicao acima.

Terminologia. Um atlas maximal é também chamado de uma estrutura diferencidvel.
Agora, sim podemos introduzir a

Definicao 15. Uma variedade diferencidvel M™ é uma variedade topoldgica munida de
uma estrutura diferencidvel.

Como ¢ evidente das defini¢oes, se espera que todos os teoremas locais vistos na se¢ao
anterior continuem valendo para variedades: afinal, elas sdo simplesmente “pedacinhos
de R" colados de maneira diferenciavel”. Confirmaremos essa intuicao em breve. Antes,
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vejamos alguns exemplos (convém observar que em geral ndo damos um atlas maximal
ao provar que um espago ¢ uma variedade diferenciavel: s6 damos um atlas, e o maximal
associado a ele é implicitamente assumido):

Exemplo. R" é uma variedade diferenciavel. De fato, ele é trivialmente localmente
Euclidiano, e A = {Id : R" — R"} é um atlas para R", cujo atlas maximal é evidentemente
A={p:U — o(U) | ¢ é um difeomorfismo}.

Exercicio 39. Mostre que todo aberto de uma variedade diferencidvel € por si so
uma variedade diferencidvel também, e use esse fato para provar que o conjunto das
matrizes n por n que sdo invertiveis (considerado como subconjunto de R"Q) é uma
variedade diferencidvel.

Exemplo. S" = {v € R""! | ||v|| = 1} com a topologia induzida de R"™! é uma variedade
diferenciavel: como atlas, basta pegar as projecoes estereograficas do polo norte e do polo
sul.

Exercicio 40. Verifique os detalhes do exemplo anterior. E responda: porque qualquer
atlas da variedade anterior possui no minimo duas cartas?

Exemplo. Seja f: U C R" — R C*™. Entao
graf(f) = {(z, f(x)) | z € U}

¢ uma variedade diferencidvel, e um atlas para ela é graf(f) > (z, f(z)) — 7(x) =2z € U

Exemplo. Sejam M™ e N variedades diferencidveis e considere o espaco M™ x N
com a topologia produto. Evidentemente ele é localmente Euclidiano. Além disso, dado
(p1,p2) € M x N, sabemos que existem cartas (¢1,U;) e (p2,Us) em torno de p; e po,
respectivamente, e podemos definir entao

PUxv - U1 X U2 — Rner
(p1,p2) = (@1(p1), P2(q2)) = (01 X ©2)(p1,D2)

Sendo entao {(U,, o)} € {(Vi, 1)} atlas C* para M e N respectivamente, isso nos motiva
a definir o possivel atlas para o produto dado por

{(Ua X Vi, o X i : Ua X Vi)}

que é de fato um atlas C*°, ja que dados quaisquer cartas (U, ¢y ), (U, ou), (V,ov),
(V',oy+) em torno de p; € M e p, € N, a mudanga de coordenadas satisfaz:

Cuxv © Pt = (o X @v) o (ur X pv) T = (pr o i) X (pv o @it)

e é portanto suave, ja que é uma funcao entre abertos euclidianos cujas fung¢ées compo-
nentes sao todas suaves.

2.3 Como fazer calculo em variedades
2.3.1 Aplicagoes diferenciaveis entre variedades

Definicao 16. Uma funcao continua F : My — My entre duas variedades é dita diferen-
cidqvel (ou C™) em p € My se existe uma carta (p,U) em torno de p e uma carta (,V) em
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torno de F(p) tal que a composi¢io EoFop ™ : o(F~H(V)NU) C R™ — R™ € diferencidvel
em ¢(p). Quando isso acontece em todo p € M, dizemos que F é diferencidvel.

Observacao. De fato isso estda bem definido, ou seja, a diferenciabilidade nao depende
das cartas escolhidas. Com efeito, suponhamos que F' : M — N é suave em p € M
e sejam (U, @), (V,1) cartas arbitrdrias em torno de p e F(p), respectivamente. Como
F ¢é suave em p, existem cartas (U,,¢,) em torno de p € M e (V3,13) em torno de
F(p) € N tal que ¢pg0 F o ¢ é suave em ¢, (p). Pela compatibilidade C* de cartas em
uma estrutura diferenciavel, as composicoes ¢, 0 ¢! e 1 o wgl sao C*° em subconjuntos
abertos de espacgos Euclidianos. Segue entao que a composigao:

poFo¢p™ = (Poyy)o(soFog.)o(daod™)

¢ C* em ¢(p).

Observe que temos de tomar cuidado com os dominios da composi¢do acima, evi-
dentemente ela s6 estd definida quando restringimos os dominios das cartas. Mas nao
precisamos nos preocupar com isso, ja que nao ha perda de generalidade em supor, por
exemplo, que U C U,, F(U,) C Vz e Ug C U (caso contrério, trabalhemos com a carta ¢’
obtida por restringir ¢ a U’ = UNU, C U,, o que podemos fazer pois estamos trabalhando
com um atlas maximal - analogamente podemos restringir aos abertos F' _I(Vﬁ) NnuU, e

VNV,

Terminologia. Se F' : M — N ¢é uma aplicagio suave e (U,p) e (V1)) sio cartas
suaves para M e N, respectivamente, chamamos F = 1o F o @™ da representa¢io em

coordenadas de ' com respeito a essas coordenadas. Ela manda (difeomorficamente) o
aberto Buclidiano o(U N F~1(V)) no aberto Buclidiano (V).

Exercicio 41. Particularize a defini¢io de diferenciabilidade de aplicacoes entre va-

riedades para uma definicao de diferenciabilidade de aplicagoes entre uma variedade e
R".

Definicao 17. Diremos que uma fungdo f diferencidvel entre duas variedades é um dife-
omorfismo quando f ¢ bijetiva e =1 também é diferencidvel.

Definicao 18. Dizemos que f : My — My é um difeomorfismo local quando ¥p € My,
existe uma carta (p,U) em torno de p e um aberto My DV > f(p) tal que fly : U -V
¢ um difeomorfismo.

Exercicio 42. Verifique que exp : R — S' C C definida por exp() = € é um
difeomorfismo local mas nao global.

Exercicio 43. Verifique que as projecoes

T - Ml X MQ — Ml
(p1,p2) = piyi € {1,2}

sao diferencidvers.
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Exercicio 44. Sejam M e N wariedades diferencidveis. Mostre que uma aplicacdio
constante entre M e N é suave, e que a aplicagdo identidade de M ¢é suave.

Exercicio 45. Verifique que a composicao de aplicacoes diferencidveis entre varieda-
des ¢ diferencidvel.

Proposicao 2.1. Seja (U, ¢) um sistema de coordenadas em uma variedade M". Entdo
a carta ¢ : U — ¢(U) C R"™ € um difeomorfismo.

Demonstracio: ¢ ja nasceu sendo um homeomorfismo, resta mostrarmos que ela e sua
inversa sdo suaves. Para testar a suavidade de ¢ : U — ¢(U), podemos usar o atlas
{(U,¢)} de uma carta s6 em U e o atlas {(¢(U),Idywy)} no aberto Euclidiano ¢(U).
Como Idy ) 0¢ o ¢t p(U) = ¢(U) é a aplicacao identidade, ¢ é suave. Analogamente
se prova que ¢~ ' é suave.

Proposicao 2.2. Seja U um aberto de uma variedade M". Se F : U — F(U) C R" ¢
um difeomorfismo sobre um aberto de R", entdo (U, F') é um sistema de coordenadas na
estrutura diferencidvel de M.

Demonstragio: Seja qual for o sistema de coordenadas (U,, ¢,) no atlas maximal de M,
tanto ¢, quanto sua inversa sao suaves pela proposicao anterior. Como composi¢oes de
aplicacdes suaves, tanto F o ¢ quanto sua inversa sdo suaves, donde segue que (U, F)
¢ compativel com o atlas maximal de M e portanto (ja que o atlas é maximal) que F é
uma carta de um sistema de coordenadas em torno de U.

Teorema 2.3 (Invaridncia da Dimensao por Difeomorfismos). Se m # n, uma variedade
diferencidvel suave de dimensdo m nao € difeomorfa a nenhuma variedade diferencidvel
de dimensao n.

Demonstracio: Sejam () # M e N variedades diferencidveis de dimensao m e n. Suponha
que F : M — N é um difeomorfismo. Escolhamos qualquer ponto p € M e sejam (U, )
e (V, 1) sistemas de coordenadas suaves em torno de p e F(p), respectivamente. Entao a
representacao em coordenadas de F' é um difeomorfismo entre abertos Euclidianos de R"
e R™, portanto m = n.

Exercicio 46. Prove que a aplicag¢io R > t — (cos(t),sen(t)) € St € suave.

Exercicio 47. Mostre que toda composi¢io ou produto finito de difeomorfismos é um
difeomorfismo e que difeomorfismos induzem uma relacao de equivaléncia no conjunto
de todas as variedades diferencidveis.
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Exercicio 48. Sejam M, -, My, N variedades diferencidveis, e para cada 1 < i <
k, denotemos por m; : My x---x My a projecao no fator M;. Prove que uma aplica¢do
F:N — M{x---x My é suave se, e somente se, cada func¢io componente F; = m;o F
€ suave.

Exercicio 49. Seja R a variedade topoldgica R com a estrutura diferencidvel definida
pela carta global x — x°. Verifique que essa é de fato uma estrutura diferencidvel em
R e que R ¢ difeomorfa a R com sua estrutura diferenciqvel padrio (dada pela carta
global x — x).

2.4 O espago tangente como uma entidade abstrata

Seja M uma variedade diferenciavel e W C M um aberto. Daqui em diante, denotaremos
por C*(W) o espago de fungoes suaves definidas na variedade W (claro, com a estrutura
diferencidvel natural que W herda de M). O espago C*(M) é uma dlgebra (ou seja,
um espaco vetorial onde podemos multiplicar elementos) com as operagoes Obvias de
multiplicacao e adi¢ao definidas pontualmente.

Exercicio 50. Prove que C*(W) sempre tem dimensao infinita.

Antes de prosseguirmos, voltemos a R" para introduzir mais um pouco de notagao.
Denotemos por 7* : R" — R a fungio R" > (2,---  2") — r(z',--- |2") = 2" e por ¢; 0

i-ésimo vetor da base canénica de R", de forma que r'(e;) = ;.

Sendo M uma variedade e ¢ uma carta definida numa vizinhanca de um ponto p €
M, denotaremos a funcdo 1’ o o simplesmente por z‘, e chamaremos as funcoes z' das
coordenadas da carta o ou coordenadas locais em torno de p. Frequentemente abusamos
dessa linguagem e escrevemos coisas como seja p = (p',- -+ ,p") um ponto em M.

Definicao 19. Sejam M uma variedade diferencidavel, x € M, U,V duas vizinhangas de
zefelC?U),gelC®V). Dizemos que f e g tém o mesmo germe em x se eziste uma
vizinhangca menor W C U NV tal que f e g coincidem quando restritas a W.

Definindo uma relacao de equivaléncia obvia no conjunto de fungoes suaves em torno
de x, pondo (U, f) ~ (V,g) caso exista uma vizinhanga W C UNV tal que f e g coincidem
quanto restritas a W, podemos pensar nos germes como classes de equivaléncia. O germe
de [ é denotado por [f], e conjunto de germes em x é denotado por F,(M).

Um germe em x tem um valor bem definido (somente) em x, e isso induz entdo uma
aplicagao FoM 3 [f] — eval,([f]) = f(x).

Exercicio 51. Mostre que F,M N F,M = sempre que x # y.

Podemos entao definir o que é um vetor tangente em um ponto x € M.

Definicao 20. Seja M uma variedade diferencidvel e x € M. Um vetor tangente em x
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¢ uma aplicagdo linear

v:F (M) =R

que satisfaz a propriedade de derivagdo:
v([fg]) = evalo([f])v(g) + evala([g])v(f)

Como um vetor tangente é uma aplicacdo linear entre espacos vetoriais, o proprio
conjunto de todos os vetores tangentes é um espago vetorial, que denotamos por 7T,(M).
Provaremos em breve que ele tem a mesma dimensao que M.

Exercicio 52. Seja v um vetor tangente em x € M e c uma fungdo constante definida
em M. Prove que v([c]) = 0.

Como germes sao definidos via classes de equivaléncia, acaba sendo um pouco mais
chato trabalhar com eles. Por isso reformularemos a definicdo de um vetor tangente de
uma maneira um pouco mais conveniente.

Definicao 21. Seja M uma variedade diferencidvel, x € M, e seja W qualquer vizi-
nhanga de x. Uma derivagio de C*(W) em x € uma aplicagao linear w : C°(W) — R
que satisfaz a propriedade de derivacao

w(fg) = f(x)w(g) + g(x)w(f)

Todo vetor v € T,(M) induz naturalmente uma derivacao w de C*(W) seja qual for
a vizinhanga W de x ao colocar

w(f) =o([f)

Na verdade, a reciproca também vale, como provaremos em seguida. Precisamos primeiro
de um lema preliminar, que é o motivo mais importante pelo qual pedimos que variedades
sejam Hausdorff e com base enumeravel: isso garante que sejam paracompactas, o que por
sua vez garante que o lema abaixo seja verdade. Lembre que para uma funcao suave
f: M — R, denotamos por supp(f) o suporte de f, definido por

supp(f) ={z € M | f(z) # 0}

Lema 2.4 (Fungées bump). Seja M uma variedade diferencidvel, e K ¢ U C M
subconjuntos, onde K ¢é fechado e U ¢ aberto. Entao existe uma func¢do suave f : M — R
satisfazendo:

1. 0 < f(x) <1 seja qual for x € M
2. supp(f) C U
3. f(z) =1 seja qual for z € K
Demonstragio: Veja [1].
|

Proposigao 2.5. Seja M uma variedade diferencidvel, x € M, e seja W qualquer vizi-
nhanga de x. Entdo existe um isomorfismo linear entre T,(M) e o espaco de derivagoes

de C*(W) em x.

Demonstragao: Seja W qualquer vizinhanga de x. Provaremos o resultado em trés passos:
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1. Seja w : C*°(W) — R uma derivacdo em z e suponha que f € C*(W) é identica-
mente nula em uma vizinhanga V' C W de z. Afirmamos que w(f) = 0. Para ver
isso, escolhamos uma fungao suave n : M — R tal que n(x) = 1 e supp(n) C V
(cuja existéncia ¢ garantida pelo lema anterior com K = {z} e “U” igual a V).
Definamos g = nf, pensada como uma funcao de W para R. Evidentemente g é
identicamente nula (pela construgao de f ela se anula em V| e como o suporte de 7
estd em V| também se anula fora de V' e portanto se anula em todo W) portanto
w(g) = 0 por linearidade (sendo f; a fungdo constante igual a 1 em W, note que
w(g) =w(0- f1) = 0w(f;) = 0). Mas pela propriedade de derivagao:

w(g) = w(nf) =n(x)w(f)+ f(r)w(n) = w(f)

pois n(z) =1 e f(x) = 0. Logo w(f) = 0.

2. Seja agora [f] € F,(M). Afirmamos que sempre podemos encontrar um represen-
tante de [f] com dominio W, ou seja, uma funcao suave g : W — R satisfazendo
lg] = [f]. Para isso, seja (V, f) qualquer representante de [f]. Encolhendo V' caso
necessario, podemos assumir que V' C W (caso nao estivesse, bastaria intersectar
com W e estaria, onde evidentemente nao perdemos nada com isso pela prépria
definicao dos germes). Escolhamos agora uma vizinhanga menor U de = tal que
U C V C W (que existe pois toda variedade é regular). Nosso objetivo agora é
estender f a uma fun¢do suave g definida em W tal que g|y = f. Para isso, apli-
quemos o lema 2.4 novamente, dessa vez com K = U e “U” igual a V. Consideremos
agora a fungao suave

g W R, ()= { 1O L

Como g|y = f, é claro que [g] = [f].

3. Agora terminarmos a prova. Seja w : C*°(W) — R uma derivagdo em z. Definimos
uma aplicagdo linear v : F, (M) — R pondo

v([f]) = w(f), onde (W, f) é qualquer representante de [f]

Que existe pelo passo 2 e estd bem definido pelo passo 1. De fato, se (W, h) fosse
outro representante de f, entao por hipotese existiria uma vizinhanga menor V de x
tal que f e g coincidem em V. Entdo por linearidade w(f) —w(h) = w(f —h) =0,
onde w(f — h) = 0 pelo passo 1. Finalmente, é claro que v é uma derivagao, e
evidentemente a associagdo w +— v inverte a associacao introduzida logo apéds a
definicao 20. O isomorfismo desejado ¢é entao exatamente w > v.

Gracas a essa proposicao, de agora em diante sempre consideraremos um vetor tangente
v como uma deriva¢ao de C*(W') em x para qualquer aberto W contendo x. Geralmente
tomamos W como o dominio de uma carta ou como a variedade M toda. Enfatizamos
que por causa dessa proposicao, nao importa qual W escolhamos:

Corolario 2.6. Seja M uma variedade diferencidvel e ) # W C M um aberto. Consi-
derando W como uma variedade diferencidvel com a estrutura herdada de M, entao para
qualquer x € W existe uma identificacio canonica T, M = T, W .

O seguinte corolario ¢ também imediato do exercicio 50:

Corolario 2.7. Seja M uma variedade diferencidvel, p € M, e seja f € C®(W) para
algum aberto W > x. Se f € constante em alguma vizinhanga de p entdo v(f) = 0 seja

qual for v € T,(M).
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Um exemplo concreto de um vetor tangente é o seguinte:

Exemplo. Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensao n, o0 : U — O uma carta
em M, e escrevamos z' = r' o ¢ para denotar as coordenadas locais de o. Seja p € U
arbitrario. Definimos uma deriva¢ao de C*°(U) em p por:

0

| C(U R
| €0
0 . O(foo™) -1
A = ———"(p)=d - i
P | =250 W) =0 e (e

N 0 :

Provaremos em breve que a cole¢ao dos 71| com i € {1,---,n}, forma uma base de
x’b
p

Ty(M).

Precisaremos do lema abaixo de estabelecer a dimensao do espaco tangente. Antes,
serd util introduzir a seguinte notacdo: se f : O C R® — RF é uma aplicacio suave
definida num aberto de R" e z € O, denotamos a derivada parcial de f em x com respeito
ao j-ésimo vetor canonico por:

D;f(x) = df.(e;) = lim fx +tey) — f(x)

t—0 t

Lema 2.8. Seja O C R"™ um aberto estrelado com 0 € O (ou seja, dado qualquer x € O,
o segmento de reta de 0 a x estd contido em O). Suponha que h : O — R é uma
fungao suave. Entdo existem n fungoes suaves g; : O — R com i € {1,--- ,n} tais que
9:(0) = D;h(0) satisfazendo

h = h(0) +'g;
Demonstragio: Fixe z = (2',--- ,2") € O e considere o segmento de reta de 0 até x
dado por y(t) = tz. Colocando § = h o~y :[0,1] — R, a regra da cadeia nos diz que

= f:xiDih(tx)
Logo
h(z) — h(0) = 6(1) — 8(0) = / 5t / Dih(tz)

Como 2" = 7'(z) por defini¢do, o resultado desejado segue ao definir g;(x / D;h(tz)
|

Estamos finalmente prontos entao para provar o

Teorema 2.9. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdon, o : U — O uma carta
em M ex € U. Entao qualquer v € T,(M) se escreve unicamente como uma combinagao
linear da forma

v=a'"—
oz,
onde a' = v(z"). Portanto
0 :
— coml1<i1<n
oz,

¢ uma base de T,(M).
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Demonstracao: Podemos assumir sem perda de generalidade que o esta centrada em x
e que O é um aberto estrelado (note que estamos usando o corolario 2.6 aqui). Seja f €
C>°(U) e apliquemos o lema anterior com h = foo~'. Obtemos entdo f = f(x)+2"(g;00),

onde
g:(0) = D, (f ° 071) (0) = ai,i (f)

Entao para qualquer derivacao v, temos

v(f)zv(f_(;v))Jr; v (2) gil +\</> (G00) = 20 la) g |

onde usamos o corolario 2.7 e a hipétese o(z) = 0.

Resta mostrar que os vetores sao linearmente independentes. Note que:

0 . 0 . , 4 .
| ()= =—| (Woo)=D;(rPoococ™)(o(x)) = Dir’(o(x)) =&
51| () = 5| (7°0)=Di( ) (0(2)) = Dird(o(x)) = &
onde usamos o fato de que dr/ = 77, pois 7/ é linear. Assim, se v = a' il = 0, temos
|,
v(z?) = a’ = 0.
|
Observacao. Suponha que o e 7 sdo duas cartas em tornos de um ponto x, com sistemas
de coordenadas correspondentes ' = oo e y* = r' o 7. Tomando v = d' b
Y
proposicao anterior obtemos entao
0 0 N O
oyr|, Oy, o' |,
Mas abrindo as definigoes,
i N\ =D 1 —D 1
oy («") (o7 (r(x)) =Dj (W' ooor ') (r(x))
que é simplesmente a (i, j)-ésima entrada da matriz de d(o o 7~ , 0 que mostra que
a matriz de mudanca de base entre as bases { } { } ¢ dada pela
W' o) 1<1<n 1<1<n

matriz de d(o o 771) ().

2.4.1 A diferencial e sua expressao em coordenadas locais

Definigao 22. Sejam M e N variedades diferencidveis, e seja o : M — N uma aplicagio
suave. Fize v € M e v € T, M. Definimos um vetor tangente w € Ty, N por

w(f) =v(f o), para cada f € C*(N)

E claro que w é uma derivacio linear de C*(N) em o(x), e portanto w € TowN . Além
disso, se denotarmos w por dp,(v), evidentemente a aplicagio T,M > v — dg,(v) €
TypyN € linear. Dizemos que d, € a derivada (ou diferencial) de ¢ em .

Teorema 2.10 (A regra da cadeia em variedades). Sejam M, N eV variedades diferen-
cidveis, e suponha que o : M — N e : N — V sdo aplicagoes suaves. Entdo:

d(¥ 0 )y = dihyy 0 dp,, Vo € M
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Demonstragio: Sejam v € T,M e f € C*(V) arbitrarios. Entao:

d(¥ 0 @)a[v](f) = v(f o 0 ) = dpz[v](f 0 ¥) = d¥y(e)[depa (V)] (f)
|

Exercicio 53. Sejam M e N wvariedades diferencidveis, F : M — N uma aplicagio
suave e p € M. Prove que
1. dF, € linear
2. d(IdM)p = IdTp/\/l : Tp./\/l — TpM
3. Se F é um difeomorfismo, entio dF, é um isomorfismo e satisfaz (dF,)™" =
d(F 71>F(p)

Calculemos agora a aplicagdo dy, em coordenadas:

Lema 2.11. Seja o : M — N uma aplicagio suave entre duas variedades diferencidveis,
de dimensao n e k, respectivamente. Seja v € M, 0 : U — O uma carta em M em
torno de x, e seja T : V. — Q uma carta em N em torno de p(x). Denotemos as
coordenadas locais de o por (z') e as de T por (y'). Entdo a matriz de dp, com respeito

} de TpyM e {8

YA
v’ 1<j<n dy

as bases {8
oxI

d(ropo 0_1)0(90).

} de Ty N € dada pela matriz de
e(*)) 1<1<k

Demonstracao: Note que

) ) )

e g | = e[| | 00 55 "
0

il (v’ o) A

0
T

=Dj(r'oTtopoc ) (o(x))

Como o ntiimero D; (1o 7o poo™ ') (o(x)) é simplesmente a (¢, j)-6sima entrada da ma-
triz d (7' opo a’l)a(x), terminamos a prova.

Teorema 2.12 (O Teorema da Fungao Inversa para Variedades). Sejam M e N
variedaedes diferencidveis, e suponha que F : M — N € suave. Se p € M € um ponto
tal que dF, € invertivel, entao existem vizinhangas conexas Uy > p e Vo > F(p) tal que
Flu, : Uy = Vi € um difeomorfismo.

Demonstragio: O fato de dF, ser bijetora implica que M e N tém a mesma dimen-
sdo, digamos n. Escolhamos cartas suaves (U, ) e (V,1) centradas em p e em F(p),
respectwamente com F(U) C V. Entao a representacao em coordenadas de F', dada por
[ =1oFop™" é uma aplicacio suave de um aberto Euclidiano (a saber, U = go(U ) C R™)
em outro aberto Euclidiano (a saber, V = ¢(V) C R") satisfazendo F(p) = 0. Como ¢
e 1 sao difeomorfismos, a diferencial dFO dpppy o dF, od(p _1)0 tem determinante nao
nulo. O teorema da fun(;ao inversa para R" garante entao a existéncia de subconjuntos
abertos conexos Uy C U e Vo C V contendo 0 tais que F induz um difeomorfismo entre
UO e VO. Entao Uy = ¢~ <U0) e Vo = ¢~ (VO) sdo vizinhangas conexas de p e F(p),

respectivamente, e segue que F =1~ ! o Fo @ é um difeomorfismo entre Uy e V.
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Sejam M e N variedades de dimensao n e k respectivamente, ¢ : M — N uma aplicacao
suave e tomemos cartas o em torno de um ponto z de M, 7 em torno de p(z), e definamos
isomorfismos lineares

T, :R" = T,M
0

e; —r Txei = %

T

/ A . . .
Analogamente, denotando por e; a base canonica de R*. temos um isomorfismo linear

Ty : RY = TN

0

o(z)

Exercicio 54. Prove que o sequinte diagrama comuta
d(rogo 0_1)0@)

R" R
T, T ()
M Toa)
dp,

Em particular, explique porque para uma funcio suave f : O C R® — R* a4 nossa
primeira definicio de df, coincide com a defini¢io dada agora para a diferencial de
uma aplicacdo suave entre variedades.

Daremos agora uma forma diferente de definir vetores tangentes, que embora nao seja
tao esteticamente agradavel como derivagoes, tem a vantagem de facilitar os célculos.

Suponha que v : (a,b) — R™ é uma funcdo suave. Geralmente escrevemos a fungao
coordenada em R = R! como t ao invés de z', e denotamos a derivada de v em um
ponto ¢ por 7/(t). Escrevendo v = (v',---,9™), o vetor 7/(t) é exatamente o vetor linha
(YH'(t), -+, (™) (t)). Nosso objetivo agora é estender isso a variedades.

Definicao 23. Uma curva em uma variedade diferencidvel M é uma aplicagio suave
v i (a,b) = M, onde pensamos em (a,b) como uma variedade suave unidimensional.
Fize t € (a,b). Existem, a priori, duas maneiras diferentes de definirmos um elemento
v'(t) € TywyM, que chamaremos do vetor velocidade de v no instante t.

1. Primeiramente, podemos definir uma derivado em C*(M) em ~y(t) ao por

Y@ () = (for)(t)
para cada f € C°(M).

2. Alternativamente, se pensarmos em y como uma aplica¢io suave entre variedades
podemos definir um vetor tangente v'(t) em (t) via a derivada dv:

Y(t) =dy (a

ot ) € LM

t
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Para vermos que essas duas defini¢cdes coincidem, seja o : U — O uma carta em torno
de y(t) e denotemos por (z') as coordenadas de o. Seja v* = z' o ~y, de forma que 7' é
uma curva em R. Aplicando o teorema 2.9 na primeira defini¢do, vemos que

0
0zt |0y

V() = ("))

ja que ¥'(t)(z") = (' o 7)'(t) = (v")'(t). Mas aplicando o lema 2.11 & segunda definicao,
vemos que essa defini¢ao dd a mesma férmula acima para /().

Lema 2.13. Seja M uma variedade diferencidvel e sejam v, : (—¢,¢) — M duas curvas
suaves tais que ¥(0) = §(0). Entdo +'(0) e §'(0) coincidem como elementos de T’ )M
se, e somente se, para alguma (e portanto para qualquer uma) carta o : U — O definida
numa vizinhanga de v(0), temos

(007)'(0) = (506)'(0).

Demonstragao:  Denotemos por (z') as coordenadas de 0. A'condigao declarada ¢ eequi-
valente a pedir que (7*)'(0) = (6")'(0) para cada i, onde v' = z'oy e §' = x'04. O resultado

d } )
é
7(0)) 1<i<n

desejado segue entao da férmula obtida para /(¢) logo acima, j& que {8
:L-l
|

uma base de T M.

Exercicio 55. Prove que o vetor tangente v'(t) definido no item 1 da definigio 22 é de
fato fato uma derivagao. Além disso, justifique o “(...) para qualquer uma” afirmado
no lema acima.

Menos evidente mas ainda assim verdade é o fato de que todo vetor tangente pode ser
escrito como o vetor velocidade de uma curva:

Proposicao 2.14. Sejam M wuma variedade diferenciavel de dimensao n, v € M e
v e T, M. Entao existe uma curva suave 7y : (—¢,&) — M tal que 7'(0) = v.

Demonstracio: Tomemos uma carta o : U — O C R" centrada em z. Como sempre,
denotemos as coordenadas de o por (z'), e seja

-0
v=a" —| €T, M

oxt|,
arbitrario, onde os a’ sdo ntimeros reais. Como O é aberto, existe ¢ > 0 tal que o vetor
(ta',--- ,ta™) permanece em O sempre que |t| < ¢. Entdo definindo a curva v por
v:(—e,e) > M

t s y(t) = o (ta', ta®, - - -, ta™)
é claro que v estd bem definida, é suave e pelo que ja fizemos satisfaz v(0) = z,+'(0) = v.
|

Proposigao 2.15. Seja o : M — N uma aplicagio suave entre duas variedades diferen-
cidveis, e seja vy : (a,b) = M uma curva suave em M. Entao:

dyiy (Y (1)) = (o) (1)
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Demonstragio: Usando o primeiro item da definigao 22: tome f € C*(N). Entéao pela
definicao de dy, temos

dey [V I(f) =+ @) (f o) = (foper)(t) = (o) (t)(f)

Exercicio 56. Prove a proposicio anterior usando o sequndo item da defini¢dio 22.

Exercicio 57. Seja f : M — R suave e p € M tal que df, = 0. Defina o operador
H(f)y: TpM x T,M — R em cartas (x,U) com p € U exigindo que:
0

(), (ax ) = U )

e estendendo por bilinearidade e simetria. Mostre que H(f), ndo depende da carta
escolhida e exiba uma expressao explicita para H(f),(v,w), onde v,w € T,M sdo
arbitrdrios.

0

Y
p 8!Ej

Exercicio 58. Seja v € S" e defina a funcao altura com respeito a v na esfera como
h = h, : S" — R dada por x — (x,v). Mostre que h € suave e calcule seus pontos
criticos.

Daremos uma breve olhada agora no espaco dual ao espago tangente.

Definicao 24. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n e seja x € M. De-
notamos o espago dual L(T,M,R) por T; M e o chamamos de espago cotangente de M
em x.

Logo T M é outro espago vetorial de dimensao n. Como elementos de 7, M sao deri-
vagoes linear “comendo” funcgoes, podemos interpretar elementos de 7, M como fungoes
“comendo” derivacoes lineares.

Exemplo. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n e sejam x € M, U uma
vizinhanga de z e f € C*°(U). Entao f define um elemento df, € T, M por

veTM—df.(v) =0v(f)

para cada v € T, M. df, é chamada da diferencial de f em =z.

Observagao. Da maneira vista acima, df, é uma aplicacao linear de T, M para R. Em
contraste, a derivada d f, que definimos no contexto de variedades agora (que denotaremos
logo a seguir por Df, para evitar mais confusdes) é uma funcao linear T, M — TR,
mas uma vez que realizamos a identificacao 6bvia Ty,)R = R, essas duas coincidem e por
isso nao as distinguimos. Note que

0

R>dfalo] = DA()

c Tf(x)R
f(z)
Isso faz todo o sentido, ja que sob o isomorfismo mencionado anteriormente, em qualquer
p € R o vetor tangente

9
ot

p
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¢ identificado com o nimero real 1. Costuma-se abusar a notacao e dizer que T,R = (1),
ou seja que {1} é uma base de T,R = R.

2.5 Campos vetoriais

Um campo vetorial X em uma variedade diferencidavel M é uma correspondéncia que
associa a cada p € M um vetor tangente X (p) € T, M. Considerando uma parametrizacao
¢:UC M — R" podemos escrever

0

i
8xp

X(p) = d'(p)

onde cada a' : U — R é uma funcio real definida em U. Dizemos que o campo X
é diferencidvel em p € M quando em alguma parametrizagdo (e portanto em qualquer
uma) as suas componentes a’ sio diferencidveis. Quando X é diferenciavel em todo ponto,
dizemos simplesmente que X é um campo vetorial diferenciavel.

Exercicio 59. Mostre que ndao hd nenhuma nocao natural do que seria um campo
vetorial “constante” em wvariedades diferencidveis em geral. Mais especificamente,
mostre que se X € um campo vetorial que pode ser expresso em coordenadas locais

(zt,---,2™) em torno de um p € M por

0

X(p) = X*(p) 5F

P

entao a igualdade dX) = 0 ndo € invariante por mudanga de coordenadas. Dica: voce
deve provar que vale

foatid
0xIdxk

B oF!
Qi

dX'(v) (p) - X3 (v) + (p) - v* X7 (p)

seja qual for v € T,M.

3 Epilogo: a conjectura de Poincaré

3.1 Meétricas Riemannianas

Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidavel M é uma correspondéncia
que associa a cada ponto de M um produto interno (,), (ou seja, uma forma simétrica,
positiva definida e bilinear) no espaco tangente 7T, M, que varia diferencidvelmente no
seguinte sentido: se ¢ : U — R" é um sistema de coordenadas em torno de p com

¢(p) = ¢, entdo
0
<6xi > = Gij (p)

é uma funcao diferenciavel em U. Uma vez que as cartas sao difeomorfismos e produtos de
difeomorfismos sao difeomorfismos, é simples mostrar (usando a regra de transformagao
de bases para vetores tangentes vista anteriormente) que essa definicdo nao depende da
escolha do sistema de coordendas. Quando nao ha possibilidade de confusao é comum

0

, —
j
» ox
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excluir o indice p na funcdo (,),. Em breve provaremos que toda variedade diferencidvel
possui (pelo menos) uma métrica Riemanniana.

Definicao 25. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma particio da unidade € uma
colegio {\; | i € I} de fungoes suaves \; : M — R satisfazendo
1. 0 < \; <1 seja qual fori € 1.
2. A colegao {supp(\;) ier € localmente finita, ou seja, dado qualquer x € M existem
no mdzimo finitos i € I tais que x € supp(\;).

3. Seja qual for x € M wvale

el
(note que pelo item anterior essa soma sé possui finitos termos nao nulos para cada
Dizemos que uma particio da unidade {\;}ie; € subordinada a uwma cobertura aberta
{Ui}ier se supp(\;) C U; para cada i € 1.

Lema 3.1. Seja M uma variedade diferenciavel. Entao qualquer cobertura aberta de M
possui uma particao da unidade subordinada a ela.

Demonstragio: Veja [1].

Teorema 3.2. Toda variedade diferencidavel possui uma métrica Riemanniana.

Demonstragio:  Seja M uma variedade diferenciavel, {p; : U; — ¢(U;)} um atlas para
M e {f;} uma particio da unidade de M subordinada a cobertura {U;}. Cada carta ¢;
induz uma métrica em U; naturalmente: dado p € M e vetores tangentes v, w € T, M,
eles se escrevem em coordenadas com relagao a base associada a carta ; por

0 o
ozt oxJ

ew = w
P

v=1"

p
E definimos entao o produto interno de v e w por

(v, w), = VP o
O que nos d4 entao uma métrica em U, satisfazendo g;, = dr,. Para globalizar essa
métrica, usamos a particao da unidade e definimos

(v,w)y = Y fio) 0, w

que esta bem definida, claramente simétrica, é diferenciavel pois essa soma € finita em uma
vizinhanca de cada ponto, e define um produto interno em 7, M por ser uma combinacao
linear finita de produtos internos.

A conjectura de Poincaré é que toda variedade M™ simplesmente conexa, fechada (com-
pacta e sem bordo) é homeomorfa a S*. Em dimensdo < 2 ela é relativamente facil de
ser demonstrada. Em dimensao > 4, d4 muito mais trabalho mas a solucao foi conhecida
bem antes do caso n = 3 ser resolvido, o que incrivelmente aconteceu com técnicas usando
fortemente Geometria Riemanniana (e claro, varias outras de andlise também).
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