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Geometria e cosmologia: o

comeco



Eratostenes: o homem que mediu o mundo

e “Geometria” vem do grego e significa “medir” a Terra. A primeira pessoa que
temos registro de fazer isso foi o grande astréonomo e matematico grego
Eratoéstenes, ha mais de 2200 anos.
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Os primeiros cosmoélogos

o A “forma” da Terra, porém, era um assunto de interesse aos antigos gregos

séculos antes de Eratostenes.
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séculos antes de Eratdstenes.
e Tales de Mileto acreditava que a Terra era um disco plano flutuando num

oceano gigante.
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Os primeiros cosmoélogos

e Por outro lado, Anaximandro, discipulo de Tales, pensava que a Terra tinha a
forma de um cilindro, onde os continentes estavam localizados numa de suas

faces circulares.
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Perguntas primordiais

e De modo geral, podemos perguntar quais sao todas as formas possiveis que a
Terra poderia assumir. Nos limitando somente a perspectiva matematica
abstrata (ou seja, sem nos preocuparmos com a existéncia de leis fisicas que
constituam obstrugoes a possiveis formatos), tal pergunta admite a seguinte

formalizagao:
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Perguntas primordiais

e De modo geral, podemos perguntar quais sao todas as formas possiveis que a
Terra poderia assumir. Nos limitando somente a perspectiva matematica
abstrata (ou seja, sem nos preocuparmos com a existéncia de leis fisicas que
constituam obstrugoes a possiveis formatos), tal pergunta admite a seguinte

formalizagao:

Quais sdo todas as topologias possiveis de uma superficie fechada?

e Por “fechada”, queremos dizer compacta e sem bordo.
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Perguntas primordiais

e Podemos ir ainda além e indagar:
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e Podemos ir ainda além e indagar:

Qual € a “melhor” métrica que uma superficie fechada qualquer admite?
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Perguntas primordiais

e Podemos ir ainda além e indagar:

Qual € a “melhor” métrica que uma superficie fechada qualquer admite?

e Veremos que essas duas perguntas estdo intimamente relacionadas.
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O Cosmos

o Nas palavras de Carl Sagan, o Cosmos é tudo o que existe, existiu ou existird.
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O Cosmos

o Nas palavras de Carl Sagan, o Cosmos é tudo o que existe, existiu ou existird.

e A teoria da relatividade geral de Einstein modela o Cosmos como uma
variedade pseudo-Riemanniana de dimensdo quatro, cuja geometria local é

descrita pela seguinte equagao:

RlC—* Scal - g+Ag—%T
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O Cosmos

e Sendo assim, podemos muito bem perguntar: dada uma fibracdo do Cosmos
por “fatias temporais” tri-dimensionais, quais sado todas as topologias e
geometrias possiveis de tais fatias?
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Observacoes importantes

e Em dimensao < 3,
classificagoes topologicas <= classificagbes diferenciaveis

Para mais detalhes, consulte [1]. Podemos entdo reformalizar os problemas

anteriores da seguinte maneira:

11/88



Classificagoes topologicas



Aquecimento em dimensao um: curvas

Compacidade e a presenca de bordo sdo invariantes topoldgicos que juntos de-

terminam completamente todas as variedades de dimenséao 1.
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Aquecimento em dimensao um: curvas

Geometrizacdo em dimensdo 1 é portanto trivial. Nao existe um invariante geo-
métrico (local) intrinseco que distingua duas variedades quaisquer de dimensao
1.
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Dimensao dois: superficies

Uma pergunta muito velha e natural

Quais sao todas as superficies fechadas?
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Dimensao dois: superficies

Uma pergunta muito velha e natural

Quais sao todas as superficies fechadas?

Existem dois invariantes topolégicos que parametrizam completamente a lista de
todas as superficies fechadas: a orientabilidade e o género (ou, equivalentemente,
a caracteristica de Euler).
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Dimensao dois: superficies

Uma pergunta muito velha e natural

Quais sao os blocos de construcao de todas as superficies (orientaveis e fechadas)?

E como juntamos esses blocos?
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Dimensao dois: superficies

Uma pergunta muito velha e natural

Quais sao os blocos de construcao de todas as superficies (orientaveis e fechadas)?

E como juntamos esses blocos?

Os blocos de construgao para superficies fechadas e orientaveis sao toros e con-

seguimos junta-los ao fazer somas conexas.

15/88



Dimensao dois: superficies

o Dadas duas superficies fechadas M e N, existe uma maneira de construir uma
superficie nova chamada da soma conexa de M e N, que denotaremos por

M#H#N.
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Dimensao dois: superficies

o Dadas duas superficies fechadas M e N, existe uma maneira de construir uma
superficie nova chamada da soma conexa de M e N, que denotaremos por
M#N.

o Escolhemos duas bolas Vi, V5, em M e N respectivamente, pequenas o
suficiente de forma a serem homeomorfas a discos. Em seguida removemos o
interior dessas duas bolas, resultando em dois bordos 9V; e V5 homeomorfos

a S'. Ao identificar esses bordos, obtemos uma nova superficie conexa.
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A soma conexa de duas superficies
. A .
\ B

A#B

: . 17/88
Figura 1: a soma conexa de um toro com um bi-toro /



Figura: exemplos de superficies de género < 3.



A soma conexa de duas superficies

Figura 2: a soma conexa com uma esfera
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Representacgoes poligonais
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Figura 3: a representacao poligonal de um toro
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Representacoes poligonais

Topologicamente (esticando
e encolhendo), isto é
uma esfera
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Representacgoes poligonais

(a) (b)

Figura 4: representacoes do plano projetivo RP?
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Dimensao dois: superficies

E possivel mostrar que toda superficie compacta admite uma representacao

poligonal. Em geral, temos também a seguinte:
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Dimensao dois: superficies

E possivel mostrar que toda superficie compacta admite uma representacao

poligonal. Em geral, temos também a seguinte:

A classificacao de superficies fechadas

Toda variedade bi-dimensional M? coneza e fechada é homeomorfa a exatamente
um dos sequintes espacos:

e a esfera S?

e a soma conexa finita de uma ou mais cépias do toro T? = St x St

e a soma conexa finita de uma ou mais copias do plano projetivo RP?
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Dimensao dois: superficies

“0O teorema de classificagdo das superficies é uma conquista matemdtica da maior grandeza,

compardvel a descoberta da América ou dos raios X. Trata-se de uma descoberta genuina da
ciéncia natural matemdtica, sendo até dificil dizer se o fato em si é mais atribuivel d fisica ou
a matemdtica. Em sua importancia tanto para as aplicacoes quanto para o desenvolvimento de
uma Weltanschauung (visdo de mundo) correta, ele supera de longe “conquistas” da matemdatica
como a demonstracdo do ultimo teorema de Fermat ou a demonstracdo de que todo nuimero
inteiro suficientemente grande pode ser representado como soma de trés nidmeros primos.”
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uma Weltanschauung (visdo de mundo) correta, ele supera de longe “conquistas” da matemdatica
como a demonstracdo do ultimo teorema de Fermat ou a demonstracdo de que todo nuimero
inteiro suficientemente grande pode ser representado como soma de trés nidmeros primos.”

V. L. Arnold, On teaching mathematics
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Dimensao dois: superficies

e O ntmero g de toros presentes na decomposicao de M é chamado do género

de M.

25/88



Dimensao dois: superficies

¢ O namero g de toros presentes na decomposicao de M é chamado do género
de M.

e A caracteristica de Euler é um invariante topoldgico que justifica o
“exatamente” citado na classificacdo anterior. Ela e a orientabilidade séo
invariantes topologicos que determinam completamente a topologia de uma

superficie fechada.
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Dimensao dois: superficies

e O ntmero g de toros presentes na decomposicao de M é chamado do género

de M.

e A caracteristica de Euler é um invariante topoldgico que justifica o
“exatamente” citado na classificacdo anterior. Ela e a orientabilidade séo
invariantes topologicos que determinam completamente a topologia de uma

superficie fechada.

e Na busca de invariantes topolégicos em dimensées mais altas, Poincaré

descobriu o grupo fundamental.
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E quanto a geometria?

Um dos teoremas fundamentais no estudo de superficies é o seguinte:
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cional constante.
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E quanto a geometria?

Um dos teoremas fundamentais no estudo de superficies é o seguinte:

Teorema da uniformizagao

Toda superficie fechada M? admite uma métrica Riemanniana de curvatura sec-

cional constante.

Consequentemente, toda superficie fechada é difeomorfa a exatamente um
quociente de uma das trés seguintes geometrias modelo: S?,R? e H2. A topologia e

geometria se relacionam pelo teorema de Gauss-Bonnet:

K dA =21 - x(M?)
M2
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Dimensao trés: variedades fechadas

Uma pergunta muito velha e natural

Quais sao todas as variedades fechadas tridimensionais?
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Dimensao trés: variedades fechadas
Uma pergunta muito velha e natural

Quais sao todas as variedades fechadas tridimensionais?

M/F 83
S? x St
St xSt x St
Mi#EModt - - - M, Ny x S
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Henri Poincaré.

e Por volta dos anos 1900, ele comegou a estudar
relagbes entre geometria e “topologia”.
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Henri Poincaré.
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relagbes entre geometria e “topologia”.

e Um dos seus principais resultados nessa area foi
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geometrizacao para superficies).
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Henri Poincaré.

Por volta dos anos 1900, ele comecou a estudar
relagbes entre geometria e “topologia”.

Um dos seus principais resultados nessa area foi
o teorema de uniformizagdo (que é a

geometrizacao para superficies).

Mas (possivelmente ainda mais
importantemente) ele também introduziu
conceitos como o grupo fundamental e os
grupos de homologia (usar lgebra para
distinguir topologias).
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Uma velha pergunta...

Quais sao todas as 3-variedades (orientaveis, fechadas)?
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Uma velha pergunta...

Quais sao todas as 3-variedades (orientaveis, fechadas)?

Poincaré nao conseguiu responder essa pergunta. Porém, ele tentou encontrar
uma resposta a um problema significativamente mais modesto: ao invés de ca-
racterizar todas as 3-variedades, ele tentou caracterizar a esfera S* (a esfera

tridimensional) usando invariantes topoldgicos.
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Uma velha pergunta...

Quais sao todas as 3-variedades (orientaveis, fechadas)?

Poincaré nao conseguiu responder essa pergunta. Porém, ele tentou encontrar
uma resposta a um problema significativamente mais modesto: ao invés de ca-
racterizar todas as 3-variedades, ele tentou caracterizar a esfera S* (a esfera

tridimensional) usando invariantes topoldgicos.

(Primeira) conjectura de Poincaré.

Se S tem “a homologia de S?”, entdo S é homeomorfa a S3.

A conjectura é falsa. Existe uma

CINQUIEME COMPLEMENT A L’ANALYSIS SITUS 3-variedade S com a homologia de

Par M. H. Poincaré, i Paris.

S®, mas nio homeomorfa a S* (o

primeiro exemplo de uma esfera de

homologia).

29/88



T resteralt une question 4 taiter
Est ble que le groupe fondamental de V' se rduise 4 la
ion identique, et que pourtant ¥ ne soit pas simplement connexe?
En dautres termes, peacon tracer les cycles K et K de telle fason
quils ne soient pas bouclés et ne se coupeat pas; que les Equivalences

pas e regardée comme ho-

méomorphe 4 elleméme de telle fagon quaux cycles C,, C,, C,, C, cor-

respondent les cycles C[, C!, C}, C[3 que les équivalences
K=K=o

entrainent €)= C}=0 et réciproguement; et qu'enfin les équivalences
Kl=K/=0

entrainent €= C] = o et réciproquement?

Mais cette question nous entrainerait trop loin.

Paris, 3 novembre 190,
H. Poincank.

Il resterait une question 4 traiter :
Estil possible que le groupe fondamental de V' se réduise 4 la
substitution identique, et que pourtant ¥ ne soit pas simplement connexe?
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n A traiter
grovpe fondamensal de ¥ se

Il resterait une question 4 traiter :
Estil possible que le groupe fondamental de V' se réduise 4 la
substitution identique, et que pourtant ¥ ne soit pas simplement connexe?

us entrainerait top loin.

H. Poincagk

Pergunta de Poincaré (1903).

Resta uma questao a tratar:

E possivel que o grupo fundamental de V seja trivial e, ainda
assim, V nao seja homeomorfa a S37?
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T resterait une queston 4 trater ¢
Estil possible que le groupe fondamental de ¥ se céduise 4 la
substirution identique, et que pourtant ¥ ne soit pas simplement connexe?
En dautres termes, peut-on tracer les cycles K, et K7 de telle fagon
quils ne soient pas bouclés et ne se coupent pas; que les équivaleaces

o, Ki=K/=o0

entrainent les équivalences

C,
et que cependant a surface ¥ ne puisse pas e regardée comme ho-
méomorphe 4 clleméme de telle fagon quavx eyeles C,, C,, C,, C, cor-
respondent les cycles C, C!, C}, C[; que les équivalences

C=C=0

K=o
entrainent €[ == C{==0 et réciproquement; et qulenfin les équivalences
Ki=K/=o

entrainent €)= C = 0 et réciprogquement?
[ cette question nous entraineraic top Toin.__|

Pass, 3 novembre 1903.

1l resterait une question 4 traiter :
Estil possible que le groupe fondamental de 7 se réduise 4 1
substitution identique, et que pourtant ¥ ne soit pas simplement connexe

Mais cette question nous entrainerait trop loin.

Paris, 3 novembre 1903.
H. PoIiNcaRrE,

31/88



T resterait une queston 4 trater ¢

Estil possible que le groupe fondamenml de ¥ se ciduise 4 la

substicution identique, et que pourtant ¥ ne soit pas simplement connexe?)

En d'autres termes, peacon twacer les cycles K et K7 de telle fason

quils ne soient pas bouclés et ne se coupent pas; que les équivalences Estil possible que le groupe fondamental de V' se réduise 4 !
K.

substitution identique, et que pourtant ¥ ne soit pas simplement connexe

1l resterait une question 4 traiter :

et que cependant a surface ¥ ne puisse pas e regardée comme ho-
méomorphe 4 clleméme de telle fagon quavx eyeles C,, C,, C,, C, cor-

respondent les cycles C, C!, C}, C[; que les équivalences

Mais cette question nous entrainerait trop loin.

enainent C)=C;

o et récproquement; ct quenfin les équivalences
Ki=K!=o Paris, 3 novembre 1903.

entrainent C) = roquement ? H P &
[k cette question nous entraineraic trop Tom. | . Porncare,

Pass, 3 novembre 1903.

Comentéario de Poincaré.

Mais cette question nous entrainerait trop loin
(Mas essa questao nos levaria longe demais.)
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Qual é a geometria do Universo?

Visualizacdo do dodecaedro de Poincaré: cole

Visao dentro dum universo de uma sé galaxia

faces opostas apds um décimo de volta no sentido

anti-hordrio (rotagdo por 2w/10 = 7/5 radianos). modelado pelo dodecaedro de Poincaré.
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Qual é a geometria do Universo?

Visualizacdo do dodecaedro de Poincaré: cole

Visao dentro dum universo de uma sé galaxia

faces opostas apds um décimo de volta no sentido
modelado pelo dodecaedro de Poincaré.

anti-hordrio (rotagdo por 2w/10 = 7/5 radianos).
Pode-se mostrar que o espago dodecaédrico de Poincaré é um quociente da 3-esfera S* por um
grupo de isometrias. Embora longe de ser 6bvio, é possivel verificar que S? é ladrilhada por 120
c6pias deste dodecaedro!

Em [13], o dodecaedro de Poincaré foi proposto como uma possivel forma do Universo.
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Qual é a geometria do Universo?

- - O
«
)
O
>4
o O Py
Toro tridimensional T3: faces opostas do cubo sio

identificadas.
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Qual é a geometria do Universo?

- - O
«
)
O
>4
o O Py
Toro tridimensional T3: faces opostas do cubo sio

identificadas.

Dados cosmolégicos experimentais indicam que o Universo observavel é espacialmente plano.
Sob a hipétese adicional de compacidade, o toro tridimensional T* é uma das apenas 10 formas

espaciais euclidianas compactas que poderiam modelar sua forma global.
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William Thurston.

“E em dimensao trés? Serd que é possivel achar geometrias modelo para todas variedades tridi-
mensionais?”
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BULLETIN (New Series) OF THE
AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY
Volume 6, Number 3, May 1982

THREE DIMENSIONAL MANIFOLDS, KLEINIAN GROUPS
AND HYPERBOLIC GEOMETRY

BY WILLIAM P. THURSTON

1. A conjectural picture of 3-manifolds. A major thrust of mathematics in the
late 19th century, in which Poincaré had a large role, was the uniformization
theory for Riemann surfaces: that every conformal structure on a closed
oriented surface is represented by a Riemannian metric of constant curvature.
For the typical case of negative Euler characteristic (genus greater than 1) such
a metric gives a hyperbolic structure: any small neighborhood in the surface is
isometric to a neighborhood in the hyperbolic plane, and the surface itself is
the quotient of the hyperbolic plane by a discrete group of motions. The
exceptional cases, the sphere and the torus, have spherical and Euclidean
structures.

‘Three-manifolds are greatly more complicated than surfaces, and I think it is
fair to say that until recently there was little reason to expect any analogous
theory for manifolds of dimension 3 (or more)—except perhaps for the fact
that so many 3-manifolds are beautiful. The situation has changed, so that T
feel fairly confident in proposing the
1.1. CONJECTURE. The interior of every compact 3-manifold has a canonical
decomposition into pieces which have geomeiric structures.
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A conjectura da geometrizacao de Thurston

¢ Em dimensao trés, ainda temos as trés geometrias modelo de curvatura
constante: S?, R? e H3. Mas néo hé esperanca de uma classificacio tdo boa
quanto em dimensao dois: de fato, existem infinitas variedades tridimensionais

que nao admitem nenhuma métrica de curvatura seccional constante.
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A conjectura da geometrizacao de Thurston

Cinco outras geometrias surgem de produtos cartesianos ou “torcidos” de

geometrias de dimensdo mais baixa:

e o produto S? x R
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A conjectura da geometrizacao de Thurston

Cinco outras geometrias surgem de produtos cartesianos ou “torcidos” de
geometrias de dimensdo mais baixa:

e o produto S? x R

e o produto H? x R

« 0 recobrimento universal SL(2,R) (um fibrado torcido sobre H2)

e a geometria Nil, modelada no grupo de Heisenberg; e

« a geometria Sol, modelada no grupo de Lie soltvel R? x R.

Visualizagoes globais fiéis dessas geometrias sdo impossiveis. Bastante imaginagao
de certa forma contorna esse problema, como pode ser visto em [12].
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Geometrizacao em dimensao trés: preliminares

o Dizemos que M3 é prima se, sempre que M = M #Ms, entdo M; ou My é
homeomorfa a S3. O teorema de Kneser-Milnor garante que toda 3-variedade
fechada e orientavel é soma conexa finita, essencialmente tinica, de variedades

primas.
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Geometrizacao em dimensao trés: preliminares

o Dizemos que M3 é prima se, sempre que M = M #Ms, entdo M; ou My é
homeomorfa a S3. O teorema de Kneser-Milnor garante que toda 3-variedade
fechada e orientavel é soma conexa finita, essencialmente tinica, de variedades
primas.

« Dizemos que um toro T? C M? é incompressivel se a inclusao induz uma
injecao

71 (T?) — m (M3).

o Com a tnica excecio de RP34RP? (que admite uma métrica localmente
isométrica a de S? x R), toda soma conexa Mi# Ms nio trivial ndo admite
qualquer geometrizacdo. Na verdade, existem infinitos exemplos de
3-variedades fechadas orientdaveis que ndo admitem uma tnica estrutura
geométrica modelada em uma das oito geometrias (isto é, s6 se tornam
geométricas apds a decomposi¢ao por somas conexas e, nos fatores primos, 44 /88

ands cortes ao loneo de toros incompressiveis.).



A conjectura da geometrizagao de Thurston

A conjectura da geometrizacao de Thurston

Seja M3 fechada, orientavel e prima. Entdo existe uma colecio finita de toros
mergulhados incompressiveis dois a dois disjuntos,

T={T,.... T}

tais que o interior de cada componente C' de M \ | ]; 7; admite uma métrica
completa de volume finito, modelada em uma das oito geometrias de Thurston
(ou seja, isométrica a um quociente de uma das geometrias modelo por um grupo

discreto de isometrias agindo livremente e de maneira propriamente descontinua).
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Geometrizacdo — conjectura de Poincaré

Suponha M? fechada e simplesmente conexa.

e Por Kneser-Milnor, M = N1# - - #N} com cada N; prima; e por van
Kampen, m(V;) =1, Vi.
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Geometrizacado = conjectura de Poincaré

Suponha M? fechada e simplesmente conexa.

e Por Kneser-Milnor, M = N1# - - #N} com cada N; prima; e por van
Kampen, m(V;) =1, Vi.

o Apliquemos a geometrizacdo a cada N;: um toro incompressivel T' C N;
forneceria uma injeciao Z? = m1(T) < m1(N;) = 1, o que evidentemente é um
absurdo. Portanto a colecao de toros é vazia, e a propria N; pode ser
geometrizada por uma das oito geometrias modelo.
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Geometrizacado = conjectura de Poincaré

Suponha M? fechada e simplesmente conexa.

e Por Kneser-Milnor, M = N1# - - #N} com cada N; prima; e por van
Kampen, m(V;) =1, Vi.

o Apliquemos a geometrizacdo a cada N;: um toro incompressivel T' C N;
forneceria uma injeciao Z? = m1(T) < m1(N;) = 1, o que evidentemente é um
absurdo. Portanto a colecao de toros é vazia, e a propria N; pode ser
geometrizada por uma das oito geometrias modelo.

e O fato de N; ser simplesmente conexa garante que ela é o seu préprio
recobrimento universal, que também é compacto. Das oito geometrias de
Thurston, apenas S? é compacta. Logo toda N; é S3, de forma que

M3 =S34... 483 =83
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A conjectura da geometrizacao de Thurston

e Thurston verificou que uma grande classe de variedades, chamadas variedades
de Haken, satisfazia sua conjectura.
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41/88



A conjectura da geometrizagao de Thurston

e Thurston verificou que uma grande classe de variedades, chamadas variedades
de Haken, satisfazia sua conjectura.

o Tal trabalho foi importantissimo. Nas palavras de John Morgan,

A importancia do trabalho de Thurston

“Na minha perspectiva, antes do trabalho de Thurston em 3-variedades hiperbolicas
e sua formaliza¢io da Conjectura da Geometriza¢do, nao havia consenso entre 0s
especialistas quanto d wvalidade da conjectura de Poincaré. Depois do trabalho de
Thurston (ndo obstante o fato de que o mesmo ndo tinha nenhuma consequéncia
direta a Conjectura de Poincaré), se desenvolveu um consenso de que ambas a

Conjectura de Poincaré e a Conjectura da Geometrizacao eram verdadeiras.”
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O fluxo de Ricci




Richard Hamilton.

L
“Se alguém parar pra pensar no que devemos esperar de um fluzo, queremos que ele seja de seqgunda
ordem, parabdlico e quase-linear, e que se difunda igualmente em todas as dire¢ées. Acontece que

hd apenas um fluxo com essa propriedade: o fluxo de Ricci

0

&g(t) = -2 Ricg(t).
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O plano de ataque

Comece com uma 3-variedade fechada arbitraria munida de uma métrica
qualquer. Onde a curvatura for grande, deforme a métrica para que a mesma
diminua, e onde for pequena, deforme para que aumente. A principio, o

b b) b
melhor que se pode esperar é que a deformagao deixe a variedade inicial com
uma geometria “uniforme”, de curvatura constante. Mas qual curvatura

considerar?

0
I —
ad =
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O plano de ataque

e Em dimensao trés, Ric determina Rm. E natural entdao considerar

gtg:c-Ric

para alguma constante ¢ # 0.
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O plano de ataque

e Uma vez que
-2 Ricje = -2 {Rmd),, }
q Y
— 9 {aprg?k — OT%, + T4 T8, — rpkrjq}
= —0p {9"" (99kq + OkGjq — Oqgji)}
+ 05 {9" (OpGkq + OnGpy — Oagip)} + {—20%Th, + 204,17 4

= Agjr+Q (99,97")

a escolha natural é ¢ = —2.
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O plano de ataque

o Consideraremos entao a equacio

0

ag = -2 Rng(t)
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O plano de ataque

o Consideraremos entao a equacio

o
at? =

o Hamilton mostrou o sucesso da estratégia descrita anteriormente em dimensao

-2 Rng(t)

2. Apesar de a sua prova original usar o teorema da uniformizacao, tal
dependéncia foi removida por Chen-Lu-Tian em [5], de forma que o fluxo

pode ser usado para provar o teorema da uniformizacao.
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« Suponha que (M, go) é Einstein, de forma que Ric;;(p, 0) = Agi;(p,0) para
todo p € M, onde A é uma constante. E facil mostrar que g(t) = (1 — 2At)go é
a solucao do fluxo de Ricci desejada.
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« De fato, fazendo o palpite de que g;j(z,t) = p*(t)gij(z,0) vemos que
Ric;j(p, t) = Ricj(p, 0) = Agi;(p,0).
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« Suponha que (M, go) é Einstein, de forma que Ric;;(p, 0) = Agi;(p,0) para
todo p € M, onde A é uma constante. E facil mostrar que g(t) = (1 — 2At)go é
a solucao do fluxo de Ricci desejada.

« De fato, fazendo o palpite de que g;j(z,t) = p*(t)gij(z,0) vemos que
Ric;j(p, t) = Ricj(p, 0) = Agi;(p,0).

e Nesse caso, a equacdo do fluxo de Ricci se escreve entdo como:

0 (pQUﬂgm(p,O))==<—2A9m($»0)

ot
que nos da a EDO
dp A
dt— p
cuja solugao é dada por
pP(t) =1—2Xt

47/88



Exemplos

e Em particular, uma esfera tem um passado eterno mas um futuro finito: sob o
fluxo, ela encolhe até um ponto, enquanto sua curvatura “explode” ao se
aproximar da singularidade.

g(t)=(1-41) g,
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Exemplos: variedades de Einstein

« Por outro lado, uma variedade H?/T" de curvatura negativa constante tem
passado finito e um futuro eterno: sob o fluxo, ela expande indefinidamente
sem nunca “explodir”, e sua curvatura fica arbitrariamente proxima de zero

conforme t — +o00.

A“’ﬁ“ﬁ

g(t) =(1+41) 8o 49/88



Os primeiros resultados de Hamilton

o Existéncia a curto prazo e unicidade. Se (M, gy) é uma variedade
Riemanniana compacta, existe £ > 0 dependendo somente de gy e uma tnica
solucao ¢(t) do fluxo de Ricci definida para t € [0,¢) com g(0) = go.
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Os primeiros resultados de Hamilton

o Existéncia a curto prazo e unicidade. Se (M, gy) é uma variedade
Riemanniana compacta, existe £ > 0 dependendo somente de gy e uma tnica
solucao ¢(t) do fluxo de Ricci definida para t € [0,¢) com g(0) = go.

o Caracterizagao da formacgao de singularidades pela curvatura. Se a
solugao do fluxo existe num intervalo temporal [0,7") mas nao se estende a
nenhum intervalo maior [0,7 + §) com ¢ > 0, entao existe um ponto z € M
tal que o tensor curvatura Rm(z,t) da métrica g(t) “explode”, i.e

t—=T~ \zeM

lim (sup HRm(:c,t)H) = 00
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Os primeiros resultados de Hamilton

o Existéncia a curto prazo e unicidade. Se (M, gy) é uma variedade
Riemanniana compacta, existe £ > 0 dependendo somente de gy e uma tnica
solucao ¢(t) do fluxo de Ricci definida para t € [0,¢) com g(0) = go.

o Caracterizagao da formacgao de singularidades pela curvatura. Se a
solugao do fluxo existe num intervalo temporal [0,7") mas nao se estende a
nenhum intervalo maior [0,7 + §) com ¢ > 0, entao existe um ponto z € M
tal que o tensor curvatura Rm(z,t) da métrica g(t) “explode”, i.e

t—=T~ \zeM

lim (sup HRm(:c,t)H) = 00

« A positividade do operador curvatura Rm : A?2(M) — A?(M) é preservada

pelo fluxo.
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Velocidade infinita de propagacao

e A evolucdo da curvatura escalar
ao longo do fluxo é governada
pela seguinte equacao de
reacgao-difusao:
d;Scal = AScal + 2|Ric|?.

e Se M é fechada, conexa,

Scalg, > 0 e Scaly, # 0, entao
Scaly(7) > 0 Vo € M,t > 0.

e Uma regido inicialmente plana

sente imediatamente o resto da  Figura: Cilindro plano com duas tampas
variedade: pode-se imaginar que arredondadas: a regiao central, inicialmente
o fluxo “explora” toda a de curvatura nula, adquire curvatura

variedade antes de comegar. positiva “instantaneamente” sob o fluxo. /88



Obstaculos

e A nocao de que sob o fluxo a métrica deve “convergir” a uma métrica de

curvatura constante precisa ser formalizada.
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Obstaculos

e A nocao de que sob o fluxo a métrica deve “convergir” a uma métrica de
curvatura constante precisa ser formalizada.

e O fluxo pode encontrar singularidades do tipo “neck pinch”
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Obstaculos

e Para contornar esse problema, Hamilton teve a ideia de fazer “cirurgias” na

variedade e logo apods retomar o fluxo
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Obstaculos

e Para contornar esse problema, Hamilton teve a ideia de fazer “cirurgias” na

variedade e logo apods retomar o fluxo

e Hamilton ndo conseguiu mostrar que tal processo nao fica preso numa
situacao do tipo do paradoxo de Zeno. Perelman introduziu noc¢oes de cirurgia

que evitavam tal situacgao.
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O primeiro avancgo significativo

e O primeiro indicio de que o plano de ataque via o fluxo de Ricci descrito
anteriormente era promissor foi o seguinte resultado, obtido originalmente por

Hamilton:
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e O primeiro indicio de que o plano de ataque via o fluxo de Ricci descrito
anteriormente era promissor foi o seguinte resultado, obtido originalmente por

Hamilton:

Um caso muito particular da conjectura de Poincaré

Seja M3 uma 3-variedade diferencidvel fechada que admite uma métrica

Riemanniana de curvatura de Ricci estritamente positiva. Entdo o recobri-
mento universal de M é S3. Em particular, se M é simplesmente conezxa,
entdo M é S3.
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O primeiro avancgo significativo

e O primeiro indicio de que o plano de ataque via o fluxo de Ricci descrito
anteriormente era promissor foi o seguinte resultado, obtido originalmente por

Hamilton:

Um caso muito particular da conjectura de Poincaré

Seja M3 uma 3-variedade diferencidvel fechada que admite uma métrica

Riemanniana de curvatura de Ricci estritamente positiva. Entdo o recobri-
mento universal de M é S3. Em particular, se M é simplesmente conezxa,
entdo M é S3.

o Antes do trabalho de Hamilton, nao se sabia se 3-variedades com sec > 0 (resp.
4-variedades com operador de curvatura positivo) eram formas espaciais. Até

hoje, ndo existe nenhuma prova de tal fato que néo use o fluxo de Ricci!
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O primeiro avancgo significativo

e Para abordarmos a demonstracao desse resultado, precisaremos de algumas
no¢oes preliminares antes. A ideia é evoluir a métrica inicial de forma que a
sua curvatura de Ricci seja “pingada” e convirja a uma métrica de curvatura

de Ricci constante.

o Iremos seguir de perto (a menos somente de algumas leves mudangas de

notagao) a abordagem apresentada por Peter Topping em [7].
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O primeiro avancgo significativo

Usando o principio do maximo, podemos mostrar o seguinte resultado
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O primeiro avancgo significativo

Usando o principio do maximo, podemos mostrar o seguinte resultado

“Explosao” uniforme da curvatura

Suponha que ¢(t) é um fluxo de Ricci numa variedade fechada M, que existe

num intervalo ¢ € [0, 7]. Se Scal > § > 0 no instante inicial ¢ = 0, entao vale que

4
1—(%‘5)15

Scal >

56,88



O primeiro avancgo significativo

Usando o principio do maximo, podemos mostrar o seguinte resultado

“Explosao” uniforme da curvatura

Suponha que ¢(t) é um fluxo de Ricci numa variedade fechada M, que existe

num intervalo ¢ € [0, 7]. Se Scal > § > 0 no instante inicial ¢ = 0, entao vale que

4
1—(%‘5)15

Em particular, se o fluxo é definido em [0,7") e Scal > § > 0 no instante inicial
t =0, entao T' < g5.

Scal >
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A estratégia

Iremos aplicar mudancgas de escala (ou “inflagdes”) na variedade a fim de diminuir
a curvatura. A andlise do que acontece em tal limite inflacionario nos permitira

identificar a topologia de M3,
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A estratégia

Iremos aplicar mudancgas de escala (ou “inflagdes”) na variedade a fim de diminuir

a curvatura. A andlise do que acontece em tal limite inflacionario nos permitira

=
ey

identificar a topologia de M3,

G

S2I
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Convergéncia de variedades

o Uma exaustdo de uma variedade M é uma sequéncia de abertos (Ug)ren tais

que Uy é compacto, Uy, C Upy1 Vk e U U, = M.
keN

58,/88



Convergéncia de variedades

o Uma exaustdo de uma variedade M é uma sequéncia de abertos (Ug)ren tais

que Uy é compacto, Uy, C Upy1 Vk e U U, = M.
keN
e Em particular, se K C M é um subconjunto compacto, existe ng € N tal que

K C U,, seja qual for n > ng. Consequentemente, se M é compacta entao

U, = M para todo n suficientemente grande.
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Convergéncia de variedades

Diremos que uma sequéncia (M, g;, p;) de variedades Riemannianas completas
marcadas converge (suavemente) a variedade Riemanniana completa e marcada

(M, g,p) conforme i — oo se existirem

o uma sequéncia de compactos ; C M que exausta M satisfazendo p € int(€2;)
para cada i € N
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Convergéncia de variedades

Diremos que uma sequéncia (M, g;, p;) de variedades Riemannianas completas
marcadas converge (suavemente) a variedade Riemanniana completa e marcada

(M, g,p) conforme i — oo se existirem

o uma sequéncia de compactos ; C M que exausta M satisfazendo p € int(€2;)
para cada i € N
e uma sequéncia de aplicacbes suaves ¢; : 2; — M; que sdo difeomorfismos

sobre suas imagens e satisfazem ¢;(p) = p; para cada i € N
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Convergéncia de variedades

Diremos que uma sequéncia (M, g;, p;) de variedades Riemannianas completas
marcadas converge (suavemente) a variedade Riemanniana completa e marcada

(M, g,p) conforme i — oo se existirem

o uma sequéncia de compactos ; C M que exausta M satisfazendo p € int(€2;)
para cada i € N
e uma sequéncia de aplicacbes suaves ¢; : 2; — M; que sdo difeomorfismos

sobre suas imagens e satisfazem ¢;(p) = p; para cada i € N

tais que

D9 — g
suavemente conforme ¢ — 0o, no sentido de que para quaisquer compactos K C M,
o tensor ¢fg; — g e todas as suas derivadas covariantes de todas as ordens (com

respeito a qualquer conexao inicial fixada) convergem uniformemente a zero em K.
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Convergéncia de variedades

e Em particular, se M for compacta, M; é difeomorfa a M para todo i
suficientemente grande (a priori teriamos que M é difeomorfa somente & sua
imagem por ¢;, mas como cada ¢; é um difeomorfismo e M ¢é trivialmente
simultaneamente aberta e fechada em M, suas imagens sao simultaneamente
abertas e fechadas em M;, e portanto no caso em que M ¢é compacta, M é
difeomorfa a img(¢;) = M,).
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Convergéncia de variedades

Pode-se provar que duas consequéncias da convergéncia (M, g;, p;) — (M, g,p)

sao que
o para qualquer s >0e k € {0} UN,

sup sup |[VFRm(g,)|| < oo
i€N ngj (pi,S)
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Convergéncia de variedades

Pode-se provar que duas consequéncias da convergéncia (M, g;, p;) — (M, g,p)

sao que
o para qualquer s >0e k € {0} UN,

sup sup |[VFRm(g,)|| < oo
i€N ngj (pi,S)

inf inj(M;, gi,pi) > 0
€N
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Convergéncia de variedades

Pode-se provar que duas consequéncias da convergéncia (M, g;, p;) — (M, g,p)

sao que
o para qualquer s >0e k € {0} UN,

sup sup |[VFRm(g,)|| < oo
i€N ngj (pi,S)

i Mo ) S 0
;gNmJ(M“gz,pz) >

o Na verdade, as condicbes acima sdo suficientes para subconvergéncia.
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Convergéncia de variedades

“Arzela-Ascoli” para convergéncia de Cheeger-Gromov

Suponha que (M, gi, p;) € uma sequéncia de variedades Riemannianas completas
e marcadas (todas com a mesma dimensdo n) satisfazendo as duas condigoes an-
teriores. Entao existe uma variedade Riemanniana completa e marcada (M, g, p)

(também de dimensdo n) tal que apds passar a uma subsequéncia em i,

(szgzvpl) — (Mvg7p)
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Convergéncia de variedades

As seguintes estimativas nos garantem metade do que precisamos para lidar com o
caso de curvatura de Ricci inicial positiva:
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Convergéncia de variedades

As seguintes estimativas nos garantem metade do que precisamos para lidar com o

caso de curvatura de Ricci inicial positiva:

Estimativas BBS

Suponha que M > 0 é uma constante e que g(t) € um fluxo de Ricci numa
variedade fechada M™, onde t € |0, M_l]. Entdo para qualquer k € N, existe
uma constante C = C(n, k) tal que se |Rm| < M em M x [0, M|, entdo para
qualquer t € [0, M~1], vale

CM

k
2

IV*Rm|| <
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Convergéncia de variedades

As seguintes estimativas nos garantem metade do que precisamos para lidar com o

caso de curvatura de Ricci inicial positiva:

Estimativas BBS

Suponha que M > 0 é uma constante e que g(t) € um fluxo de Ricci numa
variedade fechada M™, onde t € |0, M_l]. Entdo para qualquer k € N, existe
uma constante C = C(n, k) tal que se |Rm| < M em M x [0, M|, entdo para
qualquer t € [0, M~1], vale

CM

k
2

IV*Rm|| <

A estimativa no raio de injetividade também é satisfeita (veja [7]).
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Convergéncia e compacidade de fluxos

o Considere (M, gi(t)) uma sequéncia de familias suaves de variedades
Riemannianas completas para t € (a,b), onde —co < a <0< b < oo, p; € M;
pontos de M, para cada i, (M, g(t)) uma familia suave de variedades

Riemannianas completas e p € M um ponto de M.
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Convergéncia e compacidade de fluxos

o Considere (M, gi(t)) uma sequéncia de familias suaves de variedades
Riemannianas completas para t € (a,b), onde —co < a <0< b < oo, p; € M;
pontos de M, para cada i, (M, g(t)) uma familia suave de variedades

Riemannianas completas e p € M um ponto de M.

o Diremos que

(Mivgi(t)7pi) — (Mvg(t)vp)

conforme 7 — 0o se existirem:
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Convergéncia e compacidade de fluxos

o uma sequéncia de compactos ; C M que exausta M e satisfaz p € int(€);)
para cada 7
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Convergéncia e compacidade de fluxos

o uma sequéncia de compactos ; C M que exausta M e satisfaz p € int(€);)

para cada 7

e uma sequéncia de aplicagoes suaves ¢; : €2; — M; que sdo difeomorfismos

sobre suas imagens e satisfazem ¢;(p) = p;
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Convergéncia e compacidade de fluxos

o uma sequéncia de compactos ; C M que exausta M e satisfaz p € int(€);)
para cada 7
e uma sequéncia de aplicagoes suaves ¢; : €2; — M; que sdo difeomorfismos

sobre suas imagens e satisfazem ¢;(p) = p;

tais que
¢igi(t) = g(t)

conforme i — 0o no sentido de que ¢}g(t) — g(t) e suas derivadas de todas as
ordens (onde aqui nos referimos tanto as derivadas com respeito ao tempo quanto
as derivadas covariantes espaciais com respeito a qualquer conexao inicial fixada)

convergem uniformemente a zero em todo subconjunto compacto de M x (a,b).
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Convergéncia e compacidade de fluxos

Seja M; uma sequéncia de variedades de dimensdo n, e sejam p; € M; pontos de
M; para cada i. Suponha que g;(t) € uma sequéncia de fluxos de Ricci completos
em M; para t € (a,b), onde —o00 < a <0< b<oo. Suponha que

sup sup [|[Rm(gi(t))(z) <oc; e
€N xeM;
te(a,b)

Entao existe uma variedade M de dimensdo n, um fluzo de Ricci completo g(t) em
M para t € (a,b), e um ponto p € M tal que, apés passar a uma subsequéncia em
i, vale

(M, gi(t),pi) = (M, g(t),p) 66/88



Convergéncia e compacidade de fluxos

Seja M; uma sequéncia de variedades de dimensdo n, e sejam p; € M; pontos de
M; para cada i. Suponha que g;(t) € uma sequéncia de fluxos de Ricci completos
em M; para t € (a,b), onde —o00 < a <0< b<oo. Suponha que

sup sup [|[Rm(gi(t))(z) <oc; e
€N xeM;
te(a,b)

inf inj(M;, g:(0), p;
inf inj(M;, g:(0), pi) > 0

Entao existe uma variedade M de dimensdo n, um fluzo de Ricci completo g(t) em
M para t € (a,b), e um ponto p € M tal que, apés passar a uma subsequéncia em
i, vale

(M, gi(t),pi) = (M, g(t),p) 66/88



Os limites inflacionarios

o Estamos interessados em aplicar os teoremas vistos anteriormente para
analisar mudancas de escala de fluxos de Ricci perto de suas singularidades.
Seja (M, g(t)) uma soluc¢do do fluxo de Ricci com M fechada no intervalo
maximal [0,7). J& vimos que

sup [Rum|(z,1) = o
zeEM

conforme ¢t T 7.
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Os limites inflacionarios

o Estamos interessados em aplicar os teoremas vistos anteriormente para
analisar mudancas de escala de fluxos de Ricci perto de suas singularidades.
Seja (M, g(t)) uma soluc¢do do fluxo de Ricci com M fechada no intervalo
maximal [0,7). J& vimos que

sup [Rum|(z,1) = o
zeEM

conforme ¢t T 7.
o Tomaremos pontos (p;,t;) que maximizem ||[Rm|| no compacto
M x {O,T— l.}, ou seja

[Reaf[(pi, ts) = sup  [Rmi|(z, 1)

[AS
tel0,7—1/1]
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Os limites inflacionarios

o Em particular, ||[Rm||(p;,t;) — oo conforme i — oco. Definiremos fluxos

re-escalados (e transladados) g;(t) por

t
gi(t) = |Rm]|(ps, t:)g (tz‘ + ”RmHM)
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Os limites inflacionarios

o Em particular, ||[Rm||(p;,t;) — oo conforme i — oco. Definiremos fluxos

re-escalados (e transladados) g;(t) por

t
() = ||Rm||(p;, t; (t-—i—)
g’b() H H( 7 Z)g T HRHlH(p“tz)
o Tais fluxos estao definidos nos intervalos
—ti||Rm|[(pi, t:) <t < (T —t;)||Rml|(ps, t:)

Além disso, para cada 4, temos |[[Rmg, )|l (pi) = 1.
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Os limites inflacionarios

O limite inflacionario de singularidades

Suponha que M™ é uma variedade fechada, e g(t) é um fluxo de Ricci num

intervalo maximal [0,T) com T < co. Entao existem sequéncias p; € M et; 1T
satisfazendo
[Rm|[(pi, ;) = sup [[Rml(z,t) — oo
zeM

tE[O,ti}

tais que, definindo

gi(t) = [Ran (3, ) (1 + IIRHt(p))

existem b = b(n) > 0, um fluro de Ricci completo (N, §(t)) definido em t €
(—00,b), € poo € N tal que (M, gi(t),pi) = (N,3(t),psc) conforme i — oo.
Além disso, |[Rmgg)[|(poc) = 1, € [|[Rmyq || < 1 seja qual for t < 0. 69/88



Evolucao dos autovalores

e Em dimensao trés, diagonalizemos o operador curvatura

Rm : A2(M) — A%2(M), ou seja, escolhamos uma base ortonormal {¢} de
A?(M) tal que

(Rm <@a7 906)) 1<a,B<3 -

oS O
o x O
R O© O

onde, sem perda de generalidade |,

A>p >
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Evolucao dos autovalores

« Pode-se mostrar que a evolugdo dos autovalores de Rm(t) : A2(M) — A2(M)
é determinada pelo sistema

oA

22— )2

ot + uv
Op 2

— A
ot uo+ Av
ov 9

7 A
i Vo4 Al
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Evolucao dos autovalores

e Além disso, como
0

oA ) =AWt —v)

D) = =) (A+t)

a desigualdade A(0) > p(0) > v(0) também é preservada, ou seja,
A(t) > u(t) > v(t). Também é direto verificar que

w+v 0 0
Ric:§ 0 A+v 0
0 0 A p

donde vem também
Scal = tr(Ric) = A+ p+v
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Pincamento dos autovalores

Controle em dimensao trés

Para quaisquer constantes 0 < B < B < 0o tais que
Bg(0) < Ricyy < Bg(0),
existem constantes A = A(S,B) >0 ef € (%, 1) tais que
A—v < AN+ p)?

ao longo do fluxo de Ricci.
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“Arredondamento” em dimensao trés

Controle da curvatura

Para quaisquer constantes 0 < 8 < B < co tais que

Bgo < Ricg) < Bgo

e para qualquer € > 0, existe uma constante C. = C(B, B,¢) tal que

<eg- Scalg(t) + C.

1
HRic — —Scal - g
3 9()
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A primeira classificagdo em dimensao trés

Seja (M3, gg) uma 3-variedade Riemanniana com curvatura de Ricci positiva.
Entao o fluxo de Ricci g(t) de M definido num intervalo maximal [0,7") se

arredonda no seguinte sentido: existem

e uma métrica g, em M de curvatura seccional constante e positiva,
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A primeira classificagdo em dimensao trés

Seja (M3, gg) uma 3-variedade Riemanniana com curvatura de Ricci positiva.
Entao o fluxo de Ricci g(t) de M definido num intervalo maximal [0,7") se

arredonda no seguinte sentido: existem

e uma métrica g, em M de curvatura seccional constante e positiva,
o uma sequéncia {t;};cn tal que ¢t; 17T,

e um ponto ps, € M e uma sequéncia {p; }ieny C M,
tal que ao definirmos novos fluxos de Ricci g;(t) para t < 0 por
t
9i(t) = |[Rml|(p;, t:) - g <ti + ”RIHH(pt))
7y Y1

entao

(Mvgi(t)vpi) — (Ma (C - t)gompoo)
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Demonstracao

o Usando os teoremas vistos anteriormente, obtemos uma constante b > 0,
sequéncias {p; bieny C M, {t; T T }ien, fluxos por mudangas de escalas g;(t) e
(para t € (—00,b)) um limite do fluxo de Ricci (N, §(t)) com um ponto base
Poo € N. Como também ja vimos, para quaisquer t € [0,7) e € > 0, vale

< e~ Scalyy) + Ce

HRiC — 1Scal g
3 g(t)
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Demonstracao

o Usando os teoremas vistos anteriormente, obtemos uma constante b > 0,
sequéncias {p; bieny C M, {t; T T }ien, fluxos por mudangas de escalas g;(t) e
(para t € (—o00,b)) um limite do fluxo de Ricci (N, §(t)) com um ponto base
Poo € N. Como também ja vimos, para quaisquer t € [0,7) e € > 0, vale

< e~ Scalyy) + Ce

HRiC — 1Scal g
3 g(t)

o Uma vez que g;(t) difere de g(t) somente por uma transla¢ao temporal e uma

mudanca de escala, entdo com respeito a g;(0) vale que

C
<eg- Scalgi(o =

1
Ric — =Scal - g;(0) +t s
3 5:(0) ) Rl (pi, )
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Demonstracao

e Fazendo i — 0o, obtemos

1
Ric — §Scal -§(0)

<e-: Scalg(o)
9(0)
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Demonstracao

e Fazendo i — 0o, obtemos

e Segue da arbitrariedade de € > 0 que

<e-: Scalg(o)

1
Ric — =Scal - §(0)
3 a(0)

. 1 .
Ricg o) — §Scalg(0) -g(0)=0

e portanto (N, §(0)) é uma variedade de Einstein, de forma que Scal ) é

constante.
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Demonstracao

o Como dim(M) = 3, segue que §(0) tem curvatura seccional constante.
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Demonstracao

o Como dim(M) = 3, segue que §(0) tem curvatura seccional constante.
» Uma vez que Scalyy) > 0, segue que Scaly, ;) > 0 e portanto Scalgg) > 0.

o Vemos entdo que o valor constante que a curvatura seccional de §(0) assume é
nao-negativo. Mas lembrando que [|[Rm(§(0))||(pc) = 1, concluimos que na
verdade §(0) é uma métrica de curvatura seccional estritamente positiva e

constante.
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Demonstracao

e Pelo teorema de Bonnet-Myers, segue que A/ é uma variedade fechada. Como
j& vimos anteriormente, N é entdao difeomorfa a M.
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Demonstracao

e Pelo teorema de Bonnet-Myers, segue que A/ é uma variedade fechada. Como

j& vimos anteriormente, N é entdao difeomorfa a M.

o Pela unicidade do fluxo, vemos que §(t) = (¢ — t)goo, Onde goo ¢ um miltiplo
positivo de §(0) e ¢ > 0 é uma constante. Portanto

(M>gi(t>api) — (Mv (C - t).gocnpoo)

como queriamos mostrar.
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Dimensao quatro

Decomposicao pela estrela de Hodge

Seja (M*, g) uma variedade Riemanniana orientada de dimensdo quatro. Entdo

o fibrado A>(M) das 2-formas em M admite a sequinte decomposicio de autofi-
brados *-invariantes:

A2(M) = AL(M) @ A2 (M)
onde AL (M) = {w € A2 (M) | xw = Fw}.
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Dimensao quatro

Decomposicao de Rm

A decomposicdo em blocos correspondente & decomposicio de A?(M) via a es-
trela de Hodge x do operador de curvatura é dada por

(v +£)

AZ (M) Elaz

Rm =

-, S8
Elaz ) ‘(W +48) | o
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Dimensao quatro

o Apo6s mudangas de escalas apropriadas, a mesma estratégia utilizada em
dimensao trés pode ser usada para mostrar que uma 4-variedade fechada M*

com operador de curvatura positivo admite uma métrica g, cujo operador de

R — 2-1d 0
0 2-Id

Em particular, Rm é um multiplo de ¢ ® g e portanto M* tem curvatura

curvatura é dado por

seccional constante. Em dimensao par as unicas tais variedades sdo esferas e

espacos projetivos.
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Dimensao quatro

o Apo6s mudangas de escalas apropriadas, a mesma estratégia utilizada em
dimensao trés pode ser usada para mostrar que uma 4-variedade fechada M*
com operador de curvatura positivo admite uma métrica g, cujo operador de

R — 2-1d 0
0 2-Id

Em particular, Rm é um multiplo de ¢ ® g e portanto M* tem curvatura

curvatura é dado por

seccional constante. Em dimensao par as unicas tais variedades sdo esferas e
espacos projetivos.

e Hamilton conjecturou que variedades fechadas de qualquer dimensao com
operador de curvatura positivo sdo formas espaciais. Em [6], Bohm e Wilking

confirmaram tal conjectura.
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Sonhos mais altos

Em [2], Huai-Dong Cao provou o seguinte:

Um caso particular da conjectura de Calabi

Seja M uma variedade Kdhler compacta com primeira classe de Chern definida
c1(M). Se c1(M) =0, entao para qualquer métrica Kdhler inicial gy, a solugao
para o fluxo de Ricci normalizado existe para todo o tempo e converge para uma
métrica Ricci-flat conforme t — oo. Se ¢1(M) < 0 e a métrica inicial gy €
escolhida como um representante de —c1(M), entao a solu¢io para o fluzo de
Ricci normalizado existe para todo o tempo e converge para uma métrica de
FEinstein de curvatura escalar negativa conforme t — oco. Se ci(M) > 0 e a
métrica inicial gy € escolhida como um representante de c1(M), entdao a solug¢io
para o fluro de Ricci normalizado existe para todo o tempo (mas em geral nao

converge para uma métrica de Einstein, eristem obstrucoes!).
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