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Prefacio da 12 edigcao

O objetivo deste livro é familiarizar o leitor com a linguagem
bésica e alguns resultados fundamentais da Geometria Rieman-
niana. Para evitar apelos a conhecimentos prévios de variedades
diferencidveis, foi incluido um Capitulo 0 que contém aqueles
conceitos e resultados de variedades diferenciaveis que sao utili-
zados de maneira essencial no restante do livro.

Os quatro primeiros capitulos do livro apresentam os con-
ceitos bésicos da Geometria Riemanniana (métricas Riemannia-
nas, conexdes Riemannianas, geodésicas e curvatura). Uma boa
parte do estudo da Geometria Riemanniana consiste no entendi-
mento das relagoes entre geodésicas e curvatura. Os campos de
Jacobi, instrumento essencial para este entendimento, sao intro-
duzidos no Capitulo V. No Capitulo VI introduzimos a segunda
forma fundamental associada a uma imersdo isométrica, e de-
mostramos uma generalizagao do Teorema Egregium de Gauss.
Isto permite relacionar a nogao de curvatura em variedades Ri-
emannianas com o conceito classico de curvatura Gaussiana em
superficies.

A partir do Capitulo VII iniciamos o estudo de questoes glo-
bais. Demos énfase as técnicas de Calculo das Variagoes, que
sao apresentadas sem admitir conhecimentos prévios do assunto.
Entre outros, demonstramos os Teoremas de Hadamard (Cap.
VII), de Myers (Cap. IX) e de Synger (Cap. IX), os Teoremas
de comparagdo de Rauch (Cap. X), e o Teorema do indice de
Morse (Cap. XI). Uma das mais notéveis aplicagdes das técnicas
de Caélculo das Variagoes, o Teorema da esfera, é apresentado no
Capitulo XIII. Além disso, incluimos um teorema de “unifor-
mizagao” para variedades de curvatura constante (Cap. VIII) e
um estudo do grupo fundamental das variedades compactas de
curvatura negativa (Cap. XII).

Muitos topicos importantes estao ausentes. Por limitacoes de
tempo e espago, uma escolha era necessaria; esperamos que as
referéncias mencionadas em cada capitulo estimulem o leitor a
completar os seus conhecimentos na diregao de seu gosto pessoal.



vi

Nossa divida para com as fontes existentes (escritas e orais)
é enorme e impossivel de ser catalogada. Mencionamos apenas
Chern [Ch 1], Klingenberg-Gromoll-Meyer [KGM] e Milnor [Mi]
como influéncias principais.

Este livro teve origem em notas de um curso dado em
Berkeley em 1968. Posteriormente, com a ajuda de alunos do
IMPA, as notas foram traduzidas para o Portugués e publicadas
na colecao de Monografias do IMPA em 1971. Finalmente, em
uma forma muito préxima da atual, ele foi apresentado como
um curso na Escola de Geometria Diferencial de Fortaleza em
Julho de 1978. Ao longo de todos estes anos, varios colegas e
alunos contribuiram com criticas e sugestoes para a melhoria do
texto. Destaco, de modo muito especial, minha gratidao ao pro-
fessor Lucio Rodriguez que, em minha auséncia se encarregou
do enfadonho trabalho de corrigir as provas e organizar o indice
alfabético. A todos, os meus sinceros agradecimentos.

MANFREDO PERDIGAO DO CARMO

Rio de Janeiro, junho de 1979
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Prefacio da 22 edicao

Além de intimeras corregdes e modificagoes ao longo do texto,
esta segunda edigao difere da primeira nos seguintes aspectos:

O Capitulo XIII foi inteiramente reescrito. Para beneficio dos
leitores pouco familiarizados com Teoria de Morse, a prova do
teorema da esfera em dimensdo par (que ndo depende de Teoria
de Morse) pode ser lida de maneira independente.

No Capitulo IV foi introduzida uma exposi¢ao concisa so-
bre tensores em variedades Riemannianas. O objetivo é mostrar
que, em variedades Riemannianas, tensores podem ser derivados
covariantemente. Entre outras utilidades, isto permite introdu-
zir no Capitulo VI as equagdes fundamentais de uma imersao
isométrica.

No Capitulo VIII foi introduzida uma Secgao sobre as isome-
trias do espago hiperbdlico e suas relagoes com as transformagoes
conformes do espago euclidiano.

O numero de exercicios aumentou consideravelmente. Al-
guns assuntos que nao encontraram lugar no texto, aparecem em
forma de exercicios: submersoes Riemannianas, o espago pro-
jetivo complexo, as variedades de Einstein, a 22 identidade de
Bianchi, etc.

Nao obstante o plano inicial, nao foi possivel incluir um
capitulo sobre Equagoes Diferenciais Parciais e Geometria, o que
tera de ficar para uma outra ocasiao.

Resta-nos agradecer a uma enorme lista de pessoas que, atra-
vés de correcoes, criticas e sugestoes, contribuiram para melhorar
este livro; agradecimentos especiais sao devidos a Jonas Gomes,
J. Gilvan de Oliveira e Gudlaugur Thorbergsson. Agradecimen-
tos sdo também devidos ao Professor Lucio Rodriguez, que cui-
dou com dedicacao do sistema TEX aqui utilizado, e ao Wilson
Goes que se encarregou da apresentacao final do texto.

MANFREDO PERDIGAO DO CARMO

Rio de Janeiro, 4 de julho de 1988
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Prefacio da 42 edicao

Agradego a Sofia Carolina de Costa Melo que garimpou cui-
dadosamente mais de uma centena de pequenos descuidos que es-
caparam na revisao da 32 edigao e foram corrigidos nesta edicao.
Agradego também a Rogério Dias Trindade pela editoragdo da
presente edigao.

Rio de Janeiro, margo de 2008

MANFREDO PERDIGAO DO CARMO

Prefacio da 52 edicao

Esta 5% edicao da Geometria Riemanniana fez-se necesséria
quando o resultado mais importante do livro, a saber, o Teorema
da Esfera, havia recebido uma contribuigdo extraordinaria com a
solugdo completa de sua versao diferencidvel por Simon Brendel
e Richard Schoen [BrScl]. O enunciado preciso do Teorema de
Brendel e Schoen é descrito na tltima se¢ao do Cap. XIII. Um
esquema da prova, junto com referéncias e outras versoes do
Teorema da Esfera, é apresentado em [BrSc2].

No resto, fizemos vérias corregbes, algumas das quais nos
foram enviadas ja h4 algum tempo por Floréncio Guimaraes, a
quem aproveitamos para agradecer estas e outras leituras criticas.

Rio de Janeiro, maio de 2011

MANFREDO PERDIGAO DO CARMO
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Como usar este livro

Os pré-requisitos a leitura do livro sdo:

1) Um bom conhecimento de Célculo, incluindo a formulagao
geométrica da nogao de diferencial e o teorema da fungao
inversa.

2) Uma certa familiaridade com elementos de Geometria Dife-
rencial das superficies. Por exemplo, os Capitulos 2 (2.1 e
2.4),3(32e33)ed (4.1 e 4.6) de M. do Carmo [dC 2]
sao suficientes.

Se o leitor for familiar com as definigcoes basicas de varie-
dades diferenciaveis, podera omitir inteiramente o Capitulo 0.
Caso contrario, tal capitulo devera ser considerado como parte
do curso.

A partir do Capitulo VI, se utilizam propriedades dos espagos
de recobrimento e do grupo fundamental. Para os elementos de
espagos de recobrimento, usamos o §5.6 do Capitulo 5 de M. do
Carmo [dC 2], e para o grupo fundamental e suas relagdes com
os espacos de recobrimento, usamos os Capitulos 2 e 5 de Massey
[Mal.

Em alguns exercicios (nunca, porém, no texto) se utiliza um
certo conhecimento de formas diferenciais. Os Capitulos 1, 2 e
3 de M. do Carmo [dC 4] s8o suficientes.

Os Capitulos de I a VII sdo indispensaveis ao resto do livro.
A partir dai, um curso que visa o teorema da esfera, podera
omitir os Capitulos VIII e XII. Como uma alternativa, poderao
ser omitidos os Capitulos VIII e XI e concluir o curso com o
Capitulo XII. Um curso minimo poderia conter os Capitulos de
0 a VII, a Secdo 5.6 de M. do Carmo [dC 2], as Segdes 1, 2 ¢ 3
do Capitulo VIII e o Capitulo IX até (incluindo) o Teorema de
Bonnet-Myers.






Capitulo 0

Variedades Diferenciaveis

1 Introducao

A nocéo de variedade diferencidvel é necesséria para estender
os métodos do Calculo Diferencial a espagos mais gerais que o R™.
O primeiro exemplo de variedade accessivel & nossa experiéncia, é
uma superficie regular do R3. Recordemos que um subconjunto
S C R3 é uma superficie regular se, para todo ponto p € S,
existem uma vizinhanca V de p em R3 e uma aplicacio z: U C
R? - VNS de um aberto U C R? sobre V' N S, tais que:

(a) £ é um homeomorfismo diferencidvel;

b) A diferencial (dz),: R?> — R3 é biunivoca para todo g € U
q
(v. M. do Carmo, [dC 2|, Chap. 2).

A aplicagdo z é chamada uma parametrizagdo de S em p.

A conseqiiéncia mais importante da definicao de superficie
regular é o fato que a mudanga de parametrizagoes € um difeo-
morfismo (M. do Carmo, [dC 2], §2.3. Cf. também o Exemplo 4.2
adiante). Mais precisamente, se Z,: U, — S e £g: Ug — S séo
duas parametrizagoes tais que £,(U,) Nxs(Up) = W # 0, entdo
as aplicagdes £;' 0 Zo: 2! (W) — R? e 23! o zp: 25" (W) — R?
sao diferencidveis.
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Deste modo, uma superficie regular é intuitivamente uma
reunido de abertos do R?, organizados de tal modo que quando
dois tais abertos se intersectam a transicdo de um para outro
se faz de maneira diferencidvel. Como conseqiiéncia, tem sen-
tido, em uma superficie regular, falar em fungoes diferencidveis
e aplicar ai os métodos do Calculo Diferencial.

O maior defeito da definicdo de superficie regular é a sua
dependéncia em relacio ao R3. Com efeito, a idéia natural de
superficie é a de um conjunto que seja bi-dimensional (em um
certo sentido) e ao qual se possa aplicar o Calculo Diferencial
do R?; a presenca desnecessaria do R3 é simplesmente uma im-
posicao de nossa natureza fisica.

Embora a necessidade de uma idéia abstrata de superficie
(isto é, sem envolver um espago ambiente) fosse entrevista desde
Gauss ([Gal, pg. 21), foi necessdrio quase um século para que tal
idéia atingisse a forma definitiva que apresentamos aqui. Uma
das razoes desta demora é que, mesmo para as superficies do R3,
o papel fundamental da mudanca de parametros ndo era bem
compreendido (Cf. Obs. 2.2 da préxima segio).

A definigao explicita de variedade diferencidvel serd apresen-
tada na préxima se¢ao. Como nao hd vantagem alguma em nos
restringirmos a dimensao dois, a definigdo serd dada para uma
dimensao n qualquer. Diferencidvel significard sempre de classe

C*.

2 Variedades diferenciaveis; espacgo
tangente

2.1 Definicao. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é
um conjunto M e uma familia de aplicagbes biunivocas z,: U, C
R™ — M de abertos U, de R™ em M tais que:

(1) E‘Jza(Ua) =M.
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(2) Para todo par ¢, 3, com £,(Uy)Nzs(Up) = W # 0, os con-
juntos ;' (W) e 25" (W) séo abertos em R™ e as aplicagses
z5' oz, sdo diferencidveis (Fig. 1).

(3) A familia {(U,,Z,)} é maxima relativamente as condigbes

(1) e (2).

O par (U,, z,) (ou a aplicagdo z,) com p € £,(U,) é chamado
uma parametriza¢do (ou sistema de coordenadas) de M em p;
z,(U,) é entdo chamada uma vizinhanga coordenada em p. Uma
familia {(Uy, Z,)} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura
diferencidvel em M.

A condigao (3) comparece por razdes puramente técnicas.
Em verdade, dada uma estrutura diferencidvel em M, podemos
facilmente completd-la em uma méxima, agregando a ela todas
as parametrizagoes que junto com alguma parametrizagao da es-
trutura satisfazem a condigdo (2). Portanto, com um certo abuso
de linguagem, podemos dizer que uma variedade diferenciavel é
um conjunto munido de uma estrutura diferencidvel. Em ge-
ral, a extensao a estrutura maxima serd admitida sem maiores
comentarios.

X

-1
X 'Xﬁ
‘.‘

Figura 1
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2.2 Observagao. Uma comparagao entre a Definigao 2.1 e a de-
finicdo de superficie regular em R3 mostra que o ponto essencial
(a menos da mudanca de 2 para n) foi destacar a propriedade
fundamental da mudanga de pardmetros (que é um teorema para
superficie em R?) e coloci-la como axioma na condi¢do 2 da De-
finicao 2.1. Como logo veremos, esta é a condicao que permite
transportar para as variedades diferenciaveis todas as nogoes do
Calculo Diferencial do R™.

2.3 Observagao. Uma estrutura diferencidvel em um conjunto
M induz de uma maneira natural uma topologia em M. Basta
definir que A C M é um aberto de M se (A Nx,(U,)) é um
aberto de R™ para todo a. E imediato verificar que M e o vazio
sao abertos, que a uniao de abertos é aberto e que a intersecgao
finita de abertos é aberto. Observe que a topologia é definida de
tal modo que os conjuntos z,(U,) sdo abertos e as aplicagoes Z,
sao continuas.

O espaco euclidiano R™, com a estrutura diferenciavel dada
pela identidade é um exemplo trivial de variedade diferenciavel.
Vejamos um exemplo nao-trivial.

2.4 Exemplo. O espago projetivo real P™(R). Indicaremos por
P*(R) o conjunto das retas de R™*! que passam pela origem
0=(0,...,0) € R"*; isto é, P"*(R) é conjunto das “diregoes”de
R+,

Vamos introduzir em P"(R) uma estrutura diferencidvel. Para
isto, seja (x1,...,Zny1) € R™1! e observe, inicialmente, que
P™(R) é o espago quociente de R**! — {0} pela relagao de equi-
valéncia:

(IBl,...,{Bn+1) ~ (A.’Bl,...,)\.’lfn.;.l), AER, )\790,

os pontos de P™(R) serdo indicados por [zi,...,Znt1]. Observe
que, se z; # 0,

[.’L'l,...,xn+1]= R N yeeey

I Ti 1 Tit1 Tnt
zi, ’ Z; Z; T '
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Definamos em P"(R) subconjuntos Vi,..., V41, dados por:
Vi={lz1,-. s Tapa]; z: #0}, i=1,...,n+1.

Geometricamente, V; é o conjunto das retas do R**! que passam
pela origem e nao pertencem ao hiperplano z; = 0. Vamos mos-
trar que podemos tomar os V;’s como vizinhangas coordenadas,
onde as coordenadas em V; sao

(a1 Ti1 Tip1 _ Tpt1

Y1=—5.., Y1 = Yi = ey Yn = .
xi, ) ; ) .’IL,;’ ) ;

Para isto, definamos aplicagoes z;: R® — V; por

zi(yla' .. ,y'n,) = [yl)' ",yi—1’17y'i)" . 7y'n]7 (yli' . 'ayn) € R™.

e mostremos que a familia {(R™, z;)} é uma estrutura diferencidvel
em P™(R).

Com efeito, cada aplicagao x; é evidentemente biunivoca e
U z:(R") = P*(R). Resta mostrar que z;'(V;NV;) é aberto em
R" e zj‘l oz; é ai diferencidvel, j =1,...,n+ 1. Ora, os pontos
de z;*(V; N'V;) sdo da forma:

{(y1,---,yn) ER™; y; # 0}

Portanto z;'(V; N V;) é aberto em R™, e, supondo i > j (o caso
i < j é anélogo),

a:;l O:L‘i(yl, cee ,yn) =.’Bj_1[y1, ey Yi-a, 1ay'i’ s >y'n,]

S PR
J yj’ ) yj b ) y] ) b y] yj’ yj’ )y]

_ (g Yi-1 Y1 Yio1 1oy y_n)
yj?"" y] ) y] 1 y] ’yj’yj)"”yj )

que é evidentemente diferenciavel.
Em resumo, o espago das direcoes de R**! (espago projetivo
real P"(R) fica coberto por n + 1 vizinhangas coordenadas V;,
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onde V; é constituido pelas direcoes de R™*! que ndo estdo no
hiperplano z; = 0; além disto, em cada V; temos coordenadas

I Ti—1 Tit1 Tntl
DR ) 1 )
Z; z; Z; Z;
onde (z1,...,ZTny1) S30 as coordenadas de R™!. E usual, na

terminologia classica, chamar as coordenadas de V; “coordenadas
nao-homogéneas” correspondentes as “coordenadas homogéneas”
(IIIl, ... ,$n+1) S R+,

Antes de apresentarmos mais exemplos de variedades dife-
renciaveis, convém explorar um pouco mais as conseqiiéncias da
Definigao 2.1. De agora em diante, quando indicarmos uma va-
riedade por M™, o indice superior n indicard a dimensao de M.

Primeiro, estenderemos a nogao de diferenciabilidade as apli-
cagoes entre variedades.

2.5 Definicao. Sejam MT e MJ* variedades diferenciaveis.
Uma aplicagdo ¢: My — M, é diferencidvel em p € M, se dada
uma parametrizagdo y: V C R™ — M, em ¢(p) existe uma pa-
rametrizacdo z: U C R™ — M; em p tal que o(z(U)) C y(V) e
a aplicagao

(1) ylopox:UCR*—R™

é diferencidvel em z7'(p) (Fig. 2). ¢ é diferencidvel em um
aberto de M; se é diferenciavel em todos os pontos deste aberto.

Decorre da condigéo (2) da Defini¢do 2.1 que a definigdo dada
é independente da escolha das parametrizages. A aplicagdo (1)
é chamada a ezpressdo de ¢ nas parametrizagoes z e y.

Em seguida, gostariamos de estender as variedades diferen-
cidveis a nogao de vetor tangente. E conveniente, mais uma vez,
usar a nossa experiéncia com superficies regulares do R3. Nas
superficies do R3, um vetor tangente em um ponto p da superficie
é definido como a “velocidade”em R3 de uma curva da superficie
passando por p. Como ndo dispomos do suporte de um espago
ambiente, precisamos achar uma propriedade caracteristica do
vetor tangente que substitua a nogao de velocidade.
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As consideragoes seguintes motivam a definicdo que daremos
a seguir. Seja a: (—¢&,e) — R™ uma curva diferencidvel de R™,
com a(0) = p. Escreva

a(t) = (z1(t)),...,za(t)),t € (—¢,€), (Z1,...,2n) €R™.

Entédo o/(0) = (£1(0),. ..,z (0)) = v € R™. Seja agora f uma
fungao diferenciavel definida em uma vizinhanca de p. Podemos
restringir f & curva a e escrever a derivada direcional segundo o
vetor v € R™ como

d(f o a)
dt

naf

t=0 i=1 81’,

da;
t=o dt

= (Z z}(0) 3‘;) f

Portanto a derivada direcional segundo v é um operador sobre
fungoes diferenciaveis que depende unicamente de v. Esta é a
propriedade caracteristica que usaremos para definir vetor tan-
gente em variedades.

t=0

AHx(D))
0 v
p )
s
y
x
yloyox

—_—

Figura 2

2.6 Definigao. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma apli-
cagao diferencidvel a: (—e,e) — M é chamada uma curva (dife-
rencidvel) em M. Suponha que a(0) = p € M, e seja D o con-
junto das funcoes de M diferenciaveis em p. O vetor tangente a
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curva @ em t = 0 é a fungdo o/(0): D — R dada por

d(foa)
dt

d0)f = feD.

t=0

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢t = 0 de alguma
curva a: (—€,e) = M com a(0) = p. O conjunto dos vetores
tangentes a M em p serd indicado por T, M.

Se escolhermos uma parametrizagdo z: U — M™ em p =
z(0), podemos exprimir a fungéo f e a curva « nesta parametri-
Zagao por

foz(Q)=f($1,...,$n), q=(:1:1,...,a:n)€U,

z_l ° a(t) — (a;l(t), - ,xn(t))a

respectivamente. Portanto, restringindo f a a, obteremos

dO)f = G ow)| = LI, )|

- zi;ang(o) (gm)o = (Z z}(0) ( 61)()) f.

Em outras palavras, o vetor o/(0) pode ser expresso na parame-
trizagao x por
) 0

© @©) = 210 (

0 , s

Observe que oz é o vetor tangente em p & “curva coorde-
i/ 0

nada” (Fig. 3):

0
6.’13,;

z; = z(0,...,0,z;,0,...,0).
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Figura 3

A expressdo (2) mostra que o vetor tangente a uma curva
a em p depende apenas das derivadas de a em um sistema de
coordenadas. Decorre também de (2) que o conjunto T, M, com
as operagoes usuais de fungoes, forma um espago vetorial de di-
mensao n, e que a escolha de uma parametrizagaoz: U — M de-

termina uma base associada {(_6_) yeees (—6—> } em T,M
oz, /, 0zn /

(Fig. 3). E imediato que a estrutura linear em T, M assim defi-
nida nao depende da parametrizagao . O espago vetorial T, M
é chamado o espago tangente de M em p.

Com a nogao de espago tangente podemos estender as va-
riedades diferenciaveis a nogao de diferencial de uma aplicagao
diferencivel.

2.7 Proposicao. Sejam M7 e MJ* variedades diferencidvveis
e seja p: My — M, uma aplicagio diferencidvel. Para cada
P € M, e cada v € T,M;, escolha uma curva diferencidvel
a: (—e,e) = My coma(0)=p, &/(0)=v. Faga B=poa. A
aplicagdo dpy: T,M; — Ty My dada por dpp(v) = §'(0) € uma
aplicag@o linear que nao depende da escolha de o. (Fig. 4).
Demonstragao: Sejam z: U — M; e y: V — M, parame-
trizagoes em p e p(p), respectivamente. Exprimindo ¢ nestas
parametrizagoes, podemos escrever

Yy lopoz(q) = (Wi(z1,. -1 Tn)s- -, Ym(T1, .-+, Tn))
g=(z1,...,z,) €U, (y1,---,Ym) EV.



10 [CAP. 0: VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Por outro lado, exprimindo a na parametrizagao x, obteremos

z o a(t) = (z.(t),. .., Ta(t)).

Portanto,
y_l ° :B(t) = (yl(xl(t)7 s ’xn(t))’ cee >ym(m1(t)) ce 7mn(t)))‘

Decorre dai que a expressdo de ('(0) na base {(5%)} de

Typ) My, associada a parametrizacdo y, é dada por

< oy - ay_m ’
B, zi(O),...,i:1 oz, z;(0) | .

(3) p0) = (

i=1

A relagdo (3) mostra imediatamente que 3'(0) ndo depende da
escolha de a. Além disto, (3) pode ser escrita como

Oy;

50) = des) = (52 ) (0

1=1,...,m; ji=1,...,n,

oy \ . .. . -
onde (B_z indica uma matriz m x n e z}(0) indica uma ma-
x .
J

triz coluna com n elementos. Portanto, dy, é uma aplicacao
linear de T,M; em T, M, cuja matriz nas bases associadas as

. . { Oy
parametrizages T € y € precisamente a matriz ( ayz ) O
Zj
dé,»)
g :
< X ¢

Figura 4
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2.8 Definicao. A aplicacao linear dy, dada pela Proposicao 2.7
¢é chamada diferencial de ¢ em p.

2.9 Definigao. Sejam M; e M, variedades diferenciaveis. Uma
aplicagao ¢: My — M, é um difeomorfismo se ela é diferencidvel,
biunivoca, sobrejetiva e sua inversa ¢! é diferencidvel. ¢ é um
difeomorfismo local em p € M se existem vizinhangas U de p e
V de ¢(p) tais que p: U — V é um difeomorfismo.

A nogao de difeomorfismo é a nogdo natural de equivaléncia
entre variedades diferencidveis. E uma conseqiiéncia imediata do
teorema da fungdo composta que se ¢: M; — My é um difeo-
morfismo, entdo dy,: TpM; — Typ) M, é um isomorfismo para
todo p € M, ; em particular as dimensoes de M; e M; sdo iguais.
Uma reciproca local deste fato é o seguinte teorema.

2.10 Teorema. Seja p: M7 — M3 uma aplicagdo diferencidvel
e seja p € My tal que dpy: T,My — T,y My € um isomorfismo.
Entao ¢ é um difeomorfismo local em p.

A demonstragao é uma aplicagdo imediata do teorema da
fung¢ao inversa no R".

y

N

ol g

Figura §

3 Imersoes e mergulhos; exemplos

3.1 Definicao. Sejam M™ e N™ variedades diferenciaveis. Uma
aplicagao diferenciavel p: M — N é uma imersado se dpp: T, M—
Ty N é injetiva para todo p € M. Se, além disto, ¢ é um
homeomorfismo sobre p(M) C N, onde (M) tem a topologia
induzida por N, diz-se que ¢ é um mergulho. Se M C N e
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a inclusdo i: M — N é um mergulho, diz-se que M é uma
subvariedade de N.

Observe-se que se ¢: M™ — N"™ é uma imersdo, entdo
m < n; a diferenga n — m é chamada a codimensdo da imersao
®.
3.2 Exemplo. A curva o: R — R? dada por o(t) = (¢, |t|) ndo
é sequer diferencidvel (Fig. 5).

7

0

Figura 6

3.3 Exemplo. A curva a: R — R? dada por aft) = (£,¢%) é
uma aplicagao diferencidvel mas ndo é uma imersao. Com efeito,
a condicdo de imersdo neste caso é equivalente a que o'(t) # 0,
o que nao ocorre para t = 0 (Fig. 6).

y A

Figura 7

3.4 Exemplo. A curva aft) = (t3 — 4t,t2 — 4) (Fig. 7) é uma
imersdao a: R — R? que possui uma auto-intersecgio para ¢t = 0.
Portanto a nao é um mergulho.



[SEC. 3: IMERSOES E MERGULHOS; EXEMPLOS 13

3.5 Exemplo. A curva (Fig. 8)

= (0,—(t + 2)), te (=3,-1],
a(t) § = curvaregular (v. Fig. 8), te (—1,-1)
= (—t,—sen1i), te[-1,0)

é uma imersao a: (—3,0) — R? sem auto-intersecgdes. Entre-
tanto, @ nao é um mergulho. Com efeito, uma vizinhanga, na
topologia induzida por R2?, de um ponto p na parte vertical da
curva (Fig. 8) é constituida por uma infinidade de componen-
tes conexas. Por outro lado, uma vizinhanca de um tal ponto
na topologia “induzida’por o (que é a topologia da reta) é um
intervalo aberto, logo conexo.

3.6 Exemplo. E claro que uma superficie regular S C R3 pos-
sui uma estrutura diferencidvel dada por suas parametrizagoes
z,: U, — S. Com tal estrutura, as aplicagoes z, sao dife-
renciaveis e, em verdade, sao mergulhos de U, em S; isto é uma
conseqiiéncia imediata das condiges (a) e (b) da definicdo de
superficie regular dada na Introdugdo. Vamos mostrar que a in-
clusao i: S C R? é um mergulho, isto é, S é uma subvariedade

de R3.
OHU \/ x
p=0, -1

Figura 8

Com efeito, i é diferenciavel, pois para todo p € S existe uma
parametrizagdoz: U C R? — S de S em p e uma parametrizagao
j:VCR}— VdeR3emi(p) (V é uma vizinhanca de pem R3 e
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j é a aplicagao identidade), tais que j~loioz = z é diferencidvel.

Além disto, pela condiggdo (b), 7 é uma imersédo e, pela condicao
(a), ¢ é um homeomorfismo sobre sua imagem, o que prova o
afirmado.

Na maior parte das questoes puramente locais de Geometria
é indiferente tratar com imersdes ou mergulhos. Isto provém da
seguinte proposi¢ao que mostra ser toda imersao localmente (em
um certo sentido) um mergulho.

3.7 Proposicao. Seja p: M7 — M7, n < m, uma imersdo da
variedade M, na variedade M, . Para todo ponto p € M, , existe
uma vizinhanga V. C M de p tal que a restrigio |V — M, €
um mergulho.

Demonstragao: Este fato é uma conseqiiéncia do teorema da
fungao inversa. Sejam z,: U; CR™ —» M; e x5: Uy C R™ — M,
sistemas de coordenadas em p em ¢(p), respectivamente, e indi-
quemos por (zy,...,T,) as coordenadas de R™ e por (y1,.. ., Ym)
as coordenadas de R™. Nestas coordenadas, a expressao de ¢,
isto é, a aplicago ¢ = ;' o o x; pode ser escrita

&= (1, -, Zn)y-- - Ym(T1,- .., Zn))-

Seja ¢ = z7*(p). Como ¢ é uma imersio, podemos supor, renu-
merando as coordenadas de R™ e R™ se necessario, que

6(3/1, .- ’yn)

— 0.

0(221, cee ,xn) (q) ?é
Para aplicar o teorema da fungdo inversa, introduzamos uma
aplicagio ¢ = U; x R™ "=k — R™ dada por

¢(1l31, P ,:L'n,tl, e ,tk) =

= (Y1(Z1, - Zn)s - s Yn(Z1y - -, )y Yns1(Z1, - - -, Tn) + 1,
e Ynak(T1, - -+ Tn) + ),

onde (ti,...,tx) € Rm =k, E imediato verificar que ¢ restrito a
U; coincide com ¢ e que

det(ddy) = 0 () 2o
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Pelo teorema da fungao inversa, existem vizinhancas Wy, C U; x

Rk de g e Wy, C R™ de ¢(q) tais que a restrigdo ¢|W1 é um
difeomorfismo sobre W, . Seja V =W, NU;. Como ¢|V <p|V
e z; ¢ um difeomorfismo, i = 1,2, concluimos que a restrigéo a
V = x,(V) da aplicagdo ¢ = zo0Goxi: V — ¢(V) C My é
um difeomorfismo, donde um mergulho. O

4 Outros exemplos de variedades. Ori-
entacao

4.1 Exemplo. (O fibrado tangente). Seja M™ uma variedade
diferencidvel e seja TM = {(p,v);p € M,v € T,M}. Vamos mu-
nir o conjunto T'M de uma estrutura diferencidvel (de dimensao
2n); com tal estrutura T'M serd chamado fibrado tangente de M.
Este é o espago natural de se trabalhar quando estamos tratando
de questoes que envolvem posigoes e velocidades, como no caso
da Mecénica.

Seja {(Ua, o)} a estrutura diferencidvel maxima de M. Indi-

caremos por (z%,...,z%) as coordenadas de U, e por
0 .
—,...,=— ¢ as bases associadas nos espagos tangentes de
0z¢ 0z
1 n

z,(U,). Para cada «, defina
Yo: Ua xR > TM,
por

ya(xllx’ axnaula )un) =

=(:L’a .’1:1, a) Zut Q)’ ul,...,un)eR".

i=1 Zi

Geometricamente, isto significa que tomamos como coordenadas
de um ponto (p,v) € TM as coordenadas z¢,...,z% de p junto

0

com as coordenadas de v na base { =—,..., z—
0z$ 02
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Vamos mostrar que {(U, x R™,y,)} é uma estrutura dife-
renciavel em TM. Como |JZ4(Us) = M e (dxy)(R™) = Ty, (M,

q € U, , teremos que

J¥a(Ua xR =TM,

o que verifica a condi¢do 1 da Definigdo 2.1. Seja agora
(p,v) € Yo(Ua X R*) Nyp(Up X R™).

Entao

(p,v) = (Tal9a), dTa(va)) = (£5(gs), dTs(vs)),

onde g, € Uy, g3 € Ug, vq,vs € R™. Portanto,

yEI 0 Yo (o Va) = yEI(zG(Qa)a dz4(va)) =
= ((zEI ©Z4)(da), (3" ©Za)(va))-

Como mEl oz, é diferencidvel, d(:):g1 0Z,) também o é. Decorre
dai que yEl oy, ¢ diferenciavel, o que verifica a condigao 2 da
Definigao 2.1 e conclui o exemplo.

4.2 Exemplo. (Superficies regulares do R™). A generalizagido
natural da idéia de superficie regular em R3 é a nocgdo de su-
perficie de dimensao k em R, k < n. Um subconjunto M* C
R" é uma superficie reqular de dimensdo k se para cada p € M*
existem uma vizinhanga V' de p em R" e uma aplicagao z: U C
RF — M NV de um aberto U C R* sobre M NV tais que:

(a) £ é um homeomorfismo diferencidvel.

(b) (dz),: R¥ — R™ ¢ injetiva para todo g € U.
A menos das dimensdes envolvidas, a definicdo é exatamente
a mesma que foi dada para superficies regulares do R? na In-
trodugao.

De maneira andloga a que se faz para superficie do R3
(M. do Carmo [dC 2], pg. 71), prova-se que se z: U C R¥ — M*
ey: V C R¥ —» M* sdo duas parametriza¢ées comz(U)Ny(V) =
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W # @, entdo a aplicagio h =z oy: y 1 (W) —» 271 (W) é um
difeomorfismo. Por completagao, daremos a seguir um esquema
desta demonstragao.

Primeiro, observamos que h é um homeomorfismo como com-
posta de homeomorfismos. Seja 7 € y~}(W) e faca ¢ = h(r).
Sejam (uy,...,ux) € U e (vq,...,v,) € R™, e escreva x nestas
coordenadas como

z(ug,...,uk) = (va(u1, -, Uk)y -, Un(U1,. .., uk)).
Pela condigao (b), podemos supor que

Bvn, .., 0)
Bur, - ug) D7

Estendamos z a uma aplicagdo F: U x R** — R" dada por

F(ula ooy Uk Bty - ’tn)
= (v1(u1, .-y Uk)y -« Uk(U1, - -+, Uk), Vg1 (U1, - - -, UK)
+ Tkt - ,vn(ul, e.. ,uk) + tn),

onde (tgs1,-..,ts) € R** . E claro que F ¢ diferencidvel e a
restrigdo de F a U x {(0,...,0)} coincide com z. Por um célculo
simples, obteremos que

a(’Ul) <o ,'Uk)

det(qu) - 8(11,1 .o ’U,k)

(g) #0.

Podemos entao aplicar o teorema da fungao inversa, que garante
a existéncia de uma vizinhanga @ de z(q) onde F~! existe e é
diferenciavel. Por continuidade de y, existe uma vizinhanca R C
V de r tal que y(R) C Q. Note que, restrita a R,h|R = F~'o
y|R é uma composi¢do de aplicagbes diferencidveis. Logo h é
diferencidvel em r, donde em y~*(W). Um argumento semelhan-
te mostraria que h~! é também diferencidvel, como queriamos
provar. O



18 [CAP. 0: VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Do resultado que acabamos de provar, decorre, por um argu-
mento inteiramente analogo ao do Exemplo 3.6 que M* é uma va-
riedade diferencidvel de dimenséo k e que a inclusdo i: M* Cc R"
é um mergulho, isto é, M* é uma subvariedade de R".

4.3 Exemplo. (Imagem inversa de um valor regular). Para o
exemplo que se segue, precisamos de algumas definigoes.

Seja F: U C R® — R™ uma aplicagdo diferenciavel de um
aberto U do R™. Um ponto p € U é um ponto critico de F se a
diferencial dF,: R® — R™ nao é sobrejetiva. A imagem F(p) de
um ponto critico é chamada um wvalor critico de F. Um ponto
a € R™ que nao é um valor critico é chamado um valor regular
de F. Note que qualquer ponto a ¢ F(U) é trivialmente um
valor regular de F' e que se existe um valor regular de F' em R",
entao n > m.

Seja agora a € F(U) um valor regular de F. Vamos mostrar
que a imagem inversa F~(a) C R™ é uma superficie reqular de
dimensdo n—m = k. Pelo que foi visto no Exemplo 4.2, F~(a)
¢é entao uma subvariedade de R™.

Para provar o afirmado, usaremos mais uma vez o teorema
da fungdo inversa. Seja p € F~!(a). Indiquemos por ¢ =
(Y1,..+,Ym,T1,...,Tx) um ponto de R"™=™*t* e por F(q) =
(f1(q),- .., fm(q)) a aplicacgo F. Como a é um valor regular
de F', dF, é sobrejetiva. Podemos, portanto, supor que

a(fl" . 7fm)

s ym) D70

Definamos uma aplicacdo ¢: U C R® — R™=™+k por

(p(yla' -y Ym, L1, - - ka) = (fl(Q)a"'afm(q)iml’“' 7$k)’

Entao

det(dp)y = g dm ) 2o

Pelo teorema da fungao inversa, ¢ é um difeomorfismo de uma vi-
zinhanca @ de p sobre uma vizinhanga W de o(p). Seja K™% C
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W C R™* um cubo de centro ¢(p) e faga V = p L (K™*) N Q.
Entdo ¢ aplica a vizinhanca V difeomorficamente sobre K™+* =
K™ x K*. Defina uma aplicacio z: K* — V por

z(xla “ee ,.’L'k,) = (p—l(a'h ceesQm,y T, .- 1$k)7

onde (ai,...,an) = a. E imediato verificar que ¢ satisfaz as
condigoes (a) e (b) da defini¢do de superficie regular dada no
Exemplo 4.2. Como p é arbitrario, F~!(a) é uma superficie re-
gular do R"™, como haviamos afirmado.

Antes de passarmos a outros exemplos de variedades dife-
renciaveis, convém introduzir a importante nogao global de ori-
entagao.

4.4 Definicao. Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se
que M é orientdvel se M admite uma estrutura diferenciavel

{(Ua,xa)} tal que:

(i) para todo par a, (3, com z,(U,) Nzs(Us) = W # 0, a
diferencial da mudanga de coordenadas g0z tem deter-
minante positivo.

Caso contrario, diz-se que M é ndo-orientdvel. Se M é orientavel,
a escolha de uma estrutura diferencidvel satisfazendo (i) é cha-
mada uma orientagdo de M e M é, entao, orientada. Duas es-
truturas diferencidveis que satisfazem (i) determinam a mesma
orientagdo se a unido delas ainda satisfaz (i).

Nao ¢é dificil verificar que se M é orientavel e conexa existem
exatamente duas orientagoes distintas em M.

Sejam agora M, e M, variedades diferencidveis e p: M; —
M, um difeomorfismo. E imediato verificar que M, é orientavel
se e s6 se M, é orientavel. Se, além disto, M; e M, sao conexas
e estao orientadas, ¢ induz uma orientagao em M, que pode ou
nao coincidir com a orientagao inicial de M,. No primeiro caso,
diz-se que ¢ preserva a orientag¢ao e no segundo, que p reverte
a orientagado.

4.5 Exemplo. Se M pode ser coberta por duas vizinhangas
coordenadas Vi e Vo de modo que a intersecgao VLNV, € conezxa,
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entdo M € orientdvel. Pois, como o determinante Jacobiano
da mudancga de coordenadas é # 0, ele ndo muda de sinal em
V1NV, ; se é negativo em um ponto, basta trocar o sinal de uma
das coordenadas para que ele passe a positivo neste ponto, donde
em ViNV,.

4.6 Exemplo. O simples critério do exemplo anterior pode ser
usado para mostrar que a esfera

n+1
St = {(a:l, ey Tpy1) € ]R”“;me = 1} c R**!

i=1
é orientavel. Com efeito, seja N = (0,...,0,1) o pdlo norte
eS = (0,...,0,—1) o pdlo sul de S™. Defina uma aplicacdo
m: S®™ — {N} — R" (projecio estereogrdfica a partir do pdlo
norte) que leva p = (z1,...,Zny1) de S™ — {N} na intersecgdo
do hiperplano z,.; = 0 com a reta que passa por pe N. E
imediato verificar que (Fig. 9)

I T
7"'1(*’1:1’"-a33n+1) = (_ —) .

Vs
1—2Znt1 1—2np

A aplicagdo m; é diferencidvel, injetiva e aplica S™ — { N} sobre o
hiperplano z,.; = 0. A projecdo estereografica my: S™ — {S} —
R™ a partir do pdlo sul sobre o hiperplano z,,; = 0 possui as
mesmas propriedades.

*n+i f

=(0,..,0,x; 0,...,Xne1)
Xi
'ﬂlu’) = (0,..., 0

), ————,0,..,0
1-xp4y

> X:

> Xj
Xi
" T 2nm .0, 1)}

0 S m@ = ., 0

Figura 9
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Portanto, as parametrizagdes (R®, 7;%), (R®, 75 ') cobrem S™.
Além disto, a mudanga de coordenadas:

Lj o Tj

=—1_zn+1 — yJ— 1+$n+17
(y1,---,yn) ER™, j=1,...,n,

Yj

¢é dada por
Y= 52
2 vl
i=1
n+1
(aqui usamos o fato que ), z2 = 1). Portanto, a familia
k=1

{R"*, 71, (R*,7;')} é uma estrutura diferencisvel em S™. Ob-
serve que a interseccio 7, (R*) N7 }(R") = S — {N U S} é
conexa, logo S™ é orientavel e a familia dada determina uma
orientagao de S™.

Seja agora A: S™ — S™ a aplicagdo antipoda dada por
A(p)=—p, p € R**!. A é diferencigvel e A% = ident. Portanto
A é um difeomorfismo de S™. Observe que quando n é par, A
reverte a orientagdo de S™ e quando m é impar, A preserva a
orientagao de S™.

Estamos agora em condigoes de apresentar outros exemplos
de variedades diferenciaveis.

4.7 Exemplo. (Outra apresentacio do espago projetivo). O
conjunto P*(R) das retas de R"*! que passam pela origem pode
ser pensado como o espago quociente da esfera unitaria S™ =
{p € R™*;|p| = 1} pela relagdo de equivaléncia que identifica
p € S™ com o seu ponto antipoda A(p) = —p. Com efeito,
cada reta que passa pela origem determina na esfera dois pon-
tos antipodas e a correspondéncia assim obtida é evidentemente
biunivoca e sobrejetiva.

Levando em conta este fato vamos introduzir uma outra es-
trutura diferencidvel em P"(R) (Cf. Exemplo 2.4). Para isto,
introduziremos inicialmente em S™ C R™*! uma estrutura de
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superficie regular, definindo parametrizagoes

zf: U, —» S, z;:U; — S, i=1,...,n+1,

Figura 10

obtidas do seguinte modo:

U.,; = {(xl,...,$n+1) € Rn+1;:1:i = 0,
T T Tt T <)

T (T1y- - Tic1, Tit1, - - -, Tni1)

= (Z1,..,Ti-1, Dis Tiy1, . .., Tng1),
J,'i_(.’lfl, ce oy L1y L1y - - ,fL‘n+1)

= (z1,...,%i—1, —Di, Tiy1, . . ., Tnta),

onde D; = \/1— (@3 + - +a2, + 22, + - +22,,). E ime-
diato verificar que as condigoes (a) e (b) da defini¢do do Exem-
plo 4.2 sao satisfeitas. Portanto, a familia

(U, ), (U, z7)}, i=1,...,n+1

é uma estrutura diferencidvel em S™. Geometricamente, isto
equivale a cobrir a esfera S™ com vizinhangas coordenadas que
sao semi-esferas perpendiculares aos varios eixos z; e tomar como
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coordenadas em, por exemplo, z; (U;), as coordenadas da projegao
ortogonal de z;f (U;) sobre o hiperplano z; = 0 (Fig. 10).

Seja m: S® — P™(R) a projecdo candnica, isto é, m(p) =
{p, —p}; observe que 7 (z;} (U;)) = w(z; (U;)). Vamos definir uma
aplicagao y,: U; — P"(R) por

y,=mox.
Como 7 restrito a z7 (U;) é biunivoca, temos que
-1 _ +)-1 ) — (pF) 1 ot
Y, °y; = (mox) O(Wozj)— €29 ox; ,

donde a diferenciabilidade de y;' o y;, para todo i,j =
1,...,n+1. Decorre dai que a familia {(U;,y;)} é uma estrutura
diferencidvel de P™(R).

Em verdade, esta estrutura diferencidavel e a do Exemplo 2.4
dao origem a uma mesma estrutura maxima. Com efeito, as
vizinhangas coordenadas sao as mesmas e a mudanga de coorde-
nadas é dada por:

I Ti-1 Tis+1 Tn4+1
S Y W 2 S R
T Z; Z; T

«—> (.’L‘l, ey L1, Di,$¢+1, PN ,Zn+1)

que, como z; # 0 e D; # 0, é diferenciavel.
Como veremos no Exercicio 9, P*(R) é orientavel se e sé se
n é impar.

4.8 Exemplo. (A¢do descontinua de um grupo). Uma maneira
de construir variedades diferencidveis, que generaliza o processo
acima, é dada pelas seguintes consideragoes.

Diz-se que um grupo G age em uma variedade diferencidvel
M se existe uma aplicagdo ¢: G x M — M tal que:

(i) Para cada g € G, a aplicagdo p,: M — M dada por
wg(p) = w(9,p), p € M é um difeomorfismo, e ¢, =
identidade.

(ii) Se 91,92 € G, g9, = Pgy © Py, -
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E freqiiente, quando estamos tratando de uma tnica agao, indi-
car ¢(g,p) = gp; com isto, a condicdo (ii) se escreve como uma
espécie de associatividade: (g192)p = 91(g2p)-

Diz-se que uma acao é propriamente descontinua se todo
p € M possui uma vizinhanga U C M tal que U N g(U) = 0
para todo g # e.

Quando G age sobre M, a agao determina uma relagao de
equivaléncia ~ em M, onde p; ~ ps se e s6 se p» = gp;, para
algum g € G. Indicaremos o espago quociente de M por esta
relagdo de equivaléncia por M/G. A aplicagdo m: M — M/G,
dada por

7(p) = classe de equivaléncia de p = Gp

sera chamada a projecdo de M em M/G.

Seja agora M uma variedade diferencidvel e seja G x M —
M uma agao propriamente descontinua de um grupo G em M.
Vamos mostrar que M/G possui uma estrutura diferencidvel de
modo que a projegdo m: M — M /G é um difeomorfismo local.

Para cada p € M escolha uma parametrizagao : V — M
em p de modo que (V) C U, onde U C M é uma vizinhanga
de ptal que UNg(U) =0, g #e. E claro que 7|U é injetiva,
donde y = mroz: V — M/G é também injetiva. A familia
{(V,9)} evidentemente cobre M/G; para que tal familia seja uma.
estrutura diferenciavel, basta mostrar que dadas duas aplicagoes
y1=m0z1: V1 > M/Gey,=moxzy: Vo > M/G com y,(V1) N
y>(V2) # 0, entdo y; ' oy, é diferencidvel.

Para isto, seja m; a restricdo de 7 a z;(V;), i = 1,2. Seja
q € y;(Vi) Ny, (V,) e seja r = 25" o m;'(q). Seja ainda W C V;
uma vizinhanga de 7 tal que (mg o 23)(W) C y,(V1) N y,(V2)
(Fig. 11). Entao, restrita a W,

yiloy, |W=z'onlomoux,.

Basta, portanto, mostrar que 7} * oy é diferencidvel em py =
75 (g). Seja p; = 7y omy(p;). Entédo p; e p; sdo equivalentes em
M, donde existe g € G tal que gp, = p;. E imediato verificar
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que a restrigio ;! o my | £o(W) coincide com o difeomorfismo
g | Z2(W), 0 que prova que 77 1 o7y é diferencidvel em p, , como
queriamos.

Pela prépria maneira como foi construida, esta estrutura dife-
rencidvel é tal que 7: M — M/G é um difeomorfismo local.
Um critério de orientabilidade de M/G é dado no Exercicio 9.
Observe que a situagao do exemplo anterior se reduz a presente,
se tomarmos M = S™ e G o grupo de difeomorfismos do S™

constituido pela aplicagido antipoda A e a identidade I = A? de
S,

MG

Figura 11

4.9 Exemplo. (Casos particulares do Exemplo 4.8).
4.9 (a). Considere o grupo G das translagdes “inteiras”do R¥
onde a acdo de G em R* é dada por

G(z1,...,zk) = (1 + N1,y ..., Tk + 1), N1,...,N% € Z,
(z1,...,21) € RF,

E imediato verificar que a aplicacao acima define uma agao pro-
priamente descontinua de G em R*. O espaco quociente R*/G,
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com a estrutura diferencidvel descrita no Exemplo 4.8, é cha-
mado o k-toro T*. Quando k = 2, o 2-toro T2 é difeomorfo ao
toro de revolugao de R3 obtido como imagem inversa do zero da
funcdo f: R? —» R

f(@,y,2) =22+ (V22 +y* —a)’ — 1.

(Cf. M. do Carmo [dC 2], pg. 62).

4.9 (b). Seja S C R3 uma superficie regular de R3, simétrica em
relagdo & origem 0 € R3, isto é, se p € S entdao —p = A(p) € S.
O grupo de difeomorfismos de S constituido por {A, Id.} age
em S de maneira propriamente descontinua. Introduzamos em
S/G a estrutura diferencidvel dada pelo Exemplo 4.8. Quando
S é o toro de revolugdo T2, S/G = K é chamada a garrafa
de Klein; quando S é a faixa do cilindro circular reto dada por
C={(z,y,2) e R%22+9y*=1, -1 < z< 1}, S/G échamada
a faiza de Mébius. Como veremos no Exercicio 9, a garrafa de
Klein e a faixa de Mobius sdo nao-orientdaveis. No Exercicio 6,
indicaremos como a garrafa de Klein pode ser mergulhda em R*.

5 Campos de vetores; colchetes. Topo-
logia das variedades

5.1 Definigao. Um campo de vetores X em uma variedade di-
ferencidvel M é uma correspondéncia que a cada ponto p € M
associa um vetor X (p) € T,M. Em termos de aplicagoes, X ¢
uma aplicagdo de M no fibrado tangente TM (v. Exemplo 4.1).
O campo é diferencidvel se a aplicagdo X: M — TM é dife-
renciavel.

Considerando uma parametrizaggoz: U C R™ — M é possivel
escrever

(4) X(p) = Z ai(p) ai :
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onde cada a;: U — R é uma fungdo em U e {ai } é a base
1

associada az, i=1,...,n. E claro que X é diferencidvel se e
s6 se as fungdes a; sdo diferencidveis para alguma (e, portanto,
para qualquer) parametrizagao.

As vezes é conveniente utilizar a idéia sugerida por (4) e
pensar em um campo de vetores como uma, aplicacdo X: D — F
do conjunto D das fungoes diferencidveis em M no conjunto F

das fungoes em M, definida do seguinte modo
0
©) (XNE) = Y ) 5-), FED,

onde f indica, por um abuso de notacdo, a expressdo de f na
parametrizacado . Em verdade, esta idéia de vetor como de-
rivada direcional foi precisamente a maneira como definimos a
nogao de vetor tangente. Como € imediato verificar, a fungéo
X f obtida em (5) ndo depende da escolha da parametrizagio .
Neste contexto, é imediato verificar que X é diferencidvel se e sé
se X:D—D,istoé, Xf € Dparatodo f € D.

Observe que se : M — M é um difeomorfismo, v € T,M e f
é uma funcdo diferencidvel em uma vizinhanca de ¢(p), teremos

(de(v) fe(p) = v(f o ¥)(p).

De fato, seja a: (—€,6) — M uma curva diferencidvel com
o'(0) =v, «(0)=p. Entdo

(o) )e(e) = S (fopoa)  =a(f o))
t=0

A interpretagdo de X com um operador em D permite-nos
considerar os iterados de X. Por exemplo, se X e Y sao campos
diferencidveis em M e f: M — R é uma fungdo diferenciavel,
podemos considerar as fungdes X (Y f) e Y(X f). Em geral, tais
operagoes nao conduzem a campos vetoriais, por envolverem de-
rivadas de ordem superior & primeira. Entretanto, podemos afir-
mar o seguinte.



28 [CAP. 0: VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

5.2 Lema. Sejam X eY campos diferencidveis de vetores em
uma variedade diferencidvel M. Entdo existe um unico campo
vetorial Z tal que, para todo f € D, Zf = (XY -YX)f.

Demonstragao: Primeiro provaremos que se Z existe, ele é
unico. Admitamos, portanto, a existéncia de um tal Z. Seja
pE€ M ezx: U— M uma parametrizagdo em p, e sejam

0 0
X=;aiawi, Y=Z7:b]a—$]

as expressoes de X e Y nesta parametrizagdo. Entao para todo
fenD,

_ of ob; 0 of 0? f
X¥j=x (; bi Ba:j> Z ' Oz; Ox; Z I x;0x;°
of da; Of _O0°f
YXf=vy (zz: 3:1:,) Z J oz; 9z; Z szamj
Portanto, Z é dado, na parametrizagao z, por

Zf=XYf-YXf= Z(.———b-a"j) of

0 que mostra a unicidade de Z.

Para a demonstragdo da existéncia, defina-se Z, em cada
vizinhanga coordenada z,(U,) de uma estrutura diferenciavel
{(Ua,Zo)} de M pela expressdo anterior. Por unicidade, Z, =

Zg em z,(Uy) Nz5(Us) # 0, 0 que permite definir Z em toda a
variedade M. 0

O campo vetorial Z dado pelo Lema 5.2 é chamado o colchete
[X,Y]=XY-YXdeXeY; Zéevidentemente diferencidvel.
A operacgao colchete possui as seguintes propriedades:

5.3 Proposicao. Se X, Y e Z sdo campos diferencidveis em M,
a, b sdo nimeros reais, e f, g sao fungoes diferencidveis, entdo:
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(a) [X,Y] = —[Y,X] (anticomutatividade),
(b) [aX +bY, Z] = a[X, Z] + blY, Z] (linearidade),

(c) [[X,Y], Z)+][Y, Z], X])+[[Z, X],Y] = 0 (identidade de Ja-
cobi),

(d) [fX,gY]= fg[X,Y]+ fX(9)Y — gY(f)X.

Demonstragao: (a) e (b) sdo imediatos. Para demonstrar (c),
basta observar que, por um lado,

([X,Y),Z|=[XY -YX,Z|=XYZ-YXZ—-ZXY+2ZYX
e, por outro lado,

(X,[V,Z|+ Y, |2, X]|=XYZ - XZY -YZX + ZYX
‘YZX -YXZ - ZXY + XZY.

Como os segundos membros das expressdoes acima s@o iguais,
concluimos (c) usando (a).
Finalmente, para demonstrar (d), calculamos

[fX,gY] = fX(gY) - gY (fX)
= fgXY + fX(9)Y —gfYX — gY(f)X
= folX, Y]+ fX(9)X — gY ()X

a

O colchete [X,Y] pode também ser interpretado como uma
derivagao de Y ao longo das “trajetdérias”de X. Para descre-
ver esta interpretagao, precisamos de alguns preliminares sobre
equagoes diferenciais.

Como uma variedade diferencidvel é localmente difeomorfa a
um R”, o teorema fundamental de existéncia, unicidade e de-
pendéncia das condigbes iniciais das equagoOes diferenciais or-
dinérias (que é um teorema local) se estende naturalmente as
variedades diferencidveis. Para uso posterior, convém enuncia-lo
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explicitamente. O leitor pouco familiarizado com equagoes di-
ferenciais podera admitir o enunciado abaixo, que é tudo que
precisaremos.

Seja X um campo diferencidvel de vetores em uma variedade
diferencidvel M, e seja p € M. Entdo existem uma vizinhanca
U C M de p, um intervalo (—6,6), & > 0, e uma aplicacdo
diferencidvel : (—6,0) x U —» M tais que a curva t — ¢(t,q),
te (=4,6), qe U, € ainica curva que satisfaz %f = X(p(t,q))
e p(0,q9) =gq.

Uma curva a: (—6,0) — M que satisfaz as condigoes o/ (t) =
X (a(t)) e a(0) = g é chamada a trajetdria do campo X que passa
por g para t = 0. O teorema acima garante que por cada ponto
de uma certa vizinhanga passa uma unica trajetéria de X e que
a aplicagcdo assim obtida depende diferenciavelmente de t e da
“condi¢éo inicial”’q. E comum utilizar a notagao ¢;(q) = ¢(t,q)
e chamar ¢;: U — M o fluzo local de X.

A interpretacdo acima mencionada do colchete [X,Y] estd
contida na seguinte proposigao.

5.4 Proposicao. Sejam X, Y campos diferencidveis de vetores
em uma variedade diferencidvel M, sejap € M, e seja p; o fluzo
local de X em uma vizinhanca U de p. Entdo

X, ¥1(p) = lim Y — dou Y]((0)).

Precisamos do seguinte lema de Calculo.

5.5 Lema Seja h: (—4,6) x U — R uma aplicagdo diferencidvel
com h(0,q) = 0 para todo ¢ € U. Entao exriste uma aplicagdo
diferencidvel g: (—9,6) x U — R com h(t,q) = tg(t,q); em par-
ticular,

Oh(t, q)

9(0,9) = 5t

t=0
Prova do Lema: Basta definir

_ [" 9h(ts,q)

g(t,Q)_ 0 B(ts) ds
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e observar que

. 1 Oh(ts, q)

tg(t,q) = A Wd(ts) = h(t, q).

Prova da Proposicao: Seja f uma fungao diferencidvel em
uma vizinhanga de p. Faca

h(t,q) = f(pe(q)) — f(a),

e aplique o lema para obter uma funcdo diferencidvel g(¢, q), tal
que

fowi(g) = fg) +tg(t,q) e g(0,9) = Xf(g)
Decorre dai que

((dpeY) f)(e(p)) = (Y (f 0 1)) (p) =Y f(p) + t(Yg(2, p))-

Portanto

lim LV~ dp¥)f(pp) = tim TP ZYIB) 7500, )

= (XY 1)) - Y (Xf))(p)
= (XY -YX)f)(p)
= (X, Y11)(p).

a

Até agora nao fizemos restrigdo alguma quanto a topologia
das variedades diferenciaveis. Em verdade, a topologia natural
de uma variedade pode ser bastante estranha. Em particular,
pode acontecer que um (ou ambos) dos seguintes axiomas nio
seja satisfeito:

A) Azioma de Hausdorff: Dados dois pontos distintos de M
existem vizinhangas destes dois pontos que nao se intersectam.

B) Azioma da base enumerdvel: M pode ser coberta por uma
quantidade enumerével de vizinhangas coordenadas (diz-se entao
que M tem base enumerdvel).
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O Axioma A é essencial a unicidade do limite de uma su-
cessao convergente e o Axioma B é essencial a existéncia de
uma particao diferencidvel da unidade, instrumento quase in-
dispensdvel ao estudo de certas questdes sobre variedades. (Em
verdade, se M é conexa, os Axiomas A e B sdo equivalentes a
existéncia de partigdo da unidade; V. Teorema 5.6 adiante.)

Por exemplo, uma questao natural na teoria das variedades
diferencidveis é saber se uma dada variedade pode ser imersa ou
mergulhada em algum espago euclidiano. Um resultado funda-
mental nesta dire¢ao é o famoso teorema de Whitney que afirma
o seguinte: Toda variedade diferencidvel (de Hausdorff e com
base enumerdvel!) de dimensio n pode ser imersa em R e
mergulhada em R?"*1| (em verdade, o teorema pode ser refinado
para R?"~! n > 1, e R?", respectivamente). Uma demonstracio
deste teorema escapa a finalidade desta introdugao e pode ser
encontrada em E.L. Lima [Li 2].

A titulo de informagdo, mencionaremos sem demonstragao
um teorema de existéncia de particao da unidade. Necessitare-
mos de algumas definigoes.

Seja M uma variedade diferencidavel. Uma familia de abertos
Va C M com |V, = M é localmente finita se todo ponto p € M

possui uma vioéinhanga U tal que U NV, # ¢ apenas para um
numero finito de indices. O suporte de uma fungao f: M — R
é o fecho do conjunto dos pontos onde f € diferente de zero.

Dizemos que uma familia {f,} de fungdes diferencidveis
fo: M — R é uma parti¢do diferencidvel da unidade se:

(1) Para todo a, f, > 0 e o suporte de f, estd contido em
uma vizinhanga coordenada V,, = z,(U,) de uma estrutura
diferencidvel {(Up,x3)} de M.

(2) A familia {V,} é localmente finita.

(3) >_ fa(p) = 1, para todo p € M (esta condicdo faz sentido,

pois em cada p, fo(p) # 0 para apenas um numero finito
de indices).
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Costuma-se dizer que a partigdo {f,} da unidade estd subor-
dinada & cobertura {Vy}.

5.6 Teorema. Uma wvariedade diferencidvel M possui uma
particao diferencidvel da unidade se e sé se toda componente
conexa de M € de Hausdorff e tem base enumerdvel.

Para uma demonstragao v. F. Brickell e R.S. Clark, Diffe-
rentiable Manifolds, Van Nostrand Reinhold Co., London 1970,
Chap. 3.

5.7 Observagao. Lembremos que dados p € R™ e uma bola
aberta B.(p) C R™ centrada em p e de raio r, existe uma vi-
zinhanca U de p com U C B,(p) e uma funcio diferencigvel
f:R™ > R tais que 0 < f(q) < 1 para todo g € R e

_ )1, se geU,
fta) {o, se q¢ B.(p).

Com efeito, se tomarmos, por simplicidade, r = 3, podemos
escolher U = B (p) e definir f como f(q) = B(—|p—gq|), ¢ € R,
onde 8: R — R é dada por

ffoo a(s)ds
B f__zl a(s)ds

e a: R — R é a fungao diferencidvel que é igual a

B(t)

b

exp m em [-2,—1] e zero fora deste intervalo. E

imediato verificar que f satisfaz as condigdes requeridas.

Evidentemente, o mesmo se passa em vizinhangas contidas
em vizinhancas coordenadas de uma variedade diferenciavel M.
Em outras palavras, se p € M e V C M é uma vizinhanga de
p contida em uma vizinhanga coordenada de p e homeomorfa
a uma bola, entdo existe uma vizinhanca U de p com U C V
e uma fungdo diferencidvel f: M — R com 0 < f(q) < 1 se
g€ M, f(gg =1seqeU,e f(q =0seq¢ V. Este
fato permite mostrar que certas entidades definidas globalmente
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em M sao, em verdade, locais, isto é, seu comportamento em p
s6 depende do comportamento de M em uma vizinhanga de p
(Cf. a defini¢do de colchete de campos de vetores neste capitulo
e a definicdo de conexdo afim no Capitulo 3).

Exercicios

1. (Variedade produto). Sejam M e N variedades diferencidveis
e sejam {(Ua,Za)}, {Vp,ys} estruturas diferencidveis de
M e N respectivamente. Considere o produto cartesiano

M x N e as aplicagdes Zag(p, q) = (Za(p), ¥5(q)), P € Ua,
q€eVs.

(a) Mostre que {(Uy X Vj,24p)} é uma estrutura dife-
renciavel em M X N, na qual as projegoes m: M X
N — M e my: M x N — N sao diferencidveis. Com
esta estrutura diferenciavel M x N é chamada a va-
riedade produto de M por N.

(b) Mostre que a variedade produto S* x --- x S* de
n circulos S!, onde S C R? tem a estrutura dife-
rencidvel usual, é difeomorfa ao n-toro T" do Exem-
plo 4.9 (a).

2. Prove que o fibrado tangente de uma variedade diferenciavel
M é orientdvel (mesmo que M ndo o seja).

3. Prove que:

(a) uma superficie regular S C R? é uma variedade ori-
entavel se e s6 se existe uma aplicacao diferenciavel
N:S — R3 com N(p) L Tp(S) e [N(p)| = 1, para
todop € S.

(b) a faixa de Mobius (Exemplo 4.9 (b)) é ndo-orientével.

4. Mostre que o plano projetivo P?(R) é nao-orient4vel.
Sugestao: Prove que se a variedade M ¢ orientavel, todo



[SEC. 5: CAMPOS DE VETORES; COLCHETES. TOPOLOGIA DAS VARIEDADES 35

aberto de M é uma variedade orientavel. Observe que
P%(R) contém um aberto difeomorfo a uma faixa de Mobius,
que é nao-orientavel.

5. (Mergulho de P%(R) em R*). Seja F: R* — R* dada por
F(z’ y’ z) = (x2 - y21 my’ :’vz’ yz)’ ($7 y’ z) = p e RS'

Seja S2 C R? a esfera unitaria com centro na origem 0 €
R3. Observe que a restrigio ¢ = F|S? é tal que p(p) =
©(—p), e considere a aplicagao ¢: P%(R) — R* dada por

&([p]) = ¢(p), [p] = classe de equivaléncia de p = {p, —p}.
Prove que:

(a) @ é uma imersao.

(b) @ é biunivoca; junto com (a) e a compacidade de
P%(R), isto implica que ¢ é um mergulho.

6. (Mergulho da garrafa de Klein em R*). Mostre que a
aplicacdo G: R? — R* dada por

G(z,y) = ((rcosy + a) cosz, (rcosy + a)senz,

T sen y cos g ,T'Seny sen %), (z,y) € R?

induz um mergulho da garrafa de Klein (Exemplo 4.9 (b))
em R

7. (Faiza de Mébius infinita).
Seja C = {(z,y, z) € R3; 2% + y? = 1} um cilindro circular
reto, e seja A: C — C a simetria em relagdo a 0 € R?, isto
é, A(z,y,z) = (—z, —y, —z). Seja M o espago quociente de
C pela relagdo de equivaléncia p ~ A(p), esejan: C > M
a projecdo m(p) = {p, A(p)}-

(a) Mostre que é possivel munir M de uma estrutura di-
ferenciavel tal que 7 é um difeomorfismo local.
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(b) Prove que M é ndo-orientavel.

Sejam M; e M, variedades diferencidveis. Seja ¢: M; —
M, uma aplicagao diferencidvel que é localmente um di-
feomorfismo. Prove que se M, é orientdvel, entao M; é
orientavel.

Seja G X M — M uma agao propriamente descontinua de
um grupo G em uma variedade diferencidvel M.

(a) Prove que a variedade M /G (Exemplo 4.8) é orientével
se e s0 se existe uma orientagao de M que é preservada
por todos os difeomorfismos de G.

(b) Use (a) para mostrar que o plano projetivo P*(R), a
garrafa de Klein e a faixa de Mobius sao nao-orientéveis.

(c) Prove que P™(R) é orientéavel se e s se n é impar.

Mostre que a topologia da variedade diferencidvel M/G do
Exemplo 4.8 é de Hausdorf se e s6 se a seguinte condicao é
verificada: dados dois pontos nao equivalentes p;,p; € M,
existem vizinhancas U;, U; de p; e py, respectivamente,
tais que U; N gU, = @) para todo g € G.

Consideremos na reta real R as duas estruturas diferen-
cidveis seguintes: (R,z;), onde z;: R — R é dada por
z:(z) =z, z €R; (R,z;), onde z5: R — R é dada por
zo(z) = 2%, z € R. Mostre que:

(a) a aplicagdo identidade i: (R,z;) — (R,z;) ndo é um
difeomorfismo; portanto, as estruturas méaximas de-
terminadas por (R,z;) e (R, z2) sdo distintas.

(b) a aplicacao f: (R,z;) — (R,z;) dada por f(z) =
z2 é um difeomorfismo; isto é, embora as estruturas
diferencidveis (R,z1) e (R,z2) sejam distintas, elas
determinam variedades diferencidveis difeomorfas.
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12. (O recobrimento duplo orientdvel). Seja M™ uma variedade
diferencidvel nao-orientavel. Para cada p € M, considere o
conjunto B das bases de T,M e defina que duas tais bases
sao equivalentes se elas estao relacionadas por uma matriz
de determinante positivo. Isto é uma relagdo de equiva-
léncia e divide B em dois conjuntos disjuntos. Seja O,
o espago quociente de B por esta relagao de equivaléncia.
O, € O, ser4 chamado uma orientagio de T,M. Seja M o
conjunto

M = {(p,0,).p € M,0, € O,}.

Seja {(Ua, %)} uma estrutura diferencidvel maxima em M,
e defina z,: U, — M por

—_ a a a « 6 3
za(ul)“'aun) = (za(ula""un)a [%)"W%])’

onde (uf,...,u%) € Uy e [3%1"’ ey %] indica o elemento
de O, determinando pela base {auif’ . %}. Prove que:

() {Ua,Za)} é uma estrutura diferencidvel em M e a
variedade M assim obtida é orientavel.

(b) A aplicagio m: M — M dada por 7(p,0,) = p é
diferenciavel e sobrejetiva. Além disto, cada p € M
possui uma vizinhanga U C M tal que 77 1(U) =
V1 UV,, onde V; e V; sdao abertos disjuntos de M e
m restrita a cada V;, i = 1,2, é um difeomorfismo
sobre U. Por esta razdo, M é chamado o recobrimento
duplo orientdvel de M.

(c) A esfera S? é o recobrimento duplo orient4vel de P%(R)

e o toro T? é o recobrimento duplo orientdvel da gar-
rafa de Klein K.



Capitulo I

Métricas Riemannianas

1 Introducao

Historicamente, a Geometria Riemanniana foi um desenvol-
vimento natural da Geometria Diferencial das superficies em R3.
Dada uma superficie S C R3, temos uma maneira natural de
medir comprimentos de vetores tangentes a S, a saber: o pro-
duto interno (v, w) de dois vetores tangentes a S em um ponto
p de S é simplesmente o produto interno destes vetores em R3.
Como o comprimento de uma curva é, por defini¢ao, a integral
do comprimento do seu vetor velocidade, a defini¢do de (, ) nos
permite medir comprimentos de curvas em S e, mais geralmente,
areas, angulos, etc. Isto ja permite definir em S certas curvas
especiais, chamadas geodésicas, que possuem a seguinte proprie-
dade: dados dois quaisquer de seus pontos p e g, suficientemente
préximos (em um sentido a ser precisado posteriormente, Cf.
Cap. IIT), o comprimento de uma tal curva é menor ou igual ao
comprimento de qualquer outra curva ligando p a q. Tais curvas
se comportam em vérias situagoes como se fossem as “retas”de
S, e, como veremos adiante, desempenham um papel importante
no desenvolvimento da Geometria.

Observe que a defini¢gdo de produto interno equivale a dar, em
cada ponto p € S, uma forma quadratica I, , chamada primeira
forma fundamental de S em p, definida no plano tangente 7,5
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por I,(v) = (v,v), veT,S.

O ponto crucial deste desenvolvimento é uma observagao feita
por Gauss em seu famoso trabalho (v. Gauss [Ga]) publicado
em 1827. Neste trabalho, Gauss definiu uma nogao de curvatura
para superficies, que mede o quanto S se afasta, em cada ponto
p € S, do seu plano tangente em p. Na linguagem atual, a de-
finicdo de Gauss se exprime da maneira seguinte. Defina uma
aplicacdo g: S — 5% C R3 de S na esfera unit4ria S? de R3, asso-
ciando a cada p € S um vetor unitrio N(p) € S? normal a T,S;
se S for orientdvel, g fica bem definida em S e é diferenciavel.
No tempo de Gauss, a nogdo de orientagao de superficies nao
estava muito clara (em verdade, s6 em 1886 Mobius apresen-
tou explicitamente o seu famoso exemplo conhecido hoje como
a faixa de Mobius) de modo que a defini¢do de g era dada em
“pedacgos”de S. De qualquer maneira, é possivel falar na diferen-
cial dg,: TS — Ty)S®. Como N(p) é normal a T,S, podemos
identificar os espagos vetoriais Tp(S) e Ty(p) 52, e tem, portanto,
sentido falar no determinante da aplicagdo linear dg,. Gauss
definiu sua curvatura como K(p) = det(dgp) e mostrou que ela
coincidia com o produto das curvaturas principais introduzidas
em 1760 por Euler.

Talvez convenha mencionar que Euler definia as curvaturas
principais k; e ko de uma superficie S considerando as curvaturas
k, de curvas obtidas por interseccoes de S com planos normais
a S em p e tomando k; = maxk, e ks = mink, . No tempo de
Gauss nao estava muito claro se a fungao produto, ou uma outra
qualquer combinagao de k; e ks, seria a defini¢do mais adequada
de curvatura. Gauss considerou que os resultdos por ele obtidos
sobre K justificavam a escolha de K = kik; .

Os resultados a que Gauss se referia eram os seguintes. Pri-
meiro, que a curvatura acima definida dependia apenas da ma-
neira de medir comprimentos em S, isto é, da primeira forma
fundamental I. Segundo, que a soma dos angulos internos de
um tridngulo formado por geodésicas diferia de 180° por uma ex-
pressao que dependia apenas da curvatura e da area do triangulo.

Tudo indica que Gauss percebeu nitidamente as profundas
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implicagoes de sua descoberta. Um dos problemas fundamentais
do tempo de Gauss era decidir se o 52 postulado de Euclides (“de
um ponto fora de uma reta se pode tragar no plano uma tnica
reta que prolongada indefinidamente néo encontra a primeira”)
era ou nao independente dos outros postulados da Geometria.
Embora sem aplicagoes imediatas, a questao tinha sérias im-
plicagoes filoséficas, o que a transformava em um problema de
primeira grandeza. Ja havia sido mostrado que o fato de nao ser
o 52 postulado independente dos outros é equivalente ao fato de
ser a soma dos angulos internos de um tridngulo igual a 180°.
A descoberta de Gauss implicava, entretanto, que era possivel
imaginar uma Geometria (pelo menos em dimensdo dois) que
s6 dependia de uma primeira forma quadrética dada (ndo pelo
espago ambiente, mas) de uma maneira arbitraria. Em uma tal
Geometria, definindo retas como geodésicas, a soma dos angulos
internos de um tridngulo dependeria da curvatura e, em verdade,
como Gauss verificou, a sua diferenga para 180° seria igual a inte-
gral da curvatura estendida ao tridngulo. Gauss, entretanto, néo
dispunha do instrumento matemaético necessario ao desenvolvi-
mento de suas idéias (o que faltava era essencialmente a nogao
de variedade diferencidvel) e preferiu ndo se manifestar expli-
citamente sobre o assunto. O aparecimento explicito de uma
geometria nao-euclidiana é devido, de maneira independente, a
Lobatchevski (1829) e Bolyai (1831).

As idéias de Gauss foram retomadas por Riemann em 1854
(V. Riemann [Ri]). Ainda sem uma defini¢do adequada de va-
riedade, ele se langou audaciosamente a um esquema de desen-
volvimento das idéias implicitas em Gauss. Em uma, linguagem
intuitiva e sem demonstragoes, Riemann introduziu o que hoje
chamamos uma variedade diferencidvel de dimensao n, associou
a cada ponto dela uma primeira forma quadratica e generalizou
a nocdo de curvatura de Gauss para esta situagdo (Cf. Cap. IV).
Além disto, ele enunciou vérias relagGes entre a primeira forma
quadratica e a curvatura que levaram décadas para serem de-
monstradas. Em todo o seu trabalho, fica evidente a preocupagao
de Riemann com as questoes fundamentais contidas no desen-
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volvimento das Geometrias nao-euclidianas, a saber, as relagoes
entre a Fisica e a Geometria.

E curioso observar que o conceito de variedade diferenciavel,
necessario a formalizagao do trabalho de Riemann, sé apare-
ceu explicitamente em 1913 em um trabalho de H. Weyl que
formalizou outra concepgao audaciosa de Riemann, a saber, as
superficies de Riemann. Mas isto é outra histéria.

Devido a uma falta de instrumental adequado, a Geometria
Riemanniana desenvolveu-se muito lentamente. Um estimulo ex-
terno importante foi a aplicagao de seus métodos & Teoria da Re-
latividade em 1916. Um outro fato fundamental foi a introdugao
do paralelismo de Levi-Civita. Voltaremos a tratar deste assunto
no préximo capitulo. O nosso objetivo nao é escrever a historia
completa da Geometria Riemanniana, mas simplesmente situar
suas origens e fornecer motivagao para o que se segue.

O nosso ponto de partida serd uma variedade diferencidvel na
qual introduzimos em cada ponto uma maneira de medir com-
primentos de vetores tangentes que varia diferenciavelmente com
o ponto. A defini¢ao explicita serd dada na préxima secgao.

Em todo o livro, as variedades diferencidveis consideradas
serao supostas de Hausdorff e com base enumeravel. “Dife-
renciavel”significara “de classe C*°”, e quando M™ = M indicar
uma variedade diferenciavel, n indicard a dimensao de M.

2 Meétricas Riemannianas

2.1 Defini¢do. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Rie-
manniana) em uma variedade diferencidvel M é uma correspon-
déncia que associa a cada ponto p de M um produto interno
(, ), (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no
espaco tangente T, M, que varia diferenciavelmente no seguinte

sentido: Se z: U C R™®™ — M é um sistema de coorden%das lo-
5%, (@) =

cais em torno de p, com z(z1,Zs,...,%,) =q € z(U) e
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- 0 0 ,
dz(0,...,1,...,0), entdo <5;;(q),6—w](q)> = gij(®1,...,2n) €

q
uma fungao diferenciavel em U.

E claro que esta defini¢do nao depende da escolha do sistema
de coordenadas.

Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica
Riemanniana é dizer que para todo par X e Y de campos de ve-
tores diferencidveis em uma vizinhanga V' de M, a fungéo (X,Y)
é diferencidvel em V. E imediato verificar que esta defini¢ao é
equivalente & anterior.

E usual deixar de indicar o indice p em (,), sempre que
nao houver possibilidade de confusdo. As fungdes gi; (= gj:)
sdo chamadas ezpressio da métrica Riemanniana (ou “os gi;
da métrica”) no sistema de coordenadas z: U C R* — M.
Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanni-
ana chama-se uma variedade Riemanniana.

A primeira coisa a fazer depois de definir uma certa estrutura
é estabelecer uma nogao de equivaléncia para esta estrutura.

2.2 Definigao. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um
difeomorfismo f: M — N (isto é, f é uma bije¢ao diferencidvel
com inversa diferencidvel) é chamado uma isometria se:

(1) (u,v), = (dfp(v), dfp(v)) 4 » Para todo p € M,u,v € T,M

2.3 Definigao. Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma
aplicagao diferencidvel f: M — N é uma isometria local em
p € M se existe uma vizinhanga U C M de p tal que f: U —
f(U) é um difeomorfismo satisfazendo (1).

E usual dizer que a variedade Riemanniana M é localmente
isométrica a variedade Riemanniana N se para todo p em M
existe uma vizinhanga U de p em M e uma isometria local
f:U— f(U)CN.

O que se deve fazer em seguida € exibir alguns exemplos nao
triviais da dita estrutura.
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2.4 Exemplo. O exemplo quase trivial. M = R™ com

6::,-
identificado com e; = (0,...,1,...,0). A métrica é dada por

(ei,ej) = 8;;. R™ é chamado espago euclidiano de dimensdo n
e a geometria Riemanniana deste espago € a geometria métrica
euclidiana.

2.5. Exemplo. Variedades imersas. Seja f: M™ — Ntk
uma imersao, isto é, f é diferencidvel e df,: T,M — Tj,N
é injetiva para todo p em M. Se N tem uma estrutura Ri-
emanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por
(u,v), = (dfp(u), dfp(V) fpy» v € ToM. Como dfy, é injetiva,
(, ), € positivo definido. A&s demais condlgoes da Definic¢ao 2.1
sao fac1lmente verificadas. A métrica de M é chamada entao a
métrica induzida por f, e f é uma imersao isométrica.

Um caso particular importante surge quando temos uma fun-
cdo diferencidvel h: M™* — N* e ¢ € N é um valor regular
de h (isto é, dhy,: T,M — Ty N é sobrejetiva para todo p €
h=1(q)); é sabido que h™'(q) C M é entdo uma subvariedade de
M de dimensao n; logo podemos dar-lhe a métrica induzida pela
inclusao.

Por exemplo, seja h: R* — R dada por h(zy,...,z,) =
S~z — 1. Entéo 0 é valor regular de h e h™1(0) = {r € R :

22+ .-+ 22 =1} = S"7! é a esfera unitdria do R™. A métrica
induzida por R™ em S™~! é chamada a métrica canénica de S™*.

2.6 Exemplo. Grupos de Lie. Um grupo de Lie é um grupo G
com uma estrutura diferenciavel tal que a aplicacgo G x G — G
dada por (z,y) — zy~!, z,y € G, é diferencidvel. Decorre
dai que as translagoes a esquerda L, e a direita R, dadas por:
L;:G — G, Lg(y) = zy; R:: G — G, Ry(y) = yz séo
difeomorfismos.

Dizemos que uma métrica Riemanniana em G é invariante a
esquerda se (u,v), = (d(Lz)yu, d(Ls)yv) () Para todo z,y € G,
u,v € TyG, isto é, se L, é uma isometria. Analogamente, defi-
nimos métrica Riemanniana invariante 4 direita. Uma métrica
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Riemanniana invariante & direita e & esquerda é chamada bi-
invariante.

Dizemos que um campo diferenciavel de vetores X em um
grupo de Lie G é invariante a esquerda se dL,X = X para todo
z € G. Os campos invariantes a esquerda ficam inteiramente
determinados pelos seus valores em algum ponto de G. Isto
permite introduzir uma estrutura adicional no espago tangente
no elemento neutro e € G da maneira seguinte. A cada vetor
X, € T.G associamos o campo invariante a esquerda X definido
por X, =dL,X., a € G. Sejam X, Y campos de G invariantes
a esquerda. Como para todo z € G e toda fungao diferencidvel
f em G,

dLo[X,Y]f = [X,Y](f o Ly) = X(dL,Y)f — Y(dL X)f =
= (XY -YX)f = [X,Y]/,

concluimos que o colchete de campos invariantes a esquerda é
invariante & esquerda. Se X,,Y. € T.G, definimos [X,, Y] =
[X,Y].. Com esta operagao, T.G é chamada a dlgebra de Lie
de G e é indicada por G. De agora em diante, os elementos da
algebra de Lie G serdo pensados indiferentemente como vetores
de T,G ou campos de G invariantes a esquerda.

Para introduzir em G uma métrica invariante a esquerda,
tome um produto interno qualquer (,), em G e defina

(2) (u,v), = ((dLg-1)g(u), (dLz-1)z(v)),, z € G, u,v € T,G.

Como L, depende diferenciavelmente de z isto fornece realmente
uma métrica Riemanniana, evidentemente invariante & esquerda.
De maneira andloga podemos construir em G métricas invari-
antes a direita. Como veremos no Exercicio 7, se G é compacto,
G possui uma métrica bi-invariante.
Se G possui uma métrica bi-invariante, o produto interno que

a métrica determina em G satisfaz a seguinte relagao. Para todo
U,V,X €g,

(3) ([U,X],V) = =(U, [V, X]).
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Para provar a relagdo acima, precisamos de mais alguns pre-
liminares sobre grupos de Lie.

Para todo a € G, seja Ry-1 Ly: G — G 0 automorfismo
interno de G determinado por a. Tal aplicacao é um difeomor-
fismo que deixa e fixo. Portanto, a diferencial d(R,-1 L,) =
Ad(a): G — G é uma aplicacdo linear (de fato, é um homomor-
fismo da estrutura de dlgebra de Lie, mas ndo precisamos disto).
Explicitamente,

Ad(a)Y = dR,~1dL,Y =dR,-1Y, paratodo Y € G.

Seja z; o fluxo de X € G. Entao, pela Proposi¢ao 5.4 do Capi-
tulo 0, ) e
. Vp i ar
[Y’ X] = %E% ; (dwt(Y) - Y) &/c:«w at up

Por outro lado, como X é invariante a esquerda, Lyox; = ;0 Ly,
donde

z4(y) = z4(Ly(€)) = Ly(ze(e)) = yzi(e) = Ray(e)(y)-

Portanto dz; = dRg,(), €
1 .1 _
[, X] = lim 7 (dRay(¥) ~ ¥) = lim 7 (Ad(& (€)Y = ).

Passemos agora & prova de (3). Seja (, ) uma métrica bi-
invariante em um grupo de Lie G. Entao para todo X,U,V € G,

(U’ V) = (dR-‘H(C) ° dLa:t_l(e)U’ dR-’Bt(e) ° dLa:t_l(e)V> =
= (dth(e)U , dth(e)V>.

Derivando a expressao acima em relagao a t, lembrando que (, )
é bilinear, e fazendo ¢ = 0 na expressao obtida, concluimos que

0= ([U,X],V) + (U, [V, X)),

que é a expressdo (3).
O ponto importante da relagao acima é que ela caracteriza as
métricas bi-invariantes de G no seguinte sentido. Se uma forma



46 [CAP. I: METRICAS RIEMANNIANAS

bilinear positiva (, ), definida em G satisfaz & relacao (3), entao
a métrica Riemanniana definida em G por (2) é bi-invariante. A
prova deste fato nao é dificil mas nao a apresentaremos aqui.

2.7 Exemplo. A métrica produto. Sejam M; e M, variedades
Riemannianas e considere o produto cartesiano M; x M, com
a estrutura diferenciavel produto. Sejam m: My x My — M, e
mo: My x My — M, as projecoes naturais. Introduza em M; x M,
uma métrica Riemanniana pondo:

(U, V) (g = (dm1 - u,dmy - v), + (dmz - u, dma - v),, para todo
(p,q) € My x My, u,v € Ty q)(My x My).

E facil verificar que isto é realmente uma métrica Riemanni-
ana. Por exemplo, o toro S* x --- x S = T™ tem uma estrutura
Riemanniana obtida escolhendo no circulo S* C R? a métrica
Riemanniana induzida por R? e tomando a métrica produto. O
toro T™ com esta métrica Riemanniana chama-se toro plano.

Vamos mostrar agora como uma métrica Riemanniana pode
ser usada para calcular comprimentos de curvas.

2.8. Definicao. Uma aplicagao diferenciavel c: I — M de
um intervalo aberto I C R em uma variedade diferenciavel M
chama-se uma curva (parametrizada).

Observe que uma curva parametrizada pode admitir auto-
intersec¢do ou “pontas” (Fig. 1).

Figura 1
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2.9 Definigao. Um campo vetorial V ao longo de uma curva
c: I — M é uma aplicagao que a cada t € I associa um vetor
tangente V(t) € TcyyM. Diz-se que V é diferencidvel se para
toda funcdo diferencidvel f em M, a funcgdo t — V/(¢)f é uma
funcao diferenciavel em 1.

c
—, é chamado

dt

campo velocidade (ou tangente) de c. Observe que um campo
vetorial ao longo de ¢ pode nao ser passivel de extensdo a um
campo vetorial definido em um aberto de M.

A restri¢do de uma curva ¢ a um intervalo fechado [a,b] C I
chama-se um segmento. Se M é Riemanniana, definimos o com-
primento de um segmento por

b /de de\?
ZZ(C)“—‘/ <Z{t-,.(—1?> dt.

Provaremos agora um teorema de existéncia para métricas
Riemannianas.

O campo vetorial dc (%), indicado por

2.10 Proposi¢ao. Uma variedade diferencidvel M (de Haus-
dorff e com base enumerdvel) possui uma métrica Riemanniana.

Demonstragao: Seja {f,} uma particdo diferencidvel da unida-
de de M subordinada a uma cobertura {V,} de M por vizi-
nhangas coordenadas. Isto significa (V. Cap. 0, Sec. 5) que
{V,.} é uma cobertura localmente finita (i.e., cada ponto de M
possui uma, vizinhanga U tal que U NV, # ¢ apenas para um
ntimero finito de indices) e que {f,} é um conjunto de fungdes
diferencidveis em M satisfazendo:

1) f» >0, f,=0no complementar do fecho V.

2) > fa(p) = 1 para todo p em M.

«

E claro que podemos definir uma métrica Riemanniana (1 )

em cada V,: a induzida pelo sistema de coordenadas. Facamos

entdo (u,v), = 3 fa(p)(u,v), para todop € M, u,v € T,M.
a

E imediato verificar que isto define uma métrica Riemanniana
em M. O
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Para concluir este capitulo, vamos mostrar como uma métrica
Riemanniana permite definir uma nocao de volume em uma va-
riedade Riemanniana orientada M™.

Precisamos de alguns preliminares. Sejap € M esejaz: U C
R™ — M uma parametrizagdo, com p € z(U), na orientagdo
de M (diremos que tal parametrizacdo é positiva). Considere
uma base ortonormal positiva {ey,...,e,} em T,M e escreva

Xi(p) = 2 (g) na base {e:}: Xi(p) = S asye; . Entéio
]

6(121;

gik(p) = (Xi, Xi)(P) = D _ aijanelej e0) = ) aijan; -
it i

Como o volume vol(X;(p), . . ., Xn(p)) do paralelepipedo formado
pelos vetores Xi(p),...,Xn(p) em T,M é igual a vol(e,
...,e,) = 1 multiplicado pelo determinante da matriz (a;;), te-
mos que

(4)  vol(Xy(p), ..., Xn(p)) = det(a;;) = 4/ det(gi;) (p)-

Sey: V C R* - M é uma outra parametrizagado positiva em

torno de p, com Y;(p) = %(p) e hij(p) = (Y5, Y;)(p), teremos

det(gij)(p) = VOI(Xl(p)a < ’Xn(p))
= Jvol(Yi(p), ..., Ya(p)) = J4/det(hi;)(p),

Oy
Bz_,-
da diferencial da mudanca de coordenadas.

Seja agora R C M uma regido (= conjunto aberto e conexo),
cujo fecho é compacto. Suporemos que R estd contida em uma
vizinhanga coordenada z(U) de uma parametrizacdoz: U — M
positiva, e que a fronteira de z7!(R) C U tem medida nula em
R™ (observe que a nogdo de medida nula em R"™ é invariante

onde J = det

) = det(dy~! o dz)(p) > 0 é o determinante
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por difeomorfismos). Definiremos o volume vol(R) em R pela
integral em R™

(5) vol(R) = /_I(R) \/det(gij)dz, . .. dz, .

A expressao acima estd bem definida. Com efeito, se R esta
contido em outra vizinhanga coordenada y(V') de uma parametri-
zagao positivay: V C R® — M, teremos com as notagoes acima
e pela férmula de mudanga de varidveis em integrais multiplas,

/ \/det(gi;)dz; . .. dz,

z"1(R)

= / vdet hijdy; ... dy, = vol(R),
y~1(R)

0 que mostra que a definicdo (5) ndo depende do sistema de
coordenada escolhido (aqui se usa a hipdtese da orientabilidade
de M, para evitar que vol(R) troque de sinal).

Observagao: Os leitores familiarizados com formas diferenci-
ais (em verdade, basta conhecer a defini¢do de forma diferencial
de grau n) notardo que (4) implica que o integrando de (5) é
uma forma diferencial positiva de grau n, chamado usualmente
a forma volume v de M. Para definir o volume de uma regiao
compacta R, que nao estd contida em alguma vizinhanga coor-
denada basta considerar uma parti¢do {¢;} da unidade subordi-
nada a uma cobertura (finita) de R por vizinhangas coordenadas

z(U;) e tomar
vol(R) = / i V.
(R) Z i ?

E imediato verificar que a expressao acima nao depende da es-
colha da particao da unidade.

Observacgao: Pelo que acabamos de ver, basta a existéncia
de uma forma diferencial positiva do grau n (elemento de vo-
lume) para que se possa definir uma nogao de volume em uma
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variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana é apenas

uma das maneiras pela qual se obtém um elemento de volume
(Cf. Exercicio 7).

Exercicios

1. Prove que a aplicagdo antipoda A: S™ — S™ dada por
A(p) = —p é uma isometria de S™. Use este fato para
introduzir uma métrica Riemanniana no espaco projetivo
real P"(R) tal que a projegdo natural w: S®™ — P™(R) seja
uma isometria local.

2. Introduza uma métrica Riemanniana no toro 7™ exigindo
que a projegao natural m: R® — T™ dada por

m(T1,...,%p) = (eizl,...,ei""‘), (z1,-..,2,) € R",

seja uma isometria local. Mostre que com esta métrica 7™
é isométrico ao toro plano.

3. Obtenha uma imersao isométrica do toro plano 7" em R?".

4. Uma fungdo ¢g: R — R dada por g(t) = yt+z, t,z,y € R,
y > 0, é chamada fun¢do afim prdpria.
O conjunto de todas essas fungbes com a lei usual de com-
posi¢ao é um grupo de Lie G. Como variedade diferen-
ciavel, G é simplesmente o semi-plano superior isto é
{(z,y) € R?%y > 0} com a estrutura diferencidvel usual.
Prove que:

(a) A métrica Riemanniana de G invariante & esquerda,
que no elemento neutro e = (0,1) coincide com a
métrica euclidiana (g1; = g2 = 1, g¢12 = 0) é dada

POr g1 = g2 = —, g12 =0, (esta é a métrica da

geometria nio-euclidiana de Lobatchevski).
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(b) Pondo (z,y) = z = z+iy, i =+/—1, a transformacao
az+b

] cz+d’
isometria de G.

z— 2 =

a,bc,d € R, ad —bc=1 é uma

Sugestdo: Observe que a primeira forma fundamental pode
ser escrita:
o dz? +dy? 4dzdz
ds® = 5 =— 5
y (z—2)

5. Prove que as isometrias de S C R™*! com a métrica in-
duzida sao as restrigoes a S™ das transformacoes lineares
ortogonais de R™*1,

6. Mostre que a relacao “M é localmente isométrica a N”nao
é simétrica.

1 7. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo (dim G = n).
O objetivo do exercicio é provar que G possui uma métrica
bi-invariante. Para isto, prove as seguintes etapas:

(a) Seja w uma n-forma diferencial em G invariante &
esquerda, isto é, Liw = w, para todo z € G. Prove
que w é invariante a direita.

Sugestdo: Para cada a € G, Rjw é invariante & esquerda.
Decorre dai que Riw = f(a)w. Verifique que f(ab) =
fla)f(b), isto é, f: G — R — {0} é um homomorfismo
(continuo) de G no grupo multiplicativo dos niimeros reais.
Como f(G) é um subgrupo compacto e conexo, conclui-se
que f(G) = 1. Logo Riw = w.

(b) Mostre que existe uma n-forma diferencial invariante
a esquerda w em G.

(c) Seja (, ) uma métrica invariante & esquerda em G.
Seja w uma n-forma diferencial positiva invariante a
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esquerda em G, e defina uma nova métrica. Rieman-
niana ((, )) em G por

(), = /G (dR2)y, (dRz)yv)y, o,
z,y € G, wu,veTy Q).

Prove que ((, )) é bi-invariante.



Capitulo II

Conexoes Afins; Conexao
Riemanniana

1 Introducao

Um fato fundamental no desenvolvimento da Geometria Dife-
rencial foi a introdugao, em 1917, do paralelismo de Levi-Civita
(v. Levi-Civita [LC]). No caso de superficies em R3, uma idéia
equivalente pode ser descrita da maneira seguinte. Seja S C R3
uma superficie, ¢: I — S uma curva parametrizada em S, e
V:I — R3 um campo de vetores tangentes a S ao longo de
c. O vetor %(t), t € I, ndo pertence, em geral, ao plano tan-
gente T¢(;)S. A nogao de derivada de um campo vetorial néo é,
portanto, uma nogao da geometria “intrinseca”’de S. Para reme-
diar este inconveniente, consideramos, em vez da derivada usual
4 (t), a chamada derivada covariante ZZ(t) que é a projegao or-
togonal de 27 sobre Ty S; em outras palavras, Y é a derivada
de V como “vista de S”.

O ponto fundamental é que a derivada covariante s6 depende
da primeira forma quadratica de S e é, portanto, um conceito que
pode ser considerado em Geometria Riemanniana. Em particu-
lar, a nogdo de derivada covariante permite-nos dar um sentido
a derivada do vetor velocidade de c, isto é, a aceleracao da curva
cemS. E possivel mostrar que as curvas de aceleragao nula sao
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precisamente as geodésicas de S e que a curvatura Gaussiana de
S pode ser expressa em termos da nog¢ao de derivada covariante.

Diremos que um campo V' ao longo de c é paralelo se %TV = 0.
Reciprocamente, a partir da nogao de paralelismo € possivel re-
obter a nogdo de derivada covariante (Cf. Exercicio 2 deste
capitulo). As duas nogoes sdo, portanto, equivalentes.

Embora hoje seja preferivel partir da noc¢ao de derivada cova-
riante, historicamente a nogao de paralelismo a antecedeu. Para
superficies em R3, o paralelismo pode ser introduzido da maneira
seguinte. Considere a familia de planos tangentes a S ao longo
de c. Esta familia determina uma superficie FE, a envoltdria da
familia, que possui a propriedade de ser tangente a S ao longo
de c e de ter curvatura Gaussiana K = 0. (v. M. do Carmo
[dC 2] pp. 195-197). Nio é dificil mostrar que o paralelismo ao
longo de c, definido pelo anulamento da derivada covariante, é
o mesmo, quer considerado em relagao a S ou em relagao a F.
Por outro lado, prova-se que as superficies de curvatura zero sao
localmente isométricas a um plano. Como o paralelismo é in-
variante por isometrias, podemos efetué-lo “euclidianamente” na
imagem isométrica de F, e, depois, trazé-lo de volta a S. Esta
é a construcao usada classicamente para definir o paralelismo,
(M. do Carmo [dC 2], pg. 244). Por razdes ¢bvias, é preferivel,
tecnicamente, trabalhar com a derivada covariante.

A nocao de derivada covariante tem varias conseqiiéncias im-
portantes. Ela tornou claro que as idéias basicas de geodésica e
curvatura poderiam ser definidas em situagOes mais gerais que a
de variedades Riemannianas. E suficiente para isto que se possa
definir uma nogao de derivagao de campos de vetores com cer-
tas propriedades (o que hoje é chamada uma conexdo afim, Cf.
Defini¢ao 2.1 deste capitulo). Isto estimulou a criagdo de vérias
“estruturas geométricas” (em variedades diferencidveis) mais ge-
rais que a Geometria Riemanniana. Assim como a geometria eu-
clidiana métrica é um caso particular da geometria afim e, mais
geralmente, da geometria projetiva, a Geometria Riemanniana é
um caso particular de estruturas geométricas mais gerais.

Nao entraremos nos detalhes destes desenvolvimentos. Nosso
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interesse em conexdes afins reside no fato (Cf. Teorema 3.6 deste
capitulo) que a escolha de uma métrica Riemanniana em uma
variedade M determina univocamente uma certa conexao afim
de M. Podemos, deste modo, derivar campos de vetores em M.

2 Conexoes afins

Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de
classe C®° em M e por D(M) o anel das fungdes reais de classe
C® definidas em M.

2.1 Definicao. Uma conezdo afim V em uma variedade dife-
renciavel M é uma aplicacao

V: X(M) x X(M) — X(M)

que se indica por (X,Y) Y, VxY e que satisfaz as seguintes
propriedades:

i) VixigvZ = fVxZ + gVyZ,
ll) Vx(Y+ Z) =VxY +VxZ,
iil) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Esta definigdo nao é tao transparente quanto a de estrutura
Riemanniana. A seguinte proposi¢do, no entanto, deveré escla-
recer um pouco a situagao.

2.2 Proposicao. Seja M uma variedade diferencidvel com uma
conezdo afim V. Entdo eriste uma tunica correspondéncia que
associa a um campo vetorial V ao longo da curva diferencidvel
c: I - M um outro campo vetorial %’— ao longo de c, denomi-

nado derivada covariante de V ao longo de c, tal que:

a) Z(Vv+w)=24 DW.
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b) 2(fv) = V + fBY, onde W é um campo de vetores ao
longo de c e f € uma funcgao diferencidvel em I.

c) SeV € induzido por um campo de vetores Y € X(M), i.e.,
V(t) =Y(c(t), entdo BY = Va/aY .

2.3 Observagao. A ultima linha de (c) faz sentido, pois VxY (p)
depende s6 do valor de X (p) e do valor de Y ao longo de uma
curva tangente a X em p. Com efeito, a parte (iii) da Definigdo
2.1 permite mostrar que a nogao de conexao afim é, de fato, uma
nogao local (cf. Obs. 5.7 do Cap. 0). Escolhendo um sistema de
coordenadas (z1,...,Z,) em torno de p e escrevendo

X=) zX;, Y=Y yX,
i J

onde X; = 2'9% , teremos

VXY = Z xisz. (Z ijj)

—ZmzyJVxZX +Za:z i(y;)X;

Fazendo Vx,X; = Zk:I‘f] X}, concluimos que T'}; sdo fungdes

diferenciaveis e que

VxY = Z(Zz,y,r + X(y )) X,

o que mostra que VxY (p) depende de z;(p), yx(p) e das derivadas
X (yx)(p) de yx segundo X.

2.4 Observagao. A proposigdo acima mostra que a escolha
de uma conexao afim em M d& origem a uma derivada “bona
fide” (i.e. satisfazendo (a) e (b)) de campos de vetores ao longo
de curvas. A nogdo de conexao fornece, portanto, uma maneira
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de derivar vetores ao longo de curvas em particular, é possivel
falar em aceleracao de uma curva em M.

Demonstragao da Proposicao 2.2: Suponhamos inicialmente
que existe uma correspondéncia satisfazendo (a), (b) e (c). Seja
z: U C R®" — M um sistema de coordenadas com c(I) Nz(U) #
& e seja (z1(t), z2(t), . . .,zn(t)) a expressdo local de c(t), t € I.
Seja X; = (% - Entao podemos expressar o campo V localmente
como V =3 .0/ X;, j=1,...,n onde v/ = vI(t) e X; =
X;(c(t))-

Por a) e b), tem-se

DV dvd DX~
- = J .
dt PRty Z v

Por ¢) e (i) da Definigdo 2.1,

DX;
5 = Vac/aX; = V(z 2z, xi)Xj
dz; .
—Z i VxX;, 1,7=1,...,n

Portanto,

DV dv? dz;

Z7 _ 27 x. i .
(1) @ 2 a T g v VK

J i,J

A expressao (1) nos mostra que se existe uma correspondéncia
satisfazendo as condigdes da Proposi¢ao 2.2, entao tal corres-
pondéncia € unica.

Para mostrar a existéncia, definamos 2% em z(U) por (1). E
imediato verificar que (1) possui as propriedades desejadas. Se
y(W) é uma outra vizinhanga coordenada, com y(W)Nz(U) # &
e definirmos Z¥ em y(W) por (1), as deﬁnigf)es “concordam” em
yW)nz(U ) pela unicidade de Z¥ em z(U). Segue-se que
a definicdo pode ser estendida para todo M, e isto conclui a

demonstragao. O
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A nogao de paralelismo surge agora de maneira natural.

2.5 Definicao. Seja M uma variedade diferencidvel com uma
conexao afim V. Um campo vetorial V ao longo de uma curva
c¢: I - M é chamado paralelo quando % =0, paratodot € I.

2.6 Proposigao. Seja M uma variedade diferencidvel com uma
conezdo afim V. Seja c: I — M uma curva diferencidvel em M
e Vo um vetor tangente a M em c(to), to € I (i.e. Vo € Ty)M ).
Entdo existe um inico campo de vetores paralelo V' ao longo de
¢, tal que V(tg) = Vo, (V(t) € chamado o transporte paralelo
de V(to) ao longo de c).

Demonstragao: Admitamos que o teorema foi provado para o
caso em que c(]) estd contido em uma vizinhanga coordenada.
Por compacidade, para todo t; € I, o segmento c([to,t1]) C M
pode ser coberto por um nimero finito de vizinhancgas coordena-
das, em cada uma das quais V pode ser definido, por hipdtese.
Pela unicidade, as defini¢oes coincidem nas intersecgdes nao va-
zias, o que permite definir V' para [to, 1]

Devemos, portanto, provar o teorema no caso em que c([)
estd contido numa vizinhanca coordenada z(U) de um sistema de
coordenadas z: U C R™ — M em torno de ¢(I). Sejaz~(c(t)) =
(1(t),...,zn(t)) a expressdo local de c(t) e seja Vp = Z'UO i

onde X; = %(c(to)).
Suponhamos que existe um V em z(U) que é paralelo ao
longo de ¢ com V(ty) = Vo . Entdo V = 3, v’ X; satisfaz

=— Zd”] Z-dﬁiﬂvxx

Fazendo Vx, X; = Zl"ijk, e trocando j por k na primeira
k

soma, obteremos
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O sistema de n equagcdes diferenciais em v*(f),
d az;
2) Zr 2 k=1,...,n,

possui uma tnica solugo satisfazendo a condigéo inicial v*(¢y) =
vE. Segue-se que, se V existe, ele é tnico. Além disso, como o
sistema ¢ linear, a solugdo estd definida para todo t € I, o que
demonstra a existéncia de um (dnico) V eom as propriedades
desejadas. O

3 Conexao Riemanniana

3.1 Definigao. Seja M uma variedade diferencidvel com uma
conexdo afim V e uma métrica Riemanniana (, ). A conexdo
é dita compativel com a métrica (, ), quando para toda curva
diferenciavel c e quaisquer pares de campos de vetores paralelos
P e P’ ao longo de c, tivermos (P, P') = constante.

A Definigdo 3.1 é justificada pela proposi¢ao seguinte que
mostra que se V é compativel com (, ), entdo podemos dife-
renciar o produto interno pela “regra do produto” usual.

3.2 Proposicao. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma
conexdo V em M é compativel com a métrica se e sé se para todo
par' V. e W de campos de vetores ao longo da curva diferencidvel
c: I — M tem-se

3) %(V,W)=<’i; W> <V’"’izTW>’ tel.

Demonstragao: E 6bvio que a equagdo (3) implica a Defini¢do
3.1. Mostremos, portanto, a reciproca. Escolha uma base or-
tonormal {P;(to), ..., Pa(to)} de Tys)(M), to € I. Utilizando
a Proposicao 2.6, estenda paralelamente cada um dos vetores
Pi(ty), t=1,...,n, ao longo de c. Como V é compativel com a
métrica, {Pi(t),..., P.(t)} é uma base ortonormal de T (M),
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para todo t € I. Podemos, portanto, escrever
V=) PR, W=) w'P, i=1...,n
i i

onde v e w* sdo funcoes diferencidveis em I.
Segue-se dai que

DV dv DW dw’
w-lwh welah

Portanto,

DV DW dvt ,  dw'
<W’W>+<V’—dt >“Z{E“’ + }

—Et-{;vw}—dt(V,W). 0O

3.3 Corolario. Uma conexdo V em uma variedade Riemanni-
ana M é compativel com a métrica se e so se

(4) X<YaZ>=<VXYaZ>+(Y7VXZ)7 Xa}/aZGX(M)

Demonstragao: Suponhamos que V é compativel com a métrica.
Seja p € M e sejam c¢: I — M uma curva diferencidvel com
c(to) =p, to €I, ecom %L:to = X(p). Entao

d
XY, 2)= 2 (¥, 2)| = (Vx@Y 2), +{Y,Vxp2),-
t=to
Como p é arbitrario, segue-se (4). A reciproca é ébvia. O

3.4 Definigao. Uma conexdo afim V em uma variedade dife-
renciavel M é dita simétrica quando

(5) VxY — VyX = [X,Y] para todo X,Y € X(M).
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3.5 Observagao. Em um sistema de coordenadas (U, z), o fato
de ser V simétrica implica que para todo 7,57 =1,...,n,

0
6:1:,- ’
o que justifica o nome adotado (observe que (5’) é equivalente
ao fato que I'f; = T'%,).

Podemos agora enunciar o teorema fundamental deste capi-
tulo.

(5) VxX; —VxXi=[X;, X;] =0, X;=

3.6 Teorema. (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanni-

ana M, existe uma unica conexdo afim V em M satisfazendo as
condigoes:

a) V ¢é simétrica.
b) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente a existéncia de uma
tal V. Entao

(6) X(Y,Z) =(VxY,Z) +(Y,VxZ),
(7) Y(Z,X)=(VyZ, X))+ (Z,VyX),
(8) Z<X’ Y) = (VZXa Y) + (Xa VZY)7

Somando (6) e (7) e subtraindo (8), teremos, usando a sime-
tria de V, que

X{Y,Z)+Y(Z,X) - Z(X,Y)
= ([X, 2),Y) + (Y, 2], X) + (X, Y], Z) + 2(Z, Vy X).

Portanto
©) (Z,VyX) = % (XY, 2) + Y(Z,X) - Z(X,Y)
—([X,2],Y) = (Y, Z], X) — ([X,Y], 2)}.
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A expressdo (9) mostra que V estd univocamente determi-

nada pela métrica (, ). Portanto, caso exista, ela serd unica.
Para mostrar a existéncia, defina V por (9). E facil verificar
que V estd bem definida e que satisfaz as propriedades desejadas.
O

3.7 Observagao. A conexao dada pelo teorema acima é deno-
minada conezdo de Levi-Civita (ou Riemanniana) de M.

Concluiremos este capitulo escrevendo parte do que foi feito
acima em um sistema de coordenadas (U, z). E conveniente dizer
que as fungoes 1" definidas em U por Vx, X; = Z rk Xk 880 08

coeficientes da conexdo V em U ou os simbolos de Christoffel da
conexdo. De (9) segue-se que

ZF 0 + 2 0 0 -
ij 9tk = 8 9ik bz, ki — Bzx A 9ij

onde g;; = (X;, Xj).
Como a matriz (gxm) admite uma inversa (g*™), teremos que

n 1 ) ) 8 o
(10) Fz’j - 2 ; {6(121 g_')k + ij ki — aiL'k gz]}g .

A equagao (10) é a expressao classica dos simbolos de Christoffel
da conexao Riemanniana em termos dos g;; (dados pela métrica).
Observe que para o espago euclidiano R", teremos Ffj =0.
Em termos dos simbolos de Christoffel, a derivada covariante
tem a expressao classica

DV dv k de,
dt_;{d Iy dt}X’c

i,J

que vem de (1). Observe que Z¥ difere da derivada usual no
espago euclidiano por termos que envolvem os simbolos de
Christoffel. Portanto, no espago euclidiano a derivada covari-
ante coincide com a derivada usual.
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Exercicios

1. Seja M uma variedade Riemanniana. Considere a aplicagao
P =P TetyM — TeyM

definida por: Pz, :(v), v € Ty)M, é o transporte para-
lelo do vetor v ao longo da curva c. Mostre que P é uma
isometria e que, se M é orientada, P preserva a orientacao.

2. Sejam X e Y campos de vetores numa variedade Rieman-
niana M. Sejam p € M e c: I — M uma curva integral
de X por p, i.e. c(t)) = pe L = X(c(t)). Prove que a
conexao Riemanniana de M é

(VYY) = 5 (PabeYC@)|

t=to

onde Pegyt: Too)M — TeyyM € o transporte paralelo ao
longo de ¢ de t a t (isto mostra como a conexdo pode ser
reobtida da nogéo de paralelismo).

3. Seja f: M™ — M"** uma imersio de uma variedade dife-
rencidvel M em uma variedade Riemanniana M. Supo-
nha que M tem a métrica Riemanniana induzida por f
(cf. Exemplo 2.5 do Cap. I). Sejap € M e U C M uma
vizinhanga de p tal que f(U) C M seja uma, subvariedade
de M. Sejam X, Y campos de vetores em f(U) e estenda-
os a campos de vetores X, Y em um aberto de M. Defina
(VxY)(p) = componente tangencial de VxY (p), onde V
é a conexdo Riemanniana de M. Prove que V é a conexdo
Riemanniana de M.

4. Seja M? C R® uma superficie em R3 com a métrica Ri-
emanniana induzida. Seja c: I — M uma curva dife-
rencidvel em M e V um campo de vetores tangentes a
M ao longo de ¢; V pode ser pensado como uma fungao
diferencidvel V: I — R3, com V (t) € T M.
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a) Mostre que V' é paralelo se e somente se & & perpen-
dicular a Ty M C R3 onde V. é a derlvada usual de
V:I—R3.

b) Se S? C R3 é a esfera unitdria de R3, mostre que o
campo velocidade ao longo de circulos méximos para-
metrizados pelo comprimento de arco € um campo pa-
ralelo. O mesmo argumento se aplica para S™® C R**!.

. No espago euclidiano, o transporte paralelo de um vetor
entre dois pontos nao depende da curva que liga estes dois
pontos. Mostre, por um exemplo, que isto nao é verdade
numa variedade Riemanniana qualquer.

. Seja M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M.
Considere a curva constante f: I — M dada por f(t) = p,
para todo t € I. Seja V um campo vetorial ao longo de

f (isto é, V é uma aplicacdo diferencidvel de I em T,M).
Mostre % = %, isto é, a derivada covariante coincide

com a derivada usual de V: I — T, M.

. Seja S? C R? a esfera unitdria, ¢ um paralelo qualquer
de S% e V; um vetor tangente a S? em um ponto de c.
Descreva geometricamente o transporte paralelo de V; ao
longo de c.

Sugestao: Considere o cone C tangente a S? ao longo de c
e mostre que o transporte paralelo de V; ao longo de c é o
mesmo, quer tomado em relacao a S? ou a C.

. Considere o semi-plano superior

= {(z,y) e R%y > 0}

com a métrica dada por g;; = g2 = y—12 , g12 =0 (métrica

da geometria nao-euclidiana de Lobatchevski).
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a) Mostre que os simbolos de Christoffel da conexao Ri—
emanniana 85,0' Iy =T} =T3%=0 T} =,

I =T%= y )

b) Seja vo = (0,1) um vetor tangente no ponto (0,1) de
R?** (vg é o vetor unitario do eixo Oy com origem em
(0,1)). Seja v(t) o transporte paralelo de v ao longo
da curva z = t, y = 1. Mostre que v(t) faz um
angulo t com a direcao de Oy no sentido horério.

Sugestio: O campo v(t) = (a(t),b(t)) safisfaz ao sistema
(2) que define um campo paralelo e que, neste caso, se

simplifica em
da 1 b — 0
db + Fll a = 0

Fazendo a = cosf(t), b= sen6(t) e notando que ao longo
da curva dada temos y = 1, obteremos das equagoes acima
que £ = —1. Como v(0) = vy, isto implica que 6(t) =

/2 —t.

9. (Métricas pseudo-Riemannianas). Uma métrica pseudo-
Riemanniana em uma variedade diferencidavel M é a es-
colha, para cada ponto p € M, de uma forma bilinear
simétrica ndo degenerada (, ) (porém nio necessariamente
positiva definida) em T,M e que varia diferenciavelmente
com p. Exceto pelo fato de ndo ser (, ) definida positiva,
todas as definigoes até agora apresentadas fazem sentido
em uma métrica pseudo-Riemanniana. Por exemplo, uma
conexao afim em M é compativel com uma métrica pseudo-
Riemanniana de M se (4) é satisfeita; se, além disto, (5)
se verifica, a conexdo afim é dita simétrica.

a) Mostre que o Teorema de Levi-Civita se estende a
métricas pseudo-Riemannianas. A conexao assim obti-
da é chamada pseudo-Riemanniana.
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b) Introduza uma métrica pseudo-Riemanniana em R™*+!
pela forma quadratica:

Q(xo,...,zn) = —(x0)? + (z1)* + - - - + (z,)?,

(zo,...,Tn) € R™,

Mostre que o transporte paralelo da conexao de Levi-
Civita desta métrica coincide com o transporte para-
lelo usual do R™*! (esta métrica pseudo-Riemanniana
é chamada métrica de Lorentz; para n = 3, ela apa-
rece naturalmente em Relatividade).



Capitulo 111

Geodésicas; Vizinhancas
Convexas

1 Introducao

Fixada a terminologia basica, passaremos a estudar os dois
conceitos fundamentais da Geometria Riemanniana, a saber, geo-
désicas e curvatura. Neste capitulo introduziremos a nogao de
geodésica como uma curva cuja aceleragao é nula. No préximo
capitulo, iniciaremos o estudo da curvatura.

Um dos objetivos do presente capitulo é mostrar que uma
geodésica minimiza o comprimento de arco para pontos “sufi-
cientemente préximos”’(em um sentido a ser precisado); além
disso, se uma curva minimiza o comprimento de arco entre dois
quaisquer de seus pontos, ela é uma geodésica. Para provar estes
fatos, necessitaremos de varios conceitos e resultados que serao
luteis posteriormente.

Na Segao 2 introduziremos o fibrado tangente TM de uma
variedade M que permite reduzir o estudo local das geodésicas
de M ao estudo das trajetérias de um campo de vetores em T'M
(o campo geodésico). Na Secdo 3, introduziremos a aplicagdo
exponencial de um aberto de TM em M que é simplesmente uma
maneira de “colecionar”’em uma tnica aplicagao diferencidvel,
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todas as geodésicas de M. Esta notagao é extremamente 1til, e
permite-nos, por exemplo, aplicar o teorema da fungdo inversa
para mostrar que cada ponto de M possui uma vizinhanga W tal
que dois pontos quaisquer de W podem ser ligados por uma tinica
geodésica que minimiza o comprimento de arco (v. Teorema 3.7).

O conceito de geodésica, como curva que minimiza a distancia
entre dois pontos préximos, é bastante antigo. Para superficies
do R3, as geodésicas podem ser caracterizadas como aquelas cur-
vas c(s) (onde s é o comprimento de arco) para as quais a ace-
leragao ¢’(s) em R3 é perpendicular & superficie (portanto, a
aceleracdo de ¢ “como vista”da superficie é nula). Uma tal ca-
racterizacgao ja era aparentemente conhecida, pelo menos para
superficies convexas, desde 1697 por J. Bernoulli, e as equagoes
das geodésicas das superficies na forma f(z,y,2) = 0 ji eram
conhecidas de Euler desde 1721. Entretanto, s6 com o traba-
lho de Gauss [Ga] em 1827 foi estabelecida uma relagdo entre
as geodésicas e a curvatura de uma superficie (Cf. Introdugao
do Cap. I). Esta relagdo é fundamental e, sob varias formas,
aparecera repetidamente neste livro.

2 O fluxo geodésico

No que se segue, M sera uma variedade Riemanniana munida
de sua conexdo Riemanniana.

2.1 Definigao. Uma curva parametrizada v: I — M é uma
geodésica em tg € I se %(%%) = 0 no ponto %y ; se v é geodésica
em t, para todo t € I, dizemos que v é uma geodésica. Se
[a,b) C I ey: I — M é uma geodésica, a restrigio de vy a [a, b]
é chamada (segmento de) geodésica ligando v(a) a y(b).

As vezes, por abuso de linguagem, chamaremos de geodésica
a imagem ~(I) de uma geodésica .

Se v: I — M é uma geodésica, entao

d /dy dy _o Ddy dv _0
dt\dt’dt/ “\dtdt’ dt/
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isto é, o comprimento do vetor tangente %’tx é constante. Supore-
mos, de agora em diante, que |%}| = ¢ # 0, isto é, excluiremos as
geodésicas que se reduzem a pontos. O comprimento de arco s
de v, a partir de uma origem fixa, digamos t = t,, é entdo dado
por

s(t) =

Portanto, o parametro de uma geodésica é proporcional ao com-
primento de arco. Quando o parametro é o préprio comprimento
de arco, isto é, ¢ = 1, diremos que a geodésica <y esta normaliza-
da.

Vamos agora determinar as equagOes locais satisfeitas por

uma geodésica v em um sistema de coordenadas (U, z) em torno
de ¥(¢p). Em U,

t
d
dz dt = c(t — to).

v(t) = (z1(2), . . ., za(2)).

~ serd uma geodésica se e sé se

D (dy &2z, x dzi dz; | 0
0= dt(dt) zk:<dt2 * — e @& ) or

Logo o sistema de equagoes diferenciais de 22 ordem

d%k x dz; dz;
(1) dt ZFU dt E O, k—l,...,n

2%

fornece as equagdes procuradas.
Para estudarmos o sistema (1) é conveniente considerar o
fibrado tangente T'M, que também ser4 1til em situagoes futuras.
TM é o conjunto dos pares (q,v), g€ M, v € T,M. Se
(U,z) é um sistema de coordenadas em M, entdo todo vetor de

T,M, q € z(U), é escrito como Zyz 3, - Tomando (z1,...,Zq,

Y1, - - -, Yn) como coordenadas de (q, v) em TU, é fcil mostrar que
obtemos uma estrutura diferencidvel para TM (Cf. o Exemplo
4.1 do Cap. 0).
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Observe que TU = U x R", isto é, o fibrado tangente é local-
mente um produto. Além disso, a projeg¢ao canodnica 7: TM —
M dada por 7(g,v) = q é diferencidvel.

Qualquer curva diferencidvel ¢ — v(t) em M determina uma
curva t — (y(t), 2(t)) em TM. Se v é uma geodésica entéo, em
TU, a curva

t— (ml(t),...,wn(t), dxd;t(t),7ddet(t))

satisfaz o sistema

dCL‘k _
dt - yk
(1) ;
Yk
d—t=—zz,]rzyzyj k=1,...,n
em termos de coordenadas (z1,...,Zn, Y1-,---,Yn) de TU. Por-

tanto o sistema de segunda ordem (1) em U é equivalente ao
sistema de primeira ordem (1') em TU.
Recordemos o seguinte teorema de equagoes diferenciais.

2.2 Teorema. Se X é um campo C® num aberto V de uma
variedade M e p € V entdo existem um aberto Vo CV, pe Vy,
um nimero 6 > 0, e uma aplicagio C*, ¢: (—=6,0) x Vo —» V
tais que a curva t — ¢(t,q), t € (=6,0), € a Unica trajetoria de
X que no instante t = 0 passa pelo ponto q, para cada q € V.

A aplicagio ¢;: Vo — V dada por ¢(q) = ¢(t,q) é chamada
o fluro de X em V.

2.3 Lema. Eziste um unico campo G em TM cujas trajetorias
sdo da forma t — (y(t),7'(t)), onde v é uma geodésica em M.
Demonstragao: Provaremos primeiro a unicidade de G, supon-
do sua existéncia. Consideremos um sistema de coordenadas
(U,z) em M. Pela hip6tese, as trajetérias de G em TU sdo
dadas por t — (y(t),7'(t)) onde v é uma geodésica. Decorre
dai que t — (7(t),7(t)) é solugdo do sistema de equagoes dife-
renciais (1’). Pela unicidade de trajetérias de um tal sistema,
concluimos que se G existe, entao € nico.



[SEC. 2: O FLUXO GEODESICO 71

Para provarmos a existéncia de G, definimo-lo localmente
pelo sistema (1’). Usando a unicidade, concluimos que G estd
bem definido em T M. O

2.4 Definicao. O campo G definido acima é chamado campo
geodésico em TM e seu fluxo é o fluxo geodésico de TM.

Aplicando o Teorema 2.2 ao campo geodésico G no ponto
(p,0) € TM, obtemos o seguinte resultado:

Para cada p € M ezistem um aberto U em TU, onde (U,x)
é um sistema de coordenadas em p e (p,0) € U, um nimero
0 > 0 e uma aplicagio C®, ¢: (=4,0) x U — TU, tais que:
t — ¢(t,q,v) € a dnica trajetdria de G que satisfaz a condigao
inicial p(0,q,v) = (q,v), para cada (q,v) EU.

E possivel escolher U na forma
U=1{(q,v) €TU;qeV eveT,Mcom |v| <e},

onde V C U é uma vizinhanca de p € M. Pondo v = 7 o ¢,
onde m: TM — M ¢é a projegdo candnica, podemos escrever o
enunciado anterior do seguinte modo.

2.5 Proposicao. Dado p € M, existem um aberto V C M,
p €V, nuimeros § >0 e ey >0 e uma aplicagdo C™

v: (=6,8) xU —» M, U ={(q,v);q € V,v € TyM,|v| < &1},

tais que a curva t — (t,q,v), t € (=4,6), € a Unica geodésica
de M que no instante t = 0 passa por q com velocidade v, para
cada g €V e cada v € TyM com |v| < €y .

A Proposigdo 2.5 afirma que se |v| < €1, a geodésica (¢, ¢, v)
existe em um intervalo (—4, ) e é tinica. Em verdade, é possivel
aumentar a velocidade de uma geodésica diminuindo o seu inter-
valo de definigdo, ou vice-versa. Isto decorre do seguinte lema
de homogeneidade.

2.6 Lema. (Homogeneidade de uma geodésica). Se a geodésica
~(t,q,v) estd definida no intervalo (—4,9), entdo a geodésica
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v(t,q,av), a € R, a > 0, estd definida no intervalo (— s é)

a’a
e

v(t, g, av) = v(at, q,v).

Demonstragao: Seja h: ( — g, %) — M uma curva dada por
h(t) = v(at,q,v). Entdo h(0) = q e %(0) = av. Além disso,
como h'(t) = av'(at, q,v),

D (dh
% (E) - Vh,(t)h,(t) = a2v7l(atvq1v)’yl(at’ q’ 'U) = 0’

onde, na primeira igualdade, estendemos h'(t) a uma vizinhanga
de h(t) em M. Portanto, h é uma geodésica que no instante
t = 0 passa por q com velocidade av. Por unicidade,

h(t) = v(at,q,v) = (¢, g, av). O

A Proposigao 2.5, junto com o lema de homogeneidade, per-
mite tornar o intervalo de definicdo de uma geodésica unifor-
memente grande em uma vizinhanca de p. Mais precisamente,
temos o seguinte resultado.

2.7 Proposigao. Dado p € M, existem uma vizinhanca V de p
em M, um nimero € > 0 e uma aplicagao C*®, ~: (—2,2)xU —
M, U= {(qw) € TM;q € Vyw € T,M,|w| < €} tal que
t — v(t,q,w), t € (—2,2), é a unica geodésica de M que no
instante t = 0 passa por q com velocidade w, para cada g €V e
cada w € TyM, com |w| < €.

Demonstragao: A geodésica (t,q,v) da Proposigdo 2.5 esta
definida para |t| < § e para |v| < ;. Pelo lema de homogenei-
dade, v(¢, ¢, %’) estd definida para |t| < 2. Tomando € < 6—31, a
geodésica ~(t,q, w) estd definida para |t| < 2 e |w| < e. O

2.8 Observagao. Por um argumento analogo, podemos tornar
a velocidade de uma geodésica uniformemente grande em uma
vizinhanca de p.

A Proposicao 2.7 nos permite introduzir o conceito de apli-
cacao exponencial da maneira seguinte. Sejap € M e Ud C
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TM um aberto dado pela Proposicao 2.7. Entao a aplicagao
exp: U — M dada por

v
exp(,v) = 1(1,4,0) = 7 (|v|, @ m) (@) el

é chamada a aplicacdo erponencial em U.

E claro que exp ¢ diferenciavel. Na maior parte das aplicagoes,
utilizaremos a restrigao de exp a um aberto do espago tangente
TyM, isto é, definiremos

exp,: B:(0) C TyM — M

por exp,(v) = exp(g,v). Aqui, e de agora em diante, indicaremos
por B.(0) uma bola aberta de centro na origem 0 de T,M e de
raio e. E imediato verificar que exp, ¢ diferencidvel e exp,(0) = q.

Geometricamente, exp,(v) é o ponto de M obtido percor-
rendo um comprimento igual a |v|, a partir de g, sobre a geodésica

que passa por q com velocidade igual a I%I .

2.9 Proposicao. Dado q € M, existe um € > 0 tal que
exp,: B:(0) C TeM — M ¢é um difeomorfismo de B.(0) sobre
um aberto de M.

Demonstragao: Calculemos d(exp,),:

= 2061,,1)

(oD, )o(v) = (e, (1))

= .
t=0

d
)

Logo d(exp,), ¢ a identidade de T,M, donde pelo teorema da
funcdo inversa, exp, é um difeomorfismo local numa vizinhanga
de 0. d

2.10 Exemplo. Seja M = R™. Como a derivagao covariante
coincide com a usual, as geodésicas sao retas parametrizadas
proporcionalmente ao comprimento de arco. A exponencial é
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evidentemente a identidade (com a identificagdo usual do espago
tangente a R® em p com R").

2.11 Exemplo. Seja M = S™ C R™"*! a esfera unitéria de
dimensdo n. Como vimos no Exercicio 4(b) do Capitulo II, os
circulos maximos de S™ parametrizados pelo comprimento de
arco sao geodésicas. Vamos mostrar que todas as geodésicas de
S™ sdo circulos méximos parametrizados proporcionalmente ao
comprimento de arco. Com efeito, dados p € S™ e um vetor
unitario v € T,,S™, a intersecgdo com S™ do plano que contém a
origem de R™"*!, 0 ponto p e o vetor v é um circulo méximo que
pode ser parametrizado como a geodésica por p com velocidade
v. Da unicidade da Proposigao 2.5 segue entdo o afirmado.
Dado um ponto (p,v) € TM, o ponto exp,v € M é obtido
percorrendo sobre a geodésica 'y(t, D, |:—|) um comprimento igual
a |v|, a partir de p. No nosso caso, é claro que exp, esté definida
em todo o espago tangente, e pode ser descrita da maneira se-
guinte: exp,, transforma B (0) injetivamente em S™ — {q}, onde
q é o ponto antipoda de p; a fronteira de B,(0) é transformada
em g¢; a coroa circular aberta B,,(0) = B,(0) é transformada
injetivamente em S™ — {p,q}. a fronteira de B,,(0) é transfor-
mada em p, etc. (Fig. 1). Observe que se considerdssemos a

variedade Riemanniana S™ — {q}, exp, estaria definida apenas
em B,(0) C T,(S™ — {a)).

3 Propriedades minimizantes das geo-
désicas

Desejamos agora estudar certas propriedades de minimizagao
das geodésicas. Para isto necessitaremos de algumas defini¢oes
e lemas preliminares.

3.1 Definicao. Uma curva diferencidvel por partes é uma
aplicagao continua c: [a,b] — M de um intervalo fechado [a,b] C
R em M satisfazendo a seguinte condig@o: existe uma partigdo
a=1ty <ty < <tg1 <ty =">bde [a,b] tal que as restrigdes



[SEC. 3: PROPRIEDADES MINIMIZANTES DAS GEODESICAS 75

c

ftetea] 1 =0,...,k — 1, sao diferencidveis. Dizemos que ¢

liga os pontos c(a) e ¢(b). ¢(t;) é chamado um vértice de c, e o

4ngulo formado por lim ¢ (t) com lim ¢/(t) é chamado o dngulo
t—t. T

i t_'ti

do vértice c(t;); aqui lirri (lim ) significa que ¢ se aproxima de ¢;
t—t] t—ot;

por valores maiores (menores) que t; .

Figura 1

O transporte paralelo pode ser facilmente estendido as cur-
vas diferencidveis por partes: dado Vy € TypyM, t € [t;,ti1],
estende-se Vp a um campo paralelo V (¢), t € [t;, ti+1]; tomando
V(t;) e V(ti+1) como novos valores iniciais, podemos estender
V(t) paralelamente ao intervalo [t;_;,t;42], € assim sucessiva-
mente.

3.2 Definigao. Um segmento de geodésica «: [a,b] — M é
chamado minimizante se £(y) < #(c), onde £( ) indica o compri-
mento de uma curva e c é qualquer curva diferencidvel por partes
ligando 7(a) a 7(b).

Na prova do lema de Gauss, apresentada a seguir, usaremos
a seguinte terminologia.

3.3 Definicao. Seja A um conjunto conexo de R? com U C
A c U, U aberto em R? e tal que a fronteira 0A de A seja uma
curva diferencidvel por partes com angulos dos vértices distintos
de w. Uma superficie parametrizada em M é uma aplicagao
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diferencidvel s: A € R? — M. (Observe que dizer que s é
diferenciavel em A equivale a dizer que existe um aberto U D
A onde s se estende diferenciavelmente. A condi¢ao sobre os
angulos dos vértices de A é necessaria para que a diferencial de
s ndo dependa da extensdo considerada.)

Um campo de vetores v ao longo de s é uma aplicagao que
associa a cada ¢ € A um vetor V(q) € Ty(q) M, que é diferencivel
no seguinte sentido: se f é uma funcao diferenciavel em M, entao
a aplicagdo ¢ — V(q)f é diferencidvel.

Sejam (u,v) coordenadas cartesianas em R2. Para vy fixo,
a aplicagdo u — s(u,vp), onde u pertence a uma componente
conexa de AN {v = v}, é6 uma curva em M, e ds(Z), que
denotaremos por %, é um campo de vetores ao longo desta
curva. Isto define 52 para todo (u,v) € A e 2 é um campo de

vetores ao longo de s. Analogamente se define gs .

Se V é um campo ao longo de s: A — M, definimos as
derivadas covariantes 2% e ZY do seguinte modo. Z¥(u,vp) &
a derivada covariante ao longo da curva u — s(u,vg) da restrigao
de V a esta curva. Isto define ¥ (u,v) para todo (u,v) € A.

Analogamente, se define ¥ -

3.4 Lema (de simetria). Se M €é uma variedade diferencidvel
com uma conexdo simétrica e s: A — M ¢é uma superficie para-
metrizada entao:

D 0Os D 0s

Ov Ou  Oudv

Demonstragao: Seja z: V C R® — M um sistema de coor-
denadas em uma vizinhanca de um ponto de s(A). Podemos
escrever

z7' o s(u,v) = (z'(u,v),...,2"(u,v)).
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Portanto

D ,0s D ot 0
aolon) = (2 a—u%)

ozt 0
- Z auau Bz‘ Bu VZ("’Z’/"’”)"”/"’” oz

ozt Ozl 977 o i .
3’03u B:ﬂ Bu v % gy

Pela 31metr1a da conexao, Va/azg Pt = Va/azz 90 - Logo, calcu-

lando 5 (_g_s) obteremos a mesma, expressao acima, o que prova

o lema. Od

No que segue identificaremos o espago tangente a T,M em
v € T,M com o préprio T, M.

3.5 Lema (de Gauss). Sejap € M e sejav € T,M tal que
exp, v esteja definida. Seja w € T,M =~ T,(T,M ). Entao

(2) ((dexp,), (v), (dexpy),(w)) = (v,w).

Demonstragao: Seja w = wr + wy, onde wr é paralelo a v e
wy é normal a v. Como dexp, ¢ linear e, por definigao de exp,,,

((dexpy),(v), (dexp,),(wr)) = (v, wr),

basta provar (2) para w = wy. E claro que podemos supor
wWN 75 0.

Como exp, v estd definida, existe € > 0 tal que, exp,u estd
definida para

u=tu(s), 0<t<1l, —-e<s<eg,

onde v(s) é uma curva em T,M com v(0) = v, v'(0) = wy
e |v(s)| = const. Podemos, portanto, considerar a superficie
parametrizada

fiA-M, A={(t>s);0<t<1l,—-e<s<e}
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dada por
f(t,5) = exp, tv(s).

Observe que as curvas t — f(t, sg) sdo geodésicas (v. Fig. 2).
Para provar (2) para w = wy , observamos primeiro que

® (G )00 = (deww,) wn), dexp,), )

Além disto, para todo (¢, s), temos

of 0f\ _ /Dof of\  /9f D of
Bt 8s’ 8t/ \otds’ ot 0s’ ot ot [
O ultimo termo da expressdo acima é zero, pois %{ é o vetor

tangente de uma geodésica. Pela simetria da conexao, o primeiro
termo da soma se transforma em

(DOLory_ (Do ory 1000 o1y,
ot 0s’ ot/ \osot' ot/ 20s\ot’ ot/

Figura 2
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Segue-se dai que ( 5o 6t> e independente de t. Como

of .
11_{% ds (t) O) - %I_I'I(])' (dexpp)tv twy = 01
concluimos que ( s at (1,0) = 0, o que junto com (3) prova o
lema. a

E conveniente usar a seguinte terminologia. Se exp, é um di-
feomorfismo em uma vizinhanga V' da origem em T, M, exp, V =
U é chamada uma vizinhanca normal de p. Se B(0) é tal que
B.(0) C V, chamamos exp, B:(0) = B.(p) a bola normal (ou
geodésica) de centro p e raio €. Pelo lema de Gauss, a fronteira
de uma bola normal é uma hipersuperficie (subvariedade de co-
dimensdo 1) em M ortogonal as geodésicas que partem de p; ela
é denotada por S.(p) e denominada esfera normal (ou geodésica).
As geodésicas em Bc(p) que partem de p sdo chamadas geodésicas
radiais.

Mostraremos agora que as geodésicas minimizam localmente
o comprimento de arco. Mais precisamente, temos o seguinte
resultado.

3.6 Proposicao. Sejam p € M, U uma vizinhang¢a normal de
p, e B C U uma bola normal de centro p. Seja y: [0,1] — B
um segmento de geodésica com y(0) = p. Sec:[0,1]] - M ¢é
qualquer curva diferencidvel por partes ligando v(0) a (1) entéo
£(y) < £(c) e se a igualdade vale entdo v([0,1]) = ¢([0, 1]).

Demonstragao: Suporemos inicialmente que ¢([0,1]) C B. Co-
mo exp, ¢ um difeomorfismo em U, c(t), t # 0, pode ser escrito
univocamente como exp,(r(t) - v(t)) = f(r(t),t) onde t — v(2)
é uma curva em T,M com |v(t)] = 1 e r: (0,1] —» R é uma
funcdo positiva diferencidvel por partes (podemos supor que se
t1 € (0,1] entdo c¢(t1) # p; caso contrario abandonariamos o
intervalo [0,¢;)). Logo, exceto para um nimero finito de pontos,

dc 8f ’(t)+ of

dt
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Pelo lema de Gauss, (2,20} =0. Como|—£|—1

de|?

(1) =

donde

@ [

Fazendo £ — 0 obtemos £(c) > £(v), pois r(1) = £(7).

E claro que se a desigualdade (1), ou a segunda desigualdade
em (2), é estrita entdo £(c) > £(y). Logo, se £(c) = £(vy), entao
|%| =0, isto &, v(t) = const., e |r'(t)] =7'(t) > 0. Segue-se dai
que c é uma reparametrizagdo monétona de v, donde ¢([0,1]) =
([0, 1))

Se ¢([0,1]) ndo estd contido em B, consideramos o primeiro
ponto ¢; € (0,1) para o qual c(t;) pertence a fronteira de B. Se
p é o raio da bola geodésica B, temos:

(&) + >|TﬂP

%) e > / I (1) dt > / r(8)dt = 7(1) - r(e).

£(c) = £p(c) = p > £(y). O

Convém observar que a proposi¢do acima nao é global. Se
consideramos um arco suficientemente grande de geodésica ele
pode deixar de ser minimizante. Por exemplo as geodésicas de
uma esfera que partem de um ponto p nao sdo minimizantes
depois que passam pelo antipoda de p.

Por outro lado, se uma curva ¢, diferencidvel por partes, é
minimizante, provaremos que c é geodésica. Para isso necessi-
tamos de um refinamento da Proposi¢cdo 2.9, onde provamos a
existéncia de vizinhangas normais. Mostraremos abaixo que para
cada p € M existe uma vizinhanga W de p que é vizinhanca nor-
mal de cada g e W.

3.7 Teorema. Para cada p € M existem uma vizinhanga W de
p e um nudmero 6 > 0, tais que, para cada ¢ € W, exp, € um
difeomorfismo em Bs(0) C T,M e exp,(B;(0)) D W, isto é, W
€ vizinhanga normal de cada um de seus pontos.
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Demonstragao: Sejam € > 0, V e U como na Proposicao
2.7. Definimos F': Y — M x M por F(q,v) = (q,exp,v). Re-
cordamos que Y C TU, onde U é o dominio de um sistema de
coordenadas  em p, com V C z(U). Consideremos em F(p,0) =
(p,p) € M x M o sistema de coordenadas (U x U; (z,z)). Assim,

a matriz de dF{; ) é
I 1
0 1)’

pois (dexp,), = I. Logo F' é um difeomorfismo local numa vizi-
nhanga de (p, 0). Isto significa que existe uma vizinhanga U’ C U
de (p,0) em TM tal que F aplica U’ difeomorficamente sobre
uma vizinhanca W’ de (p,p) em M x M. E possivel escolher U’
da forma

U ={(q,v);qg € V',v € T,M,|v| < ¢},

onde V' C V' é uma vizinhanga de p em M. Escolha agora uma
vizinhanga W C M de p tal que W x W Cc W’. Afirmamos que
W e ¢ assim obtidos satisfazem o enunciado da Proposigao.

Com efeito, se ¢ € W e Bs(0) C TyM entdo, como F é um
difeomorfismo em U’, tem-se

F({q} x Bs(0)) D {q} x W.
Pela definicdo de F', exp,(Bs(0)) D W. O

3.8 Observagao. Da proposi¢ao acima e da propriedade de mi-
nimizagao das geodésicas, segue-se que dados dois pontos q;, qs €
W existe uma tnica geodésica minimizante v de comprimento
< 6 ligando ¢; a ¢o. A prova mostra também que -y depende
diferenciavelmente de (g;,¢g2) no seguinte sentido: dado (g1, ¢2)
existe um tnico v € T,; M (dado por F~*(qi,¢2) = (q1,v)) que
depende diferenciavelmente de (gq, g2) e é tal que 4'(0) = v.

E conveniente chamar W uma vizinhanga totalmente normal
depe M.

3.9 Coroldrio. Se uma curva diferencidvel por partesy: [a,b] —
M, com parametro proporcional ao comprimento de arco, tem
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compm’ménto menor ou igual ao comprimento de qualquer outra
curva diferencidvel por partes ligando v(a) a y(b) entdo vy € uma
geodésica. Em particular v € regular.

Demonstragao: Sejam t € [a,b] e W uma vizinhanga total-
mente normal de v(t). Existe um intervalo fechado I C [a,b],
com interior ndo vazio, t € I, tal que v(I) C W; a restrigao
~vr: I — W é entdo uma curva diferencidvel por partes ligando
dois pontos de uma bola normal. Pela hipétese e pela Proposi¢ao
3.6, £(~yr) é igual ao comprimento de uma geodésica radial ligan-
do esses dois pontos. Ainda pela Proposigao 3.6, e pelo fato de
~r estar parametrizada proporcionalmente ao comprimento de
arco, -y € uma geodésica em I, e portanto em ¢. O

Usando o corolario acima, podemos determinar as geodésicas
do plano de Lobatchevski. Convém observar o fato, facilmente
verificavel, que as isometrias de uma variedade Riemanniana le-
vam geodésicas em geodésicas.

3.10 Exemplo. Seja G o semi-plano superior, isto é, G =
{(z,y) € R%y > 0} com a métrica Riemanniana gi1 = g2z = 3,
912 =9n =0.

Mostraremos que o segmento v: [a,b] — G, a > 0, do eixo
dos y, dado por «(t) = (0,t) é a imagem de uma geodésica. De
fato, para qualquer arco c: [a,b] — G dado por c(t) = (z(t), y(t))
com c(a) = (0,a) e c¢(b) = (0,b), temos que

- [fale- [ (&) ()5
> [|9 % [2 iy,

dt|y — Y
Segue-se que v minimiza arcos diferencidveis por partes, e, do
Corolério 3.9, que a imagem de y é uma geodésica.
E fécil ver que as isometrias de G (cf. Exercicio 4 do Cap. I)

dc
dt

az+b
cz+d’

Zz —

z=xz+1y, ad—bc=1,
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transformam o eixo Oy em semi-circulos superiores ou em semi-
retas * = xg, y > 0. Estas curvas sao, portanto, geodésicas
em G. Em verdade, estas sao todas as geodésicas de G, pois por
cada p € G e cada direcao em T,G passa um tal circulo com
centro no eixo 0z (Fig. 3. no caso especial em que a diregdo é
normal a 0z, o circulo degenera em uma reta normal a 0z).

Figura 3. Geodésicas do plano de Lobatchevski.

4 Vizinhancgas convexas

Vimos no Teorema 3.7 (Cf. Observagao 3.8) que cada ponto
p € M possui uma vizinhanga totalmente normal, isto é, uma
vizinhanga W e um nimero § > 0 tais que quaisquer dois pontos
q1,92 € W podem ser ligados por uma geodésica minimizante
de comprimento < 4. Pode acontecer, entretanto, que uma tal
geodésica nao esteja contida em W. Diremos que um conjunto
S C M é fortemente convezo se para quaisquer dois pontos q; , ¢»
do fecho S de S existe uma tinica geodésica minimizante +y ligan-
do ¢; a ¢ cujo interior esta contido em S. Vamos agora provar
que o raio de uma bola totalmente normal pode ser escolhido de
modo que ela se torne fortemente convexa.



84 [CAP. lll: GEODESICAS; VIZINHANCAS CONVEXAS

4.1 Lema. Para cada p € M existe um numero ¢ > 0 tal
que qualquer geodésica de M que € tangente em q € M a esfera
geodésica S,(p) de raio r < c estd fora da bola geodésica B, (p)
numa vizinhanca de q.

Demonstragao: Seja W uma vizinhanga totalmente normal
de p. Usando o lema de homogeneidade, podemos supor, res-
tringindo convenientemente o intervalo da definigao, que todas
as geodésicas de W tém velocidade um. Podemos, portanto, nos
restringir ao fibrado tangente unitario TYW dado por

TWW ={(q,v); g€ W, v € T,M, |v| =1}

Sejay: IXxXTT'W — M, I = (—¢,¢), a aplicagao diferencidvel
tal que t — 7(t,q,v) é a geodésica que no instante ¢t = 0
passa por ¢ com velocidade v, |v| = 1. Definimos u(t, q,v) =
exp, ' (v(t,q,v)) e

F:IxT\W — R, F(tq,v)=|u(t,qv)

F mede o quadrado da “distancia” a p de um ponto que se desloca
sobre a geodésica v (Fig. 4). E claro que u e F' sao diferencidveis,

e que
oF _,/0ou
o “\ot'/)

2 2
3F=2<6u >+2

2

ou

ot " ot

Seja agora r > 0 tal que
exp, B,(0) = B.(p) C W.

Se uma geodésica vy é tangente a esfera geodésica S,.(p) no ponto
q =(0,q,v), entdo, pelo lema de Gauss,

ou
<—6? (0, q, ’U), U(O, q, ’U)> - 0)

isto é, %(O, q,v) = 0. Se mostrarmos que, para r suficientemente
pequeno, o ponto critico (0,q,v) de F é um ponto de minimo
estrito, teremos concluido a demonstragao.
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Y. q.v)

Figura 4

Para isto basta observar que para ¢ = p, temos u(t,p,v) = tv
e, portanto
0’F
ot?
Decorre dai que existe uma vizinhanca V' C W de p tal que
%(O,q,v) > 0, para todo ¢ € V e todo v € T, M, |v| = 1. Seja
¢ > 0 tal que

(0,p,v) = 2Jv]* = 2.

exp, B.(0) C V.

Pelo visto anteriormente, toda geodésica em B.(p) que é tangente
a uma esfera geodésica de raio r < ¢ no ponto (0, q,v) é tal
que F tem um minimo estrito local em (0, g, v). Logo, em uma
vizinhanga de q os pontos de v estao fora da bola B,(p). d

4.2 Proposigao (vizinhangas convexas). Para cadap € M ezis-
te um ndmero B > 0 tal que a bola geodésica Bg(p) € fortemente
conveza. ’

Demonstragao: Seja ¢ o nimero dado no Lema 4.1. Escolha
6 >0 e W no Teorema 3.7 de modo que ¢ < £ - Tome 8 < § tal
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que Bg(p) C W. Provaremos que Bg(p) é fortemente convexa.
Sejam ¢1,92 € Bgs(p) e v a (dnica) geodésica de comprimento

< 26 < c ligando ¢; a ¢2. E claro que v estd contida em B.(p)
(Fig. 5).

%

Figura §

Se o interior de 7 nado estd contido em Bg(p), entdo existe
um ponto m no interior de -y onde a distancia maxima r de p a
~ é atingida. Os pontos de v numa vizinhanga de m estarao no
fecho de B.(p). Como m € B(p) isto contradiz o Lema 4.1 e
demonstra a proposicao. O

Exercicios

1. (Geodésicas de superficies de revolugdo). Indique por (u, v)
as coordenadas cartesianas de R2. Mostre que a funcdo
p: U Cc R? — R3 dada por ¢(u,v) = (f(v)cosu,
f(v)senu, g(v)),

U ={(u,v) € R* up < u < up;v<0<u},
onde f e g sdo fungdes diferencidveis, com f’(v)%+g'(v)? #

0 e f(v) # 0, é uma imersdao. A imagem (U) é a su-
perficie gerada pela rotagdo em torno do eixo 0z da curva
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(f(v), g(v)) e é chamada uma superficie de revolugdo S. As
imagens por ¢ das curvas u = constante e v = constante
sao chamadas meridianos e paralelos, respectivamente, de S.

a) Mostre que a métrica induzida nas coordenadas (u,v)
é dada por

gu=1r>% 912=0, gn=(")+()
b) Mostre que as equagoes locais de uma geodésica vy sdo
du  2ff dudv _

LT Sk}

d2 T f2 o4t dt

d2v ff/ i’lf 2 f/f//+g/g// dv 2_0
a2 (f)*+(¢')? (dt) (f2+(g)? (dt) o

c) Obtenha o seguinte significado geométrico das equa-
¢Oes acima: a segunda equagao é, exceto para meridia-
nos e paralelos, equivalente ao fato de que a “energia”
|¥'(t)|> de uma geodésica é constante ao longo de 7;
a primeira equagdo significa que se (3(t) é o angulo
orientado, B(t) < m, de v com um paralelo P inter-
sectando 7 em y(t), entdo

rcos 8 = const.,

onde r é o raio do paralelo P (a equagdo acima é
chamada relagdo de Clairaut).

Figura 6. Geodésicas de um paraboloide.
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d) Use a relagdo de Clairaut para mostrar que uma geo-
désica de um paraboldide

(f(v) =v, g(v) =v*, 0 <v <00, —€ <u<2m+E¢),

que nao é um meridiano, se auto-intersecta um nimero
infinito de vezes (Fig. 6).

2. E possivel introduzir uma métrica Riemanniana no fibrado
tangente M de uma variedade Riemanniana M da ma-
neira seguinte. Sejam (p,v) € TM e V, W vetores tangen-
tes de TM em (p,v). Escolha curvas em TM

a:t— (p(t),v(t)), B:s— (q(s),w(s)),

com p(0) = ¢(0) = p, v(0) = w(0) = v, e V = d/(0),
W = ('(0). Defina um produto interno em T'M por

VW) = (r(V), x W), + ( 0, 520)

p

onde dr é a diferencial de m: TM — M, n(p,v) = p.

a) Prove que este produto interno estd bem definido e
introduz uma métrica Riemanniana em T M.

b) Um vetor em (p,v) € TM que é ortogonal (na métrica
acima) & fibra 77'(p) =~ T,M é chamado um vetor
horizontal. Uma curva

t — (p(t),v(t))

em T'M é horizontal se seu vetor tangente é horizontal
para todo t. Prove que a curva

t — (p(t),v(?))

é horizontal se e somente se o campo de vetores v(t)
é paralelo ao longo de p(t) em M.
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c¢) Prove que o campo geodésico é um campo de vetores
horizontal (i.e., é horizontal em cada ponto).

d) Prove que as trajetérias do campo geodésico sdo geodé-
sicas de T'M na métrica acima.

Sugestio: Seja a@(t) = (a(t),v(t)) uma curva em TM.
Mostre que #(a) > ¢(a) e que a igualdade se verifica se
v é paralelo ao longo de a. Considere, em seguida, uma
trajetéria do fluxo geodésico passando por (p,v) que é lo-
calmente da forma %(t) = (y(t),7(t)), onde (t) é uma
geodésica em M. Escolha vizinhancas convexas W C TM
de (p,v) e V C M de p tais que 71W = V. Tome dois
pontos Q1 = (g1,v1), Q2 = (ge,v2) em ¥ NW. Se 4 néo
é geodésica, existe uma curva & em W passando por (),
e @, tal que 4(@) < £(7) = £(v). Seja a = w(@); como
{(a) < £(a), isto contradiz o fato de ser v uma geodésica.

e) Um vetor em (p,v) € TM é chamado vertical se ele é
tangente a fibra 77!(p) ~ T,M. Mostre que:

(W, W) (pp) = {dr(W),dn(W)),, se W é horizontal,
(W, W) pw = (W, W),, se W & vertical,

onde estamos identificando o espago tangente a fibra
com T, M.

3. Sejam G um grupo de Lie, G sua élgebra de Lie,e X € G
(v. Exemplo 2.6, Cap. I). As trajetérias de X determinam
uma aplicagdo ¢: (—€,e) — G com ¢(0) = e, ¢'(t) =
X(p(2))-

a) Prove que ¢(t) estd definida para todo t € R e que
o(t+3s) =¢(t) - o(s), (¢: R — G é entdo chamado
um subgrupo a 1-parimetro de G).

Sugestdo: Seja p(to) = y, to € (—e¢,e). Mostre que,
pela invaridncia & esquerda, t — y~lp(t), t € (—¢,¢€), é
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também uma curva integral de X passando por e parat =
to. Por unicidade, ¢(ty) " p(t) = @(t — to), donde ¢ pode
ser estendida além de t; em um intervalo de amplitude €.
Isto mostra que o(t) estd definida para todo t € R. Além
disso, p(tg)™! = ¢(—to) e, como to é arbitrario, obtemos
o(t +s) = () - o(s).

b) Prove que se G tem uma métrica bi-invariante (, )
entao as geodésicas de G que partem de e sdo os sub-
grupos a 1-parametro de G.

Sugestio: Use a relagdo (v. Eq. (9) do Cap. II)

2X,VzY)=Z(X,Y)+Y(X,Z) - X(Y, Z)
+ (Z’ [Xa Y]) + (Y) [Xa Z]) - (X) [Ya Z])

e o fato que a métrica é invariante & esquerda para provar
que (X,VyY) = (Y,[X,Y]), onde X, Y e Z sdo cam-
pos invariantes a esquerda. Use também o fato que a bi-
invaridncia de (, ) implica que

(U, X],V) =—(U,[V,X]), X,UVe€q.

Segue-se que VyY = 0, para todo Y € G. Assim subgru-
pos a 1-parametro sao geodésicas. Por unicidade, geodésicas
sao subgrupos a l-parametro.

. Um subconjunto A de uma variedade diferenciavel M é
contrdtil a um ponto a € A quando as aplicagoes id4 (iden-
tidade em A) e k,: £ € A — a € A forem homotdpicas
(com ponto base a). A é contrdtil se o for a um de seus
pontos.

a) Mostre que as vizinhangas convexas em uma varie-
dade Riemanniana M s&o subconjuntos contréteis (a
qualquer de seus pontos).

b) Seja M uma variedade diferencidvel. Mostre que e-
xiste uma cobertura {U, } de M com as seguintes pro-
priedades:
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i) U, é um aberto contrétil, para cada a.
ii) Se Uy,y- .., U,, sdo elementos da cobertura, entdo
T

(N U,, é contratil.
1

5. Sejam M uma variedade Riemanniana e X € X(M). Seja
p € M esejam U C M uma vizinhanga de p, e ¢: (—¢,€) X
U — M uma aplicagdo diferencidvel tais que para todo
g € U acurvat — ¢(t,q) é a trajetéria de X passando
por gem t = 0 (U e ¢ sdo dados pelo teorema funda-
mental das equagtes diferenciais ordindrias, Cf. Teorema

2.2).

X é chamado um campo de Killing (ou uma isome-

tria infinitesimal) se, para todo ¢y € (—¢,¢€), a aplicagdo
©(to): U C M — M é uma isometria. Prove que:

a)

b)

d)

Um campo linear em R", definido por uma matriz A,
é um campo de Killing se e s6 se A é anti-simétrica.

Seja X um campo de Killing em M, p € M, e U uma
vizinhanca normal de p em M. Admita que p é o
tnico ponto de U que satisfaz X (p) = 0. Entdo, em
U, X é tangente as esferas geodésicas centradas em
D.

Sejam X um campo diferencidvel de vetores em M e
f: M — N uma isometria. Seja Y o campo de vetores
em N definido por Y(f(p)) = dfp(X(p)), p € M.
Entao Y é um campo de Killing se e somente se X
também o for. )

X édeKilling & (Vy X, Z)+(VzX,Y) = 0 para todo

Y,Z € X(M) (a equagdo acima é chamada equagdo
de Killing).

Sugestao para =: Por continuidade, basta provar a equagao
acima para pontos ¢ € U onde X(q) # 0. Se este é o caso,
seja S C U uma subvariedade de U passando por g, com
dimS = dimM — 1, e normal a X(q) # 0 em ¢. Sejam

(IL'1, .

.., Zn—1) coordenadas em uma vizinhanca V' C S de
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q tais que (z1,...,ZTn_1,t) sdo coordenadas em uma vizi-
nhanga V X (—g,e) C U e X = %- Fazendo X; = %’
obtém-se

(Vx, X, Xi) +(Vx, X, X;) = X

)

Xi, X;) — (X, Xi], X;)

—([X, X;], Xi) = = (X;, X;) = 0,

52

onde na iltima igualdade foi usado o fato de ser X um
campo de Killing.

e) Seja X um campo de Killing em M com X(q) # 0,
g € M. Entao existe um sistema de coordenadas
(z1,...,Z,) em uma vizinhanga de ¢, de modo que os
coeficientes g;; da métrica neste sistema de coordena-
das nao dependem de z,, .

. Seja X um campo de Killing (Cf. Exercicio 5) em uma

variedade Riemanniana M conexa. Admita que existe um
ponto ¢ € M tal que X(q) = 0 e VyX(q) = 0, para todo
Y(q) € T,M. Prove que X = 0.

Sugestdo: Mostre que, para todo t, a isometria local
o(t,) : U C M — M gerada pelo campo X (Cf. Exer-
cicio 5) deixa o ponto g fixo e sua diferencial em ¢ é a
aplicagao linear identidade de TyM. Para isto, observe que
doi: TyM — T, M para todo t. Além disto, [X,Y](q) =
(VxY —=VyX)(g) =0, por hipétese. Como

.1 d
0= 1Y, X)(a) = lim 3 ldp, ~ 1Y) = F(do)|
e dpsyt = dps - dpy, conclui-se que dy; nao depende de
t e € igual a Id. Use agora a aplicagdo exponencial para
mostrar que uma tal isometria é a identidade em M.

. (Referencial geodésico). Seja M uma variedade Riemanni-

ana de dimensao n e p € M. Mostre que existe uma vizi-
nhanga U C M de p e n campos de vetores F1,...,E, €
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X(U), ortonormais em cada ponto de U, tais que, em p,
Vg, E;j(p) = 0. Uma tal familia E;, i¢=1,...,n, de cam-
pos de vetores é chamada um referencial (local) geodésico
em p.

8. Seja M uma variedade Riemanniana. Sejam X € X (M)
e f € D(M). Defina divergéncia de X como a fungdo
divX: M — R dada por divX(p) = trago da aplicagdo
linear Y (p) — VyX(p), p € M, e gradiente de f como o
campo vetorial grad f em M definido por

(grad f(p),v) = dfp(v), pE M, veT,M.
a) Seja E;, ¢ = 1,...,n = dimM, um referencial

geodésico em p € M (V. Exercicio 7). Mostre que:

grad f(p) = Y _(Ei(f))Ei(p),

i=1

div X (p Z Ei(f:)(p), onde X = Z fiE;

=1

b) Suponha que M R", com coordenadas (zi,...,Z,)
e 62: = (0, .. ..,0) = e;. Mostre que:

grad f = Z g—fe,,
i=1 *

div X =ng’ onde X = Zfiei.

9. Seja M uma variedade Riemanniana. Defina um operador
A: D(M) — D(M) (o Laplaciano de M) por

Af =divgrad f, fe DM).
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a) Seja E; um referencial geodésico em p € M, i =
1,...,n=dim M (v. Exercicio 7). Mostre que

flp) = Z Ei(Ei(f))(p)-

Conclua dai que se M =R" , A coincide com o La-
placiano usual, a saber, Af = Y &4

b) Mostre que
A(f-g) = fAg+ gAf +2(grad f, grad g).

10. Seja f: [0,1]%[0,a] — M uma superficie parametrizada tal
que para todo tg € [0,a], a curva s — f(s,t9), s € [0,1],
é uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco,
ortogonal a curva t — f(0,t), t € [0,a], no ponto f(0,%o).
Mostre que, para todo (sg,t5) € [0,1] % [0,a], as curvas
s — f(s,to), t = f(so,t) sdo ortogonais.
Sugestdo: Derive <%§, %{) em relagao a s, obtendo

of of\ _ /Daf of\ . /df Dof
ds<5§ E> <dsas 6t>+<63’6t63>
<8f 8f> 0
2dt ds’ Os ’

onde usamos a simetria da conexao e o fato que z 55 =0.

111. Seja M uma variedade Riemanniana orientada. Seja v a
forma diferencial do grau n = dim M definida do seguinte
modo:

v(vy,...,vn)(p) = ¢/det({v;, v;))
=vol. orient. {vy,...,v.}, pE M,

onde vy, ...,v, € T,(M) sdo linearmente independentes, e
o volume orientado é afetado do sinal + ou — conforme a
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base {v1,...,v,} pertenga & orientacdo de M ou ndo; v é
chamado o elemento de volume de M. Para todo campo
X € X(M) defina o produto interior i(X)v de X por v
como a (n — 1)-forma:

iX)(Ys,....Y) =v(X,Ys,...,Y), Ya, ..., Y, € X(M).

Prove que
d(i(X)v) = div Xv.

Sugestao: Seja p € M e E; um referencial geodésico
em p. Escreve X = > f;E;. Sejam w; formas diferen-
ciais de grau um definidas em uma vizinhanga de p por
w;(E;) = b;5. Mostre que w; A -+ - A wy, é a forma volume
v de M. Em seguida, faca 60; = w1y A--- A@; A - A wy,
onde @; significa que o fato @; nao estd presente. Mostre
que i(X)v = Y (—1)"*! £;6; . Decorre dai que

d(i(X)v) = Z(—l)i+1 dfi A 6; + Z(—l)‘“ fi A d;

= (Z E,,(f:,,)) v+ Z(—l)i-'_l f,; A d0, .
Mas df; = 0 em p, pois
dwi(E;, Ej) = Ewy(E;) — Ejwk(E;) — wi([Ei, Ej])
= wk(VEiEj - VEJE,,)

Portanto

d(i(X)v) (Z Ei(f:) (p)) v = div X (p)v

como p é arbitrario, segue-se o pedido.

Observagdo. O resultado obtido significa que a nogao de di-
vergéncia de X tem sentido em uma variedade diferenciavel
orientdvel na qual foi escolhido um “elemento de volume”,
isto é, uma n-forma v que toma valores positivos em bases
positivas.



96

t12.

$13.

[CAP. Ill: GEODESICAS; VIZINHANGCAS CONVEXAS

(Teorema de E. Hopf). Seja M uma variedade Rieman-
niana orientdvel compacta e conexa. Seja f uma fungao
diferenciavel em M com Af > 0. Entdo f = const.. Em
particular, as fungoes harmoénicas em M, isto é, aquelas
para as quais Af = 0 sdo constantes.

Sugestao: Faga grad f = X. Usando o teorema de Stokes
e o resultado do Exercicio 11, obtém-se

/MAfv=/MdivXu=/Md(i(X)V)=/6Mz'(X)v=0.

Como Af > 0, temos 6f = 0. Usando de novo o teo-
rema, de Stokes para f2/2 e o resultado do Exercicio 9(b),
obteremos

0=/MA(f2/2)V=/MfAfV+/M|gradf|21/
= [ lgmad s,

0 que, junto com a conexidade de M, implica que f =
const..

Seja M uma variedade Riemanniana e X € X(M). Seja
p € M tal que X(p) # 0. Escolha um sistema de coor-
denadas (¢, z2,...,Z,) em uma vizinhanca U de p tal que
% = X. Mostre que se v = gdt Adxa A --- Adx, é 0
elemento de volume de M, entao

(X)W =gdzaA---ANdz, .

Conclua dai, usando o resultado do Exercicio 11, que

divX=§%t2~

Isto mostra que div X mede intuitivamente o grau de va-
riagdo do elemento de volume de M ao longo das trajetérias
de X.
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14. (Teorema de Liouwville). Prove que se G é o campo geodésico
de TM entao divG = 0. Conclua dai que o fluxo geodésico
preserva o volume de T'M.

Sugestdo: Seja p € M e considere um sistema (uy,...,u,)
de coordenadas normais em p. Tais coordenadas sao defini-
das em uma vizinhanga normal U de p considerando uma
base ortonormal {e;} de T, M e tomando como (uy, ..., Un)
as coordenadas de ¢ = exp, (Z uiei), i1=1,...,n. Emum

1
tal sistema de coordenadas, I‘fj (p) = 0, pois as geodésicas
que passam por p sao dadas por equagoes lineares. Por-
tanto, se X = Y z; a%i, entdo div X(p) = > g%;'
Sejam agora (u;) coordenadas normais em uma vizinhanga
UC M em torno de p € M e (u;,v;), v = Zvj%,

1,7 = 1,...,n, coordenadas em TM. Calcule oJelemento
de volume da métrica natural de TM em (q,v), ¢ € U,
v € TyM, e mostre que ele é o elemento de volume da
métrica produto em U x U no ponto (gq,q) (v. Exercicio
2(e)). Como a divergéncia de G s6 depende do elemento de
volume (v. Exercicio 11), e G é horizontal, podemos cal-
culé-la na métrica produto. Observe que nas coordenadas
(ui,v;) tem-se

G(uz) =, G('Uj) = _ngkvivk) k=1,...,n.
ik

Como os simbolos de Christoffel da métrica produto em
U x U sdo nulos em (p, p), obteremos finalmente, em p,

o0v; 0 ;
divG = 2; 6:; - XJ:E}—; (erkvwk) = 0.

ik




Capitulo IV

Curvaturas

1 Introducgao

A nogao de curvatura em uma variedade Riemanniana foi
introduzida por Riemann (v. Riemann [Ri]) de uma maneira
bastante geométrica, que passamos a descrever. Seja p um ponto
de uma variedade Riemanniana M e seja o C T, M um subespago
de dimensao dois do espaco tangente T, M a M em p. Considere
o conjunto das geodésicas que partem de p e sao tangentes a
o. Os segmentos de tais geodésicas em uma vizinhanga normal
U C M de p determinam uma subvariedade de dimensao dois
S C M (na linguagem atual, S é a imagem de exp, restrita a
o Nexp,'(U)). S possui uma métrica induzida pela incluséo.
Como Gauss havia provado que a curvatura de uma superficie
se exprimia em termos de sua métrica, Riemann podia falar na
curvatura de S em p, e indicd-la por K(p,o), (na linguagem
atual, K(p,o) é a curvatura seccional de M em p segundo o).
Esta foi a curvatura considerada por Riemann em [Ri]. Ela é uma
generalizacao natural da curvatura Gaussiana das superficies e é
claro que se M =R", K(p,o0) = 0 para todo p e todo o.

Riemann nao indicou uma maneira de calcular a curvatura
seccional a partir da métrica de M, o que s6 foi feito anos
mais tarde por Christoffel (v. Christoffel [Cf]; Cf. também
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Eq. (2) deste capitulo). Em verdade, todo o trabalho de Riemann
contém apenas uma férmula, a saber, uma expressao da métrica
para a qual K(p,0) = const. para todo p e todo o, e mesmo
esta féormula é apresentada sem demonstragdo. (A férmula de
Riemann seré apresentada no Exercicio 2(c) do Cap. VIII)

Como acontece freqiientemente em Matematica, uma for-
mulacao “trabalhdvel”’do conceito de curvatura levou um longo
tempo para ser desenvolvida. Quando finalmente apareceu uma
tal formulagao, ela possuia, ao lado da vantagem de poder ser
usada comodamente para demonstrar teoremas, a desvantagem
de estar tao afastada do conceito intuitivo inicial que parecia
uma criagao arbitraria.

Neste capitulo, apresentaremos uma definini¢ao de curvatura
que, intuitivamente, mede o quanto uma variedade Riemanni-
ana deixa de ser euclidiana (Cf. Def. 2.1). No Capitulo VI,
mostremos que a nogdo de curvatura seccional (Cf. Def. 3.2)
obtida a partir desta definicdo de curvatura generaliza a nogao
de curvatura Gaussiana das superficies, e coincide com o conceito
introduzido por Riemann.

2 Curvatura

2.1 Definigao. A curvatura R de uma variedade Riemanniana
M é uma correspondéncia que associa a cada par X,Y € X (M)
uma aplica¢do R(X,Y): X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z = VyVxZ —VxVyZ +Vixy|Z, Z € X(M),

onde V é a conexao Riemanniana de M.

Observe que se M = R", entdo R(X,Y)Z = 0 para todo
X,Y,Z € X(R™). Com efeito, se indicarmos por Z = (z1,...,25)
as componentes do campo Z nas coordenadas naturais do R”,
obteremos que

VxZ =(Xzn,...,Xz,),

donde
VyVXZ = (YXZl, PN ,YXZn),
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o que implica que
R(X,Y)Z =VyVxZ - VxVyZ +Vixy)Z =0,

como haviamos afirmado. Podemos, portanto, pensar em R
como uma maneira de medir o quanto M deixa de ser euclidiana.

Uma outra maneira de olhar a Definicdo 2.1 é considerar
um sistema de coordenadas {z;} em torno de p € M. Como
(2, 5; 2] = 0, obteremos

0

o 0 0
R (a—a’ 6—%) . = (Voy0s; Vosou; — Vosoz, Vojos;) 5— Bz,

isto é, a curvatura mede a nao-comutatividade da derivada co-
variante.

Estas interpretagtes sao, entretanto, mais ou menos formais.
Recomendamos ao leitor que procure se habituar, neste capitulo,
com as propriedades formais da curvatura e transfira para o
Capitulo VI a prova de uma interpretagdo mais geométrica da
curvatura. Observamos também que é freqiiente encontrar na
literatura uma definigao de curvatura que difere da Definigao 2.1
por um sinal.

2.2 Proposicao. A curvatura R de uma variedade Riemanni-
ana goza das segquintes propriedades:

(i) R € bilinear em X (M) x X (M), isto €,

R(fX; +9X2,Y1) = fR(X1,Y1) + gR(X2, V1),
R(Xy, fY1 + gYs) = fR(X1,Y1) + gR(X1, X3),

f,g € D(M)> X17X2a},17}/2 € X(M)

(ii) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) :
X(M) - X(M) € linear, isto é,

R(X,Y)(Z+ W) =R(X,Y)Z + R(X,Y)W,
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,

feDM), Z,W e X(M).
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Demonstragao: Verificaremos apenas (ii), deixando (i) a cargo
do leitor. A primeira parte de (ii) é ébvia. Quanto & segunda,
temos

VyVx(fZ)=Vy(fVxZ+ (Xf)Z) = fVyVxZ + (Y )(VxZ)
+ Xf(VyZ)+ (Y(XS))Z.

Portanto,

VyVx(fZ) - VxVy(fZ)
= f(VyVx = VxVy)Z+ ((YX - XY)f)Z),

ou ainda,

R(X,Y)fZ = fVyVxZ — fVxVyZ +([Y, X]|f)Z + fVxy)Z
+([X,Y]f)Z = fR(X,Y)Z. O
2.3 Observagao. Uma anilise da demonstragdo acima mostra

que a necessidade do aparecimento do termo V[x y}Z na definicao

de curvatura esta ligada ao fato de desejarmos que a aplicagao
R(X,Y): X(M) — X(M) seja linear (v. Obs. 2.6 adiante).

2.4 Proposicao. (Primeira Identidade de Bianchi).
R(X,Y)Z+R(Y,2)X + R(Z,X)Y =0.
Demonstracgao: Pela simetria da conexao Riemanniana, temos,

R(X,Y)Z+ R(Y,2)X + R(Z,X)Y =VyVxZ —VxVyZ
+VixyZ +VzVyX = VyVzX + V21X + VxVzY
—VzVxY +Vizx)Y =Vy[X,Z] + Vz[Y, X]| + Vx([Z,Y]
- Vixz)¥ = Vyx1Z —VinX =[Y,[X, Z]] + [Z,]Y, X]|
+ [X,[Z,Y]] =0,
onde na ultima igualdade aplicamos a identidade de Jacobi para
campos de vetores. O

De agora em diante, escreveremos por conveniéncia,
(R(X,Y)Z,T)=(X,Y,Z2,T).
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2.5 Proposigao. (a) (X,Y,Z, T)+(Y,Z, X, T)+(Z,X,Y,T)=0
(b) (X’K ZaT) = _(KX: Z:T)
(C) (X»Y:Z,T) = _(Xa},;Ta Z)
d) (X,Y,2,T)=(%2,T,X,Y).
Demonstragao:
(a) é novamente a identidade de Bianchi;
(b) segue diretamente da Defini¢ao 2.1;
(c) é equivalente a (X,Y, Z,Z) = 0, o que provaremos a se-
guir:

(X, Y, Z, Z) = (VnyZ - vayZ + V[x,y]Z, Z)
(VyVxZ,2) =Y (VxZ,Z) — (VxZ,VyZ),

(Vixyi2,2) = 51X, Y}, 2).

Logo

(X.Y,2,2) =Y (VxZ,2) ~ X{VyZ, 2) + 5 [X,Y)(Z, 2)
1

=5 Y(X(2,2)) - %X(Y(Z, Z))

+ % [X,Y)(Z,2) = —% [X,Y)(Z, Z)
+31X,Y)(2,2) =0,

o que demonstra (c).
Para demonstrar (d), usaremos (a), e escreveremos:

(X,Y,2,T)+(Y,2,X,T) + (2,X,Y,T) =0,
Y, Z,T,X)+ (Z,T,Y,X) + (T,Y, Z,X) = 0,
(Z,T,X,Y)+(T,X,2,Y) +(X,Z,T,Y) =0,
(T,X,Y,Z) + (X,Y,T,Z) + (Y,T, X, Z) = 0.
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Somando-se as equagoes acima, obtemos
2(Z2,X,Y,T)+2(T,Y,Z,X) =0
e, portanto,

(Z,X,Y,T) = (Y,T, Z,X). O

E conveniente escrever o que foi visto acima em um sistema
de coordenadas (U, z) em torno do ponto p € M. Indicaremos,
como de costume, 2 3 = = X; . Ponhamos

R(X’HXJ)X’C = Z z]k
Assim Rf;, sio as componentes da curvatura R em (U,z). Se
X=YuX;, Y= vX;, Z=) wX;,
i j k
obteremos, pela linearidade de R,

(1) R(X,Y)Z = ) Riuviu*X,.

i,3,k,£

Para exprimirmos RY; ,x em termos dos coeficinets I‘ da co-
nexao Riemanniana, escrevemos,

R(Xi, X;) Xk = Vx,Vx, Xx — Vx,Vx, X
= Vx, () ThXe) — Vx, (D T4Xy),
£ I3

o que, por um calculo direto, fornece
Z Z 9 -
(2) 'L]k - F P P:l + : ax jk *
7

Fazendo

(R(Xi, X;) Xk, X Z £ es = Rijs,
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poderemos escrever as identidades da Proposigao 2.5 como:

Rijks + Rjkis + Ryijs = 0

Rijks - _Rjiks
R'i,jks = _Rijsk
Rijks = Risij -

2.6 Observagao. A equagio (1), que depende da linearidade do
operador R, mostra que o valor de R(X,Y)Z no ponto p depende
unicamente dos valores de X, Y, Z em p e dos valores das fungoes
Rfjk em p. Observe que isto contrasta com o comportamento
da derivada covariante (v. Ob. 2.3, Cap. II), a razdo sendo
que a derivada covariante nao é linear. Em geral, as entidades,
como a curvatura, que sao lineares, sao chamadas tensores em
M (maiores detalhes serdo dados na Secdo 5).

3 Curvatura seccional

Intimamente relacionado com o operador curvatura estd a
curvatura seccional (ou Riemanniana), que passamos a definir.

No que se segue convém usar a seguinte notagao. Dado um
espago vetorial V| indicaremos por |z A y| a expressao

Izl vl — (z, )%,

que representa a drea do paralelogramo bi-dimensional determi-
nado pelo par de vetores z,y € V.

3.1 Proposigao. Seja o0 C T,M um subespago bi-dimensional
do espaco tangente T,M e sejam z,y € o dois vetores linear-
mente independentes. Entdo

(z,9,7,9)
Ko = Tongr

nao depende da escolha dos vetores z,y € o.
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Demonstracgao: Para evitar cdlculos, observemos que podemos
passar da base {z,y} de o para qualquer outra base {z’,y'} por
iteragdo das seguintes transformagoes elementares:

(a) {z,y} — {y,z}

(b) {z,y} — {Az,y}, (c) {z, 4} = {z+ y,y}.

E facil ver que K(z,y) é invariante por tais transformagoes,
o que demonstra o afirmado. O

3.2 Definicao. Dado um ponto p € M e um subespago bi-
dimensional ¢ C T,M o nimero real K(z,y) = K(o), onde
{z,y} é uma base qualquer de o, é chamado curvatura seccional
de o em p.

Além do fato de que a curvatura seccional tem interessantes
interpretagdes geométricas, sua importancia provém do fato de
que o conhecimento de K (o), para todo o, determina completa-
mente a curvatura R. Isto é um fato puramente algébrico:

3.3 Lema. Seja V um espaco vetorial de dimensdo > 2, munido
de um produto interno (, ). Sejam R: VXV xV -V eR': VX
V xV — V aplicagées tri-lineares tais que as condigées (a), (b),
(c) e (d) da Proposicdo 2.5 sejam satisfeitas para
(z,9,2,t) = (R(z,y)2,t), (z,9,2,1) = (R(z,y)z 1)
Se x, y sdo dois vetores linearmente independentes, escrevamos,
K(o) = (z,9,2,9) (o) = (@.9,2,9)"
|z A y|? |z A yl?

onde o € o subespago bi-dimensional gerado por x e y. Se para
todoo CV, K(o)=K'(0), entio R=R'.

Demonstragao: Basta provar que (z,y, z,t) = (z,y, 2,t)’ para
quaisquer z,y,2,t € V. Observemos primeiramente que, por

hipétese, temos que (z,y, z,y) = (z,y,2,y)’, para todo z,y € V.
Entao

(x+z’y7m+z7y) = ($+z’y’x+z’y)l’
donde

(z,y,2,9) +2(z,v,2,9) + (2,9, 2,9)
= (z,y,2,9) +2(z,9,2,9) + (2,9, 2,9)
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e, portanto
(z,9,2,9) = (2,9, 2,9),
para todo z,y,z € V.
Usando o que acabamos de provar, temos

(z,y+t,2,y+1t) = (z,y +t,2,y +1),
donde

(w7 y’ z’ t) + (a;) t’ z’ y) = (x’ y’ z? t), + (a:) t’ z? y),)

que pode ainda ser escrita como

(m)y,z7t) - (a:,y,z,t)' = (y,z,a:, t) - (y,z,:r,t)’.

Isto nos leva a concluir que a expresséo (z,y, z,t) — (z,y, 2, t)’
¢ invariante por permutagoes ciclicas dos primeiros trés elemen-
tos. Portanto, por (a) da Proposi¢ao 2.5, temos

3[($,y,2,t) - (‘T’y)zat)l] =0,

donde
(2,9, 2,t) = (z,9,2,t)
para todo z,y, 2,t € V. O

As variedades Riemannianas que possuem curvatura secci-
onal constante desempenharam um papel fundamental no de-
senvolvimento da Geometria Riemanniana. Trataremos destas
variedades com mais detalhes no Capitulo VIII deste livro. No
momento, queremos apenas mostrar como o lema anterior per-
mite obter uma caracterizagdo de tais variedades por meio das
componentes R;;i, da curvatura em uma base ortonormal. Isto
decorre do lema abaixo.

3.4 Lema. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto
de M. Defina uma aplicagdo trilinear R : T,M x T,M xT,M —
T,M por

(R(X,Y,W),2) = (X, W)Y, Z) — (Y, W)(X, Z),
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para todo X,Y,W,Z € T,M. Entdo M tem curvatura seccional

constante igual a Ky se e sé se R = KyR', onde R € a curvatura
de M.

Demonstragao: Admita que K(p, o) = Ko paratodoo C T, M,

e faca (R'(X,Y,W), Z) = (X,Y,W, Z)'. Observe que R’ satisfaz

as propriedades (a), (b), (c) e (d) da Proposigao 2.5. Como

(X,Y, X, Y) = (X, X)(Y,Y) - (X,Y)",
temos que, para todo par de vetores X,Y € T, M,
R(X,Y,X,Y) = Ko(IX*[Y* - (X,Y)") = KoR/(X, Y, X, Y).

Pelo Lema 3.3, isto implica que, para todo X, Y, W, Z,
R(X,Y,W,Z) = KoR'(X,Y, W, 2),

donde R = KyR'. A reciproca é imediata.

3.5 Corolario. Sejam M uma variedade Riemanniana, p um
ponto de M e {e1,... e}, n = dim M, uma base ortonormal
de T,M. Escreva Rijke = (R(ei,ej)ex,e0), 1,5,k,€=1,...,n.
Entdo K(p,0) = Ko para todo 0 C T,M, se e s6 se

Rijke = Ko(Gikdje — diedijk),

1, se i=j3
ij = .,
0, se i#].
Em outras palavras, K(p,o) = Ky para todo o C T,M se e sd
se Rijij = —Rijji = Ko para todo © # j, e Rijxe = 0 nos outros
€asos.

onde

4 Curvatura de Ricci e curvatura es-
calar

Algumas combinagdes das curvaturas seccionais aparecem com
tanta freqiiéncia que elas merecem nomes.
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Seja z = 2z, um vetor unitdrio em 7, M; tomemos uma base
ortonormal {21, 22, ..., 2p—1} do hiperplano de T, M ortogonal a
x e consideremos as seguintes médias:

1

Ricy(z) = — Z (R(z,z)x,2z), 1=1,2,...,n—1,

ij

K(p) = %Z Ricy(z;) = ',;(‘nl—_l_) > (R(zi, %)z, 7)),
j=1,...,n.

Vamos provar que as expressoes acima nao dependem da escolha
das correspondentes bases ortonormais; elas sao chamadas cur-
vatura de Ricci na dire¢do = e curvatura escalar (ou média) em
p, respectivamente.

Para provar estes fatos, daremos uma caracterizagao intrinse-
ca das expressoes acima. Primeiramente, vamos definir uma
forma bilinear em T,M como se segue: sejam z,y € T,M e
ponhamos

Q(z,y) = trago da aplicagdo z — R(z, 2)y.

@ é obviamente bilinear. Escolhendo z unitdrio e uma base
ortonormal {z1,...,2,-1,2, = z} para T,M temos

Q(.’I), y) = Z (R('T’ zi)y’ zi)

= Z (R(y, z:)x, ;) = Q(y, 1),

isto é, @ ¢ simétrica e Q(z,z) = (n — 1) Ric,(z); isso demonstra
que Ric,(z) estd intrinsecamente definida.

Por outro lado, & forma bilinear ) em T, M corresponde uma
aplicacao linear auto-adjunta K, dada por

(K(Z), y) = Q(.’E, y)'



[SEC. 4: CURVATURA DE RICCI E CURVATURA ESCALAR 109

Tomando uma base ortonormal {z1,...,2,}, temos
Trago de K =) (K(z),%) =) Q(z %)
J J

= (n—1) ) _Ricy(z) = n(n — 1)K(p),

J

o que demonstra o que haviamos afirmado.
A forma bilinear ﬁQ é, as vezes, chamada o tensor de Ricci.

Convém exprimir o que foi feito acima em um sistema de
coordenadas (z;). Seja X; = 0:1: , 9i; = (Xi, X;), e g a matriz
inversa de g;; (i.e. Z gikg* = 6’3) Entéo os coeficientes da forma,

bilinear —=Q na base {X;} sdo dados por

1

-1 zjk

Observe agora que se A: T,M — T,M é uma aplicacdo
linear auto-adjunta e B: T,M x T,M — R é a forma bilinear
a ela associada, i.e., B(X,Y) = (A(X),Y), entdo trago A =
>" B(X;, Xx)gt*. Portanto, a curvatura escalar no sistema (z;) é
ik

éada por
1 ik

Para concluir esta se¢ao, vamos estabelecer uma relagao que
nos sera util futuramente.

Seja f: A € R? — M uma superficie parametrizada
(Cf. Def. 3.3 do Cap. III) e sejam (s,t) as coordenadas de R2.
Seja V = V(s,t) um campo vetorial ao longo de f. Para cada
(s,t), é possivel definir R(gf, %)V de maneira 6bvia.

4.1 Lema.

DD. DD af of
3) 595" s R(as m)‘”
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Demonstragao: A prova é um longo calculo. Escolhamos um
sistema de coordenadas (U,z) em torno de p € M. Seja V =
S v'X;, onde v* = vi(s,t) e X; = - - Entéo

EV‘BS(ZM) Zv X+Z

e
D (D ovt D
at (63V> 6t6X Zata
ovt D 0%t
+2 Ea“;—aws’“

Portanto, trocando s por ¢ na expressao acima, e subtraindo,
obteremos

DD D D
&as Bsatv Z (atasi 5§5£Xi)'

Calculemos agora 2 2 X;. Ponhamos

f(s,t) = (z1(s,2),. .., zn(s, 1))

Entio & =% %’f}X,- e % =3 %k X, Assim, temos
J k

oz;
75 i = VE@a/00%,(X:) = Z —L Vx, X;

D D Oz;
535 " 5t (Z VM‘)

0%z,
= Z 595 VX Xi T Z Bs VZ(axk/at)xk(Vx, i)

o Oz
£~ tds
J

Oz; Oz
Vx, Xi + Z e 57 VaVxXi,




[SEC. 5: TENSORES EM VARIEDADES RIEMANNIANAS 111

ou seja,
DD DD
(a3~ zoa) % Z s e (V5 Vi m U Vo)

Juntando todo o anterlor, obtemos finalmente

D D D D _ 3IJ Ba:k
(3~ m1) " = LV s o T KX
of of
R(a m)v O

5 Tensores em variedades Riemanni-
anas

A nocao de curvatura é um caso particular da nogao de tensor
que é um objeto util em Geometria Diferencial. Apresentaremos
aqui uma rapida introdug@o ao estudo de tensores em uma va-
riedade Riemanniana. A idéia de tensor é uma generalizagao
natural da idéia de campos de vetores, e o ponto importante é
que, analogamente aos campos de vetores, os tensores podem ser
derivados covariantemente.

Para o que se segue convém observar que X' (M) é um médulo
sobre D(M), isto é, X(M) tem uma estrutura linear quando
tomamos como “escalares”os elementos de D(M).

5.1 Definigao. Um tensor T de ordem r em uma variedade
Riemanniana é uma aplicagao multilinear

T: X(M) x -+ x X(M) — D(M).

r fatores

Isto quer dizer que, dados Y3,...,Y, € X(M), T(Ys,...,Y;),
é uma funcdo diferencidvel em M, e que T é linear em cada
argumento, isto é,

TY:,...,.fX +gY,....Y,) = fTW,..., X,...,Yy)
+gT(Ys,....Y,...,Y,),
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para todo X,Y € X(M), f,g € D(M).

Um tensor T' é um objeto pontual em um sentido que passa-
mos a explicar. Fixe um ponto p € M e seja U uma vizinhanga
de p em M onde é possivel definir campos Ey, ..., E, € X(M"),
de modo que em cada q € U, os vetores {F;(q)}, 1 = 1,...,n,
formam uma base de T,M; diremos, neste caso, que {E;} é um
referencial movel em U. Sejam

lezyilEil,...,Y,: E yirE‘iri il,.,,"i,’_z]_,”.,n,
i1 i

as restrigoes a U dos campos Y3, ..., Y, , expressas no referencial
mével {E;}. Por linearidade,

T(}/l,,}/,,.) = Z Yiq “-yirT(Eila-'-aEir)-
T1yeensbr

As fungées T'(E,,, ..., E;.) =T, ;. em U sdo chamadas as com-
ponentes de T no referencial {E;}.

Da expressao acima decorre que o valor de T'(Y3,...,Y;) em
um ponto p € M depende apenas dos valores em p das compo-
nentes de T, e dos valores de Y3,...,Y, em p. E neste sentido
que dizemos que T é pontual.

5.2 Exemplo. O tensor curvatura
R: X(M) x X(M) x X(M) x X(M) - D(M)
é definido por
R(X,Y,Z, W)= (R(X,Y)Z,W), X)Y,Z, W e X(M).

E imediato verificar que R é um tensor de ordem 4, cujas com-

ponentes no referencial {Xi = %} associado a sistemas de co-
1

ordenadas (z;) sdo

R(Xi, Xj, Xk, Xe) = Rﬂ‘jkl )

5.3 Exemplo. O “tensor métrico”’G: X(M) x X(M) — D(M)
é definido por G(X,Y) = (X,Y), X, Y € X(M). G éum tensor
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de ordem 2 e suas componentes no referencial {X;} sdo os coe-

ficientes g;; da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas
dado.

5.4 Exemplo. A conex@o Riemanniana V definida por:

V: X(M) x X(M) x X(M) — D(M)
V(X,Y,2) = (VxY,Z), X,Y,Z € X(M),

nao é um tensor, pois V nao € linear em relagao ao argumento Y.

5.5 Observagao. E possivel definir a nog¢do de tensor em uma
variedade diferencidvel sem métrica Riemanniana. Neste caso,
é necessdrio distinguir os tensores covariantes (que acabamos
de definir) dos tensores contravariantes (que poderiamos defi-
nir de maneira anéloga, utilizando no lugar de X' (M) o seu dual
X*(M)). Em uma variedade Riemanniana isto é desnecessério,
pois a métrica Riemanniana faz corresponder a cada X € X (M)
um unico elemento w € X*(M) dado por

w()=(X,Y), paratodo Y € X(M).

Tal correspondéncia permite identificar os tensores contravari-
antes com os tensores covariantes. Por medida de economia, nos
restringimos aos tensores covariantes.

5.6 Observagao. Por varias razoes, convém identificar o campo
X € X(M) com o tensor X: X(M) — D(M) dado por X(Y) =
(X,Y), para todo Y € X(M).

E possivel estender aos tensores a nogao de derivada cova-

riante. Mostremos dentro em pouco que a seguinte definicao é
bastante natural.

5.7 Definigao. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial
covariante VT de T é um tensor de ordem (7 + 1) dada por

VT(Y,...,Y,,Z) = Z(T(Ys,...,Y.)) = T(VzYs,...,Y,)
—“'—T(Yl,---,Yr—l,Ver)-
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Para cada Z € X(M), a derivada covariante VzT de T em
relag@o a Z é um tensor de ordem r dado por

V,T(Yi,...,Y,) =VT(Y,...,Y,, 2).

Vamos mostrar que, em um referencial conveniente, a de-
finicao de derivada covariante de um tensor 7' em relagao a
Z € X(M) se torna de fato natural. Para isto, seja p € M
e seja a: (—€,e) — M uma curva diferenciavel com a(0) = p,
o (t) = Z(a(t)). Seja {ei,...,en} uma base de T,M e seja e;(t)
o transporte paralelo de e; ao longo de o = a(t), i = 1,...,n.
Sejam T;, ; (t) as componentes, na base {e;(t)}, da restricdo
T(c(t)) de T & curva . Entdo, por definigdo de VT,

(VZT)(eil (t)7 cee €y (t)) = ditnlmir (t) - T(VZ €i (t)’ ey Gy (t))
— e — T(Cil(t), e ,VZ e,r(t))

Como Vze;(t) = 0, teremos, por linearidade,

(V2T )iie = (2T)en (0,04 (0) = 5 T

Em outras palavras, neste referencial, as componentes da deri-

vada covariante de T sao as derivadas usuais das componentes
de T.

5.8 Exemplo. A diferencial covariante do tensor métrico é

o tensor identicamente zero. Com efeito, para todo X,Y,Z €
X (M),

pois V é a conexao Riemanniana.

5.9 Exemplo. Seja X € X(M). Identifiquemos X com o tensor
que faz corresponder ao campo Y € X(M) a funcdo (X,Y) (v.
Obs. 5.6). A derivada covariante do tensor X em relacdo ao
campo Z € X (M) é tal que, para todo Y € X (M),

VzX(Y)=VX(Y,Z) = Z(X(Y)) - X(VzY)
= Z(X,Y) — (X,VzY) = (VzX,Y).
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Decorre dai que o tensor VzX pode ser identificado ao campo
VzX. Isto justifica a notagao adotada, e mostra que a derivada
covariante de tensores é uma generalizagao da derivada covari-
ante de vetores.

Exercicios

1. Seja G um grupo de Lie com uma métrica (, ) bi-invariante.
Seja X,Y,Z € X(G) campos unitérios e invarianes & es-
querda em G.

a) Mostre que VxY = 1 [X,Y].

Sugestdo: Use a simetria da conexao e o fato que Vx X =0
(Cf. Exercicio 3 do Cap. III).

b) Conclua de (a) que R(X,Y)Z = 1 [[X,Y], Z].

c) Prove que, se X e Y sdo ortonormais, a curvatura
seccional K (o) de G segundo o plano o gerado por X
e Y é dada por

K(9) = ;11X Y111

Portanto, a curvatura seccional K(o) de um grupo de Lie
com métrica bi-invariante é nao negativa e € zero se e sO
se o € gerado por vetores X, Y tais que [X,Y]=0.

2. Seja X um campo de Killing (v. Exercicio 5 do Cap. III)
em uma variedade Riemanniana M. Defina uma aplicagao
Ax: X(M) - X(M) por Ax(Z) = VzX, Z € X(M).
Considere a fungéo f: M — R dada por f(q) = (X, X),,
g € M. Seja p € M um ponto critico de f (isto é, df, = 0).
Prove que, para todo Z € X (M), em p,

a) (Ax(2), X)(p) =0.
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b) (Ax(2), Ax(2))(p) = 32(Z(X, X))(p)
+HR(X, Z)X, Z)(p).

Sugestdo para (b): Faga S = 1 ZZ(X, X)—(R(X, Z2)X, Z).
Usando a equagdo de Killing (VzX, X) + (VxX,Z) =0
(Cf. Exercicio 5 do Cap. III), obteremos

S=(Vix,z1X,2Z) —(VxX,V3zZ) - (VxV3X,Z).
Usando de novo as equagoes de Killing, obteremos

S = —(VzX, VxZ) + (VzX, V2X>
+(VzX,VxZ) - (VxX,Vz2Z)
— (V2X,V2X) - (VxX,V2).

Como, pela equagdo de Killing em p, VxX(p) = 0, con-
cluimos o afirmado.

Seja M uma variedade Riemanniana compacta de dimensao
par e com curvatura seccional positiva. Prove que todo
campo de Killing X em M possui uma singularidade
(i.e., existe p € M tal que X(p) = 0).

Sugestao: Seja f: M — R afung¢do f(q) = (X, X)(q), q €
M, e seja p € M um ponto de minimo de f (Cf. Exercicio
anterior). Suponha que X (p) # 0. Defina uma aplicagdo
linear A: T,M — T,M por A(y) = AxY(p) = VyX(p),
onde Y é uma extensdo de y € T,M. Seja E C T,M o or-
togonal de X (p). Use o exercicio anterior para mostrar que
A: E — FE é um isomorfismo antisimétrico. Isto implica
que dim £ = dim M — 1 é par, o que é uma contradicao;
logo X (p) = 0.

Seja M uma variedade Riemanniana com a seguinte propri-
edade: dados dois pontos quaisquer p,q € M, o transporte
paralelo de p a ¢ nao depende da curva que liga p a q.
Prove que a curvatura de M é identicamente nula, isto é,
para todo X,Y,Z € X(M), R(X,Y)Z =0.
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Sugestao: Considere uma superficie parametrizada f: U C
R? — M, onde

U={(s,t) eR} —e<t<l+e —e<s<l+ee>0}

e f(s,0) = f(0,0), para todo s. Seja Vo € Tfp0)(M) e
defina um campo V ao longo de f por: V(s,0) =V, e, se
t #0, V(s,t) é o transporte paralelo de V; ao longo da
curva t — f(s,t). Entdo, pelo Lema 4.1,

DD~ DD of of
3ot 0% mas T R(at 33>V'

Como o transporte paralelo nao depende da curva escolhi-
da, V(s,1) é o transporte paralelo de V(0,1) ao longo da
curva s — f(s,1), donde 2 V(s 1) = 0. Logo,

Rg0,) ( (0, 1) (0 1)) V(0,1) =0.
Use a arbitrariedade de f e Vj para concluir o pedido.

5. Seja v: [0,4] — M uma geodésica e X € X(M) tal que
X (v(0)) = 0. Mostre que
Vy (R(Y, X)7)(0) = (R(v', X")7)(0),
onde X' = ==

Sugestao: Seja R o tensor curvatura do Exemplo 5.2. Ob-
serve que, para todo Z € X(M), et =0,

0= (V7'R)(7I’X7 7I’ Z)
= SAR(, XN, 2) ~ RO, XV 2) — (R, X, 7
= (Vy(R(Y, X)), 2) — (R(Y, X'\, Z).

6. (Espagos localmente simétricos). Seja M uma variedade
Riemanniana. M é um espago localmente simétrico se
VR = 0, onde R é o tensor curvatura de M. (O signi-
ficado geométrico desta condigdo serda dado no Exercicio
14 do Cap. VIII).
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a) Seja M um espago localmente simétrico e seja também
c:[0,£) - M uma curva de M. Sejam X, Y, Z cam-
pos de vetores paralelos ao longo de . Prove que
R(X,Y)Z é um campo paralelo ao longo de c.

b) Prove que se M é localmente simétrico, conexo, e tem
dimensao dois, entao M tem curvatura seccional cons-
tante.

c) Prove que se M tem curvatura (seccional) constante,
entdo M é um espago localmente simétrico.

7. Prove a 221dentidade de Bianchi:

VR(X,Y,Z,W,T) + VR(X,Y,W,T, Z)
+VR(X,Y,T,Z,W) =0

para todo X,Y,Z,W,T € X(M).

Sugestdo. Como as entidades envolvidas sao tensores, basta
demonstrar a igualdade em um ponto p € M. Escolha um
referencial geodésico {e;} em torno de p (v. Exercicio 7 do
Cap. III). Neste referencial V,e;(p) = 0, donde

VR(ei, €, ek, ez, ex) = en(R(ei, €;)ex, ) = en{R(ex, €e)e;, €;)
(Vehvegvekei - Vehvekveee‘i + Vth[ek,eZ]ei, e])

Portanto, usando a identidade de Jacobi para o colchete,

VR(ei,e;, ex, e, en) + VR(e;, €}, €q, €n, €k)
+ VR(eia €j,€h, €k, 68) = R(Bg, €h, Vekeh ej)
+ R(Ch, €k, Vegei> ej) + R(eka €y, Veheia ej) = 0>

uma vez que cada uma das parcelas se anula em p. O caso
geral segue por linearidade.

8. (O Teorema de Schur). Seja M™ uma variedade Riemanni-
ana conexa com n > 3. Suponha que M ¢é isotrdpica, isto
é, para cada p € M, a curvatura seccional K(p,o) ndo de-
pende de 0 C T,M. Prove que M tem curvatura seccional
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constante, isto é, K(p, o) também nao depende de p.
Sugestdo: Defina um tensor R’ de ordem 4 por

Se K(p,0) = K nao depende de o, pelo Lema 34, R =
KR'. Portanto, para todo U € X(M), VyR = (UK)R'.
Utilizando a 22 identidade de Bianchi (v. Exercicio 7):

VR(W, 2, X,Y,U) + VR(W, 2,Y, U, X)
+VRW,Z,U,X,Y) =0,
obteremos, para todo X,Y, W, Z, U € X(M),
0= UK)(W,X)}2,Y) - (Z,X)(W,Y))
+(XK)(W,YN(Z,U) - (Z,Y){(W,U))
+(YK)((W,U)(Z, X) — (Z, U)W, X)).
Fixe p € M. Como n > 3, é possivel, fixado X em p,
escolher Y e Z em p tais que (X,Y) = (Y, Z) = (Z, X) =0,

(Z,Z) = 1. Faga U = Z em p. A relagdo acima fornece,
para todo W,

(XK)Y — (YK)X,W) =0.
Como X e Y sao linearmente independentes de p, conclui-
mos que X K = 0 para todo X € T,M. Logo K = const.
9. Prove que a curvatura escalar K(p) em p € M é dada por

1

wn_l Sn—1

K(p) =

Ric,y(z)dS™ !,

onde wp_; é a drea da esfera unitria ™! de T, M.
Sugestdo: Use o seguinte argumento geral sobre formas
quadraticas. Considere uma base ortonormal ey, ..., e, em

n
T,M tal que se z = Y z;e;,

i=1

Ric,(z) = Z Az?, A real
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Como |z| = 1, o vetor (z1,...,Z,) = v é um vetor normal
unitdrio em S™!. Indicando por V = (M1, ..., AnTy), €

usando o teorema de Stokes, obteremos

1 2 n—1 __ 1 / -
oo o (S = 2 [ inias
1

Wnp—1 Sn—1

div VdB",
onde B™ é a bola unitdria limitada por S*~! = dB™. No-
tando que vol B" /w,_; = 1/n, concluimos que

1
Wnp—1 Sn—1

Ric,(z)dS™! = 1 divV = PBL
n n

_ > Ricp(es) = K(p).

(Variedades de Einstein). Uma variedade Riemanniana
M™ é chamada uma variedade de Finstein se, para todo
X, Y € X(M), Ric(X,Y) = MX,Y), onde \: M - R é
uma fungao real. Prove que:

a) Se M™ é conexa e de Einstein, com n > 3, entdao A é
constante em M.

b) Se M3 é uma variedade de Einstein conexa, entao M3
tem curvatura seccional constante.

Sugestdo para (a): Considere um referencial {e;}, i =
1,...,n > 3, ortonormal e geodésico em um ponto p € M
(v. Exercicio 7 do Cap. IV). A 22 identidade de Bianchi
(v. Exercicio 7) em p se escreve

™ es(Rhijk) + €j(Rhiks) + €x(Rhrisj) =0

onde Rhijk sao as componentes do tensor curvatura neste
referencial, e levou-se em conta que V.e;(p) = 0. Observe
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que (e;, ex) = gir, = dix = 6'F. Multiplicando (*) por §;x04; €
somando em %, k, h, 7, obteremos: para a primeira parcela,

2 Onjlikes(Rhiji) = es( Z OnjOik Rhijk)

ikjh ikjh
= es( ) 8niRnz) = es(D_ 6 (Adns)) = mes(N);
hj hj

para a segunda parcela,

Z Onjoikej(Rhiks) = — Z dnie; ( z Sik Rhisk )
ik

ikjh jh

=) " bnsei(Aons) = —es(N);
jh
e para a terceira parcela,

Z Onjdicer(Rhisj) = —es(A).

ikjh

Portanto, (*) implica que, para todo s, (n — 2)es(\) =0.
Pela arbitrariedade de p, )\ é constante em M.



Capitulo V

Campos de Jacobi

1 Introducgao

Neste capitulo obteremos uma primeira relagdo entre os dois
conceitos fundamentais introduzidos anteriormente, a saber, geo-
désicas e curvatura. Conforme veremos (Cf. Obs. 2.11), a cur-
vatura K(p,0), 0 C T,M, indica qudo rapidamente “se afas-
tam”as geodésicas que saem de p e sao tangentes a 0. Para
formalizar de maneira precisa esta velocidade de afastamento
das geodésicas, necessitamos introduzir os chamados campos de
Jacobi. Campos de Jacobi sao campos de vetores ao longo
de geodésicas, definidos por meio de uma equagao diferencial
que aparece naturalmente no estudo da aplicagdo exponencial
(Cf. Sec. 2). Além de fornecer a relagao acima mencionada, os
campos de Jacobi permitem obter uma caracterizagao simples
das singularidades da aplicagdo exponencial (Cf. Prop. 3.5).

2 A equacgao de Jacobi

Seja M uma variedade Riemanniana e p € M. Na demons-
tragdo do Lema de Gauss vimos que se exp, estd definida em
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v € T,M, e escolhemos w € T,(T, M), entdo

0
(dexp,),w = 2L (1,0),

onde f é uma superficie parametrizada dada por
f(t7 3) = expp t’U(S), 0 <t S 1) —€<s< &,

e v(s) é uma curva de T,M com v(0) =v, v'(0) =w.

Gostariamos de obter informacdes sobre ||(d exp,), (w)||. Uma
das razdes para isto é que ||(dexp,), (w)|| indica intuitivamente
a velocidade de afastamento das geodésicas t — exp,, tv(s) que
saem de p. Como veremos adiante, um tal afastamento esta as-
sociado com o valor da curvatura seccional em p segundo o plano
gerado por v e w. Outra razéo, é que se tivermos ||(d exp,), (w)|| =
0 com w # 0, entao v serd um ponto critico de exp, .

Convém estender ligeiramente o nosso objetivo e estudar o
campo

of
(dexPp)tv(tw) = -6—.8(t, 0)
ao longo da geodésica y(t) = exp,(tv), 0<t<1.
A primeira observagéo é que %E satisfaz uma equacao dife-

rencial. Com efeito, como 7y é uma geodésica, temos para todo
(t,s), 22 =0. Logo, pelo Lema 4.1 do Cap. IV,

D(DBf) D D of R(Bf Bf)@f

T Bs\Btot) otosor | \ds ot) ot
— 2 2 a_f + R ﬂ ﬁ g
Ot ot Bs ot’ds) ot
Fazendo %g(t, 0) = J(t), obteremos que J satisfaz a equagio
D%*J
(1) —z TRO®),J@))Y(#) = 0.

A equacgao acima é chamada equacdo de Jacobi. Como ela
aparece em varias situagoes, convém fazer dela um estudo sepa-
rado. Iniciaremos com uma definicao.
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2.1 Defini¢ao. Seja 7y: [0,a] — M uma geodésica de M. Um
campo de vetores J ao longo de v é um campo de Jacobi se
satisfaz a equagdo de Jacobi (1), para t € [0, a.

Um campo de Jacobi é determinado pelas condigoes iniciais
J(0), thl(O). Com efeito, sejam e;(t), . . ., e,(t) campos paralelos
e ortonormais ao longo de v. Escrevamos:

J(t) = Z fit)ei(t), ai; = (R(Y(t), €))7 (t), €;(2)),

,j=1,...,n=dim M.
Entao D%J
o = Zfi”(t)e'i(t)v

R('Y,, J)'V, = Z (R(7l, J)7,’ ej)ej

J
=Y fR(Y €)Y ei)e; = ) fiaize; .
ij ij
Portanto, a equagao (1) equivale ao sistema
A6+ a®)fit) =0, j=1,...,n,

que é um sistema linear de segunda ordem. Assim, dadas as
condigdes iniciais J(0), ZZ(0), existe uma solugio C* do sis-
tema, definida em [0, a]. Existem, portanto, 2n campos de Jacobi
linearmente independentes ao longo de +.

2.2 Observagao. Convém notar v/(t) e ty/(t) sdo campos de
Jacobi ao longo de . O primeiro tem derivada zero e nunca se
anula; o segundo € nulo se e s6 se t = 0. Devido a esses fatos, s6
consideraremos campos de Jacobi ao longo de ¥ que sao normais
ay.

2.3 Exemplo. (Campos de Jacobi em variedades de curvatura
constante). Seja M uma variedade Riemanniana de curvatura
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seccional constante K, seja v: [0,4] — M uma geodésica norma-
lizada em M e seja J um campo de Jacobi ao longo de -, normal
a 7. Afirmamos que do fato de ser |¢/| = 1 e do Lema 3.4 do
Capitulo IV, segue que

R(+,J)Y = KJ.
Com efeito, para todo campo de vetores T' ao longo de v tem-se
(R(Y, )Y, T) = K{(+',2¥){J,T) = (v, T){J,")} = K(J,T),

donde o afirmado.
Portanto a equagao de Jacobi se escreve
D?Jj
2 —+ KJ=0.
(2) —a TEJ=0
Seja w(t) um campo paralelo ao longo de 7y com (v/(¢),w(t)) =0
e |w(t)| = 1. Verifica-se facilmente que

[ sen(tvK) wlt)
\/R )
J(t) = ¢ tw(t), se K =0,
senh(tv/—K)
Vv

é a solucdo de (2) com as condigdes iniciais J(0) = 0, J'(0) =
w(0).

Como vimos anteriormente, dados p € M, v € T,M e w €
T,(T,M), podemos construir um campo de Jacobi ao longo da
geodésica y: [0,1] — M, dada por 7(t) = exp,, tv. Para isto con-
sideramos a superficie parametrizada dada por f(t, s) = exp,, tv(s),
onde v(s) é uma curva em T, M com v(0) = v, v'(0) = w, e faze-
mos J(t) = %L (¢,0). Observe que J(0) = 0.

Vamos mostrar que esta é essencialmente a uinica maneira de
construir campos de Jacobi ao longo de (t) com J(0) = 0. Mais
precisamente, temos a seguinte proposicao.

se K >0,

w(t), se K <0,
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2.4 Proposigdo. Seja v: [0,a] — M uma geodésica norma-
lizada e seja J um campo de Jacobi ao longo de y com J(0) =
Faga Z2(0) = w e v(0) = v. Considere w como um elemento de
Too(Ty0)M) e construa uma curva v(s) em Ty M com v(0) =
av, v'(0) = w. Faga f(t,s) = exp, tv(s), p = ¥(0), e defina um
campo de Jacobi J por J(t) = ag'g(t,O). Entdo J = J em [0, q].
Demonstragao: Para s = 0, teremos

cli?t (391; gt((d exXpy),, (tw)) = —(t(d €XPp)y, (W)

= (dexp,),,(w) +1 E((d expp ) (w))-
Portanto, para t =0,

B 10)= 2. %0,0) = (dexp )y(w) = w

Como J(0) = J(0) =0 e 22(0) = (0) w, concluimos, pelo
teorema de unicidade, que J = J. a

2.5 Coroldrio. Seja v: [0,a] — M uma geodésica. Entao um
campo de Jacobi J ao longo de v com J(0) =0 € dado por

J(t) = (dexp,),, ) (t(0)), t € [0,a).

2.6 Observagdo. E possivel obter uma construcio andloga a
da Proposicao 2.4 para campos de Jacobi que nao satisfazem a
condicdo J(0) = 0. Como nao utilizaremos este fato, deixaremos
a sua demonstragdo como um exercicio (Exercicio 2).

Vamos agora relacionar a velocidade de afastamento das geo-
désicas que saem de p € M com a curvatura em p. De agora
por diante, por simplicidade de notagao, 1ndlcaremos =J,

D2J "
5 = J", etc.

2.7 Proposigao. Sejap € M e vy: [0,a] = M uma geodésica
com ¥(0) = p, ¥'(0) = v. Seja w € T,(T,M) com |w| =1 e seja
J o campo de Jacobi ao longo de v dado por

J(t) = (dexp,), (tw), 0<t<a.
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Entdo o desenvolvimento de Taylor de ||J(t)||? em torno det =0
€ dado por

@ WO =£ - 5 (Re,w),w) + RG),

onde lim E—(ﬁ =0.
t—0 t

Demonstragao: Como J(0) =0 e J'(0) = w, teremos, para os
trés primeiros coeficientes:

(J,J)(0) =0,
(4, 1)'(0) = 2(J,J)(0) = 0,
(J, JY"(0) = 2(J', J')(0) + 2(J", J)(0) = 2.

Por outro lado, como J”(0) = —R(v', J)7¥'(0) = 0, teremos
(J,7)"(0) = 6(J", J")(0) + 2(J", J)(0) = 0.
Precisamos agora do seguinte fato:
(4) Vy(R(Y, J)7)(0) = R(v', J')7'(0).
Para provar (4), note que para todo W, e em t = 0,
D / / d ! / / / !
E(R(’y )J)’Y))W = E(R(’Y aW)’YaJ) - <R(7aJ)7aW>
D
— (GREWY).T ) + (R WY, )
=(R(Y,J"), W)
o que prova (4).
Decorre de (4) e da equagdo de Jacobi que J”(0) =
—R(v, J')¥(0). Portanto,

(J, )" (0) = 8(", ")(0) + 6(J", ") (0) + 2", J)(0)
= —8(J', R(Y, JW)(0) = ~8(R(v, w)v, w).
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Juntando os valores acima, obteremos (3). O

2.8 Observagao. A expressio (4) pode também ser obtida
utilizando a derivagao de tensores descrita na Secgdo 5 do Cap.
IV (v. Exercicio 5 do Cap. IV).

2.9 Coroldrio. Se «v: [0,4] — M estd parametrizada pelo com-
primento de arco, (i.e., [v| = 1) |lw| =1 e (w,v) =0, a expressio
(R(v,w)v,w) € a curvatura seccional em p sequndo o plano gera-
do por v e w. Portanto, neste caso,

6) @I = - 3 K(p,0)t* + R()

2.10 Corolario. Nas mesmas condigoes do coroldrio anterior,

1 ~ . Rt
©  IOI=t- Kp,o)? +F, lm D —o
2.11 Observagao. A expressdo (6) contém essencialmente a
relagao entre geodésicas e curvatura, mencionado no inicio deste
capitulo. Com efeito, considerando a superficie parametrizada

f(t,s) = exp, tv(s), te€[0,0], s€(—¢e),

onde ¢ é suficientemente pequeno para que exp, tv(s) esteja de-
finida, e v(s) é uma curva de T,M com ||v(s)|| = 1, v(0) = v,
v'(0) = w, vé-se que os raios t — tv(s), t € [0,4], que saem
da origem 0 de T,M se afastam do raio ¢ — tv(0) com uma

velocidade 5
| (Z5000)) @] = el =

Por outro lado, (6) nos diz que as geodésicas t — exp,(tv(s))
se afastam da geodésica «(t) = exp,tv(0) com uma velocidade
que difere de t por um termo de terceira ordem em ¢, dado por
—% K(p,0)t3. Isto quer dizer que, localmente, as geodésicas se
afastam menos que os raios de T, M, se Kp(o) > 0, e se afastam
mais que os raios de T,M, se K (o) < 0. Em verdade, para t
pequeno, o valor de K(p,o)t® fornece uma aproximagio para a
medida deste afastamento com um erro de ordem ¢3.
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3 Pontos conjugados

Passaremos agora a relacionar as singularidades da aplicagao
exponencial com os campos de Jacobi. Antes precisamos de al-
gumas definigGes.

3.1 Defini¢ao. Seja «v: [0,a] — M uma geodésica. O ponto
v(to) é conjugado de ¥(0) ao longo de v, to € (0, al, se existe um
campo de Jacobi J ao longo de 7, ndo identicamente nulo, com
J(0) = 0 = J(to). O nimero maximo de tais campos linearmente
independentes é a multiplicidade do ponto conjugado ~y(t).

Observe que se ¥(tg) é conjugado de y(0), entdo y(0) é con-
jugado de 7(to).

3.2 Observagao. Se a dimensao de M € n, existem exata-
mente n campos de Jacobi linearmente independentes ao longo
de uma geodésica v: [0,a] — M, que se anulam em ~y(0). Isto
decorre do fato, facilmente verificado, que os campos de Jacobi
J1,...,Jx com J;(0) = 0 sdo linearmente independentes se e s6
se J1(0), ..., J;(0) sdo linearmente independentes. Além disto, o
campo de Jacobi J(t) = t/(t) nunca se anula para t # 0 (v. Obs.
2.2). Decorre dai que a multiplicidade de um ponto conjugado
nunca excede n — 1.

3.3 Exemplo. Seja S™ = {z € R"*!;||z|| = 1}. Neste exemplo,
admitiremos um fato a ser demonstrado no préximo capitulo, a
saber, que as curvaturas seccionais de S™ sdo iguais a um. O
campo de Jacobi em S™ dado no Exemplo 2.3, isto é, J(t) =
(sent)w(t), satisfaz a condigdo J(0) = J(m) = 0. Portanto, ao
longo de qualquer geodésica v de S™, o ponto antipoda ~y(m)
de v(0) é conjugado de v(0). E imediato verificar que existem
n — 1 tais campos que sao linearmente independentes, isto €, a
multiplicidade de «(m) como ponto conjugado de y(0) é n — 1.

3.4 Definicao. O conjunto dos (primeiros) pontos conjugados
a um ponto p € M, para todas as geodésicas que saem de p,
é chamado o lugar dos pontos conjugados de p e indicado por

C(p)-



130 [CAP. V: CAMPOS DE JACOBI

Em S™, C(p) = {-p}, para todo p. O caso de S™ nio é, en-
tretanto, tipico. Um exemplo mais tipico é dado pela elipséide,
onde C(p) é, em geral, uma curva com quatro pontos singulares
(v. Fig. 4 do Cap. XIII); Cf. Braunmiihl, A., “Geodatische Li-
nien auf dreiachsigen Flachen 2-Grades”, Math. Ann., 20 (1882),
557-586.

A proposigao seguinte relaciona pontos conjugados com as
singularidades da aplicagao exponencial.

3.5 Proposicao. Seja v: [0,a] — M uma geodésica e faga
v(0) = p. O ponto ¢ = ¥(to), to € (0,a], é conjugado de p ao
longo de v se e somente se vy = tgy'(0) € um ponto critico de
exp, . Além disto, a multiplicidade de q como ponto conjugado
de p € igual a dimensdo do nicleo da aplicagdo linear (d expp)v0 .
Demonstragao: O ponto ¢ = (o) é ponto conjugado de p
ao longo de 7y se e somente se existe um campo de Jacobi nao
nulo J ao longo de y com J(0) = J(ty) = 0. Sejam v = +/(0) e
w = J'(0). Pelo Corolério 2.5, J(t) = (dexp,),,(tw), t € (0,a].
Observe que J é ndo nulo se e s6 se w # 0. Portanto ¢ = (o)
é conjugado de p se e s se

0= J(tO) = (dexpp)tov(tow)) w 74 Oa

isto é, se e somente se tov é um ponto critico de exp, . A primeira
afirmacao estd portanto provada.

A multiplicidade de q é igual ao nimero de campos de Jacobi
J1, ..., Ji linearmente independentes que se anulam em 0 em ;.
Como ¢ imediato verificar, os campos Ji, ..., Ji sao linearmente
independentes se e s6 se Ji(0),...,J;(0) sdo linearmente inde-
pendentes em T,M. Pela construgado acima, a multiplicidade de
g é igual & dimensdo do nicleo de (dexp,), , - a

Concluiremos este capitulo apresentando algumas proprieda-
des dos campos de Jacobi que serao teis posteriormente.

3.6 Proposicao. Seja J um campo de Jacobi ao longo da
geodésica v: [0,a] — M. Entdo

{(J(8),7' (1)) = (J'(0),7(0))t + (J(0),7'(0)), te0,a].
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Demonstragao: Omitindo o ¢ por conveniéncia de notagao, te-
remos pela equagao de Jacobi,

(J, 7Y = (J",7) = —(R(Y, I)Y, ") = 0.
Portanto, (J',v') = (J'(0),7'(0)). Além disto,
(J,7) = (J",7) = (J(0),7(0))-
Integrando esta tltima equacao em t, obtemos finalmente
(J,7) = (J'(0),7(0))t + (J(0),7(0))- O

3.7 Corolario. Se (J, ’)”)(tl) = (J, ’)”)(tz), t1,t2 € [0, a], ty #
ty, entdo (J,7') ndo depende de t; em particular, se J(0) =
J(a) =0, entdo (J,7')(t) =0.

3.8 Coroldrio. Suponha que J(0) = 0. Entdo (J'(0),7'(0)) =
0 se e somente se (J,7)(t) = 0; em particular, o espagco dos
campos de Jacobi J com J(0) =0 e (J,7')(t) =0 tem dimensdo
igual an — 1.

3.9 Proposigao. Seja v: [0,a] — M uma geodésica. Sejam
Vi € T, o)M e Vy € TyqyM. Se y(a) ndo é conjugado a ¥(0)
eziste um unico campo de Jacobi J ao longo de~y, com J(0) =V,
e J(a)=Vz.

Demonstragao: Seja J o espago dos campos de Jacobi com
J(0) =0, J € J. Defina uma aplicagdo ©: J — Ty M por

6(J)=J(@), JedJ.

Como v(a) nao é conjugado a v(0), © é injetiva. Com efeito,
se tivermos J; # J2 com Jy(a) = Ja(a), teremos que J; — J2 é um
campo de Jacobi nao nulo com (J; — J2)(0) = 0, (J; —J2)(a) =0,
o que contradiz o fato de 7y(a) nédo ser conjugado a y(0).

Como © ¢ linear, decorre de sua injetividade e do fato de
ser dimJ = dim T(,)M que © é um isomorfismo. Logo existe
J1 €T com J1(0) =0e Ji(a) =Vs.
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Por um argumento andlogo, existe um campo de Jacobi Ja
ao longo de 7y com Jz(a) = 0, J5(0) = V1. O campo procurado
é dado por J = J; + J>. A unicidade é imediata. O

3.10 Coroldrio. Seja v: [0,a] =M wuma geodésica em M,
dim M=n, e seja J* o espago dos campos de Jacobi com J(0) =
0, J'(0) L 4/(0). Seja {J1,...,Jn-1} uma base de Jl Se v(t),
t € (0,a], ndo € conjugado de ’y(O) entdo {Jl )y Ina(t)} €
uma base do complemento ortogonal {v'(t)}* C T.,(t)M de v'(t).

Exercicios

1. Seja M uma variedade Riemanniana com curvatura secci-
onal identicamente nula. Mostre que, para cada p € M,
a aplicagdo exp,: B:(0) C T,M — B.(p) é uma isometria,
onde B.(p) é uma bola normal em p.

2. Seja M uma variedade Riemanniana, «: [0,1]—M uma
geodésica, e J um campo de Jacobi ao longo de 7.
Prove que existe uma superficie parametrizada f(¢, s), onde
f(t,0) = «(t) e as curvas t — f(t, s) sdo geodésicas, tal que
J(t) = %ﬁ(t,O).

Sugestio: Escolha uma curva A(s), s € (—¢,¢) em M tal
que A(0) = ~«(0), N'(0) = J(0). Ao longo de )\ escolha
um campo de vetores W (s) com W(0) = +/(0), Z¥(0) =

BJ(0). Defina f(s,t) = expy(s) tW(s) e verifique que
%g(o,O) =200)=J(0) e

D af
dt s

DBf

Lo.0=2%0.0=2"0=220)

3. Seja M uma variedade Riemanniana com curvatura sec-
cional nao-positiva. Prove que, para todo p, o lugar dos
pontos conjugados C(p) é vazio.

Sugestdo: Admita a existéncia de um campo de Jacobi
nao-trivial ao longo de uma geodésica v: [0,a] — M, com
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v(0) = p, J(0) = J(a) = 0. Use a equagdo de Jacobi para
mostrar que d—(D" J) > 0. Conclua que <DJ J) = 0.
Como £(J,J) = 2(Z/ ,J) = 0, temos ||J||? = const. = 0.
Contradigao.

4. Seja b < 0 e seja M uma variedade de curvatura secci-
onal negativa constante igual a b. Seja v: [0,{]] —» M
uma geodésica normalizada, e seja v € T, M tal que
(v,7(£)) =0e |v] =1. Como M tem curvatura negativa,
v(£) néo é conjugado com y(0) (v. Exercicio 3). Mostre
que o campo de Jacobi J ao longo de v determinado por
J(0) =0, J(£) = v é dado por

senh(t
st = SOV )
senh(¢v/—b)
onde w(t) é o transporte paralelo ao longo de v do vetor

Up _
w(0) = Taol Uy = (dexpp)evl,(o)(v)

e onde ug é considerado como um vetor de T, M pela
identiﬁcagéo T,y(o) ~ T@y’(o) (T'y(O)M )
Sugestao: Pelo Exemplo 2.3, o campo de Jacobi J; ao longo

de v dado por J;(0) =0, J;(0) = Ty, , € dado por
senh tv/—
Ji(t) = w(t)
—7

Além disso, pelo Corolario 2.5,

T(8) = (dexB,) ) (€(0).
Decorre dai que

J(0) = v = (dexp,)py o) (o) = Jl(e)|“70| .
Portanto,

R




134 [CAP. V: CAMPOS DE JACOBI

Além disso, como

senh £v/—b |up|
v—=b ¢’

tem-se que j%l = (s%ﬁ)—l, donde o afirmado.

1= v =]J()| =

5. Campos de Jacobi e pontos conjugados em espagos local-
mente simétricos (Cf. Exercicio 6 do Cap. IV).
Seja v: [0,00) — M uma geodésica em um espago local-
mente simétrico M e seja v = v/(0) sua velocidade em p =
7(0). Defina uma transformacgo linear K,: T,M — T,M
por
K,(z) = R(v,z)v, z € T,M.
a) Prove que K, é auto-adjunta.
b) Escolha uma base ortonormal {ey,...,e,} em T,M
que diagonaliza K, , isto é,
K,(&)=X\e;, i1=1,...,n.

Extenda os e; a campos ao longo de «y por transporte
paralelo. Mostre que, para todo t,

Ky (ei(t)) = des(t),
onde A; nao depende de t.

Sugestao: Use o Exercicio 6(a), do Cap. IV.

c) Seja J(t) = E z;(t)e;(t) um campo de Jacobi ao longo

(2
de v. Mostre que a equagao de Jacobi é equivalente
ao sistema

d2 T;
dt?

+)\z$z=0, i=1,...,n.

d) Mostre que os pontos conjugados de p ao longo de v
sao dados por y(mk/+/);), onde k é um inteiro positivo
e )\; é um valor préprio positivo de K, .
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6. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensdo dois
(neste caso diremos que M é uma superficie). Seja Bs(p)
uma bola normal em um ponto p € M e considere a su-
perficie parametrizada,

f(p,0) =exp,pv(d), 0<p<d, —-mw<O<m,

onde v(#) é um circulo de raio um em T, M parametrizado
pelo dngulo central 6.

a) Mostre que (p, 8) sdo coordenadas em um aberto U C
M formado pela bola aberta B,(p) menos o raio
exp,(—pv(0)), 0 < p < 4. Tais coordenadas séo cha-
madas coordenadas polares em p.

b) Mostre que os coeficientes g;; da métrica Riemanniana
nestas coordenadas sao:

af?

E

2
=@ =1 gn=

of
= 0 = | —
g12 y g1 ‘ 6,0

c) Mostre que, ao longo da geodésica f(p,0), tem-se

(\/E)pp = —K(p)p+ R(p), onde }E.I(l) @ =0

e K(p) é a curvatura seccional de M em p.

d) Prove que

. (V922),,
lim —=
=0 /G922

Esta 1ltima expressao é o valor da curvatura Gaussiana de
M em p dadas em coordenadas polares (Cf., por exemplo,
M. do Carmo [dC 2] pg.288). Admitindo este fato da teoria
das superficies (d) mostra que, em dimenséo dois, a cur-
vatura seccional coincide com a curvatura Gaussiana. No
proximo capitulo, daremos uma demonstragao mais direta
deste fato.

= —K(p).
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7.

[CAP. V: CAMPOS DE JACOBI

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao dois.
Seja p € M e seja V C T,M uma vizinhanga da origem
onde exp, é um difeomorfismo. Seja S,(0) C V' um circulo
de raio r centrado na origem, e seja L, o comprimento da
curva exp,(S;) em M. Prove que a curvatura seccional em
p € M é dada por

3 2nr — L,

K(p) = lim — —

Sugestao: Use o Exercicio 6.

Sejay: [0,a] — M uma geodésica e X um campo de Killing
em M.

a) Mostre que a restricgo X (y(s)) de X a y(s) é um
campo de Jacobi ao longo de v.

b) Use o item (a) para mostrar que (cf. Exercicio 6 do
Cap. III) se M é conexa e existe p € M com X (p) =0
e VyX(p) =0, para todo Y (p) € T,M, entdo X =0
em M.



Capitulo VI

Imersoes Isométricas

1 Introducao

Neste capitulo consideraremos a seguinte situagdo. Seja
f: M— M uma imerso de uma variedade diferencidvel M de di-
mens3o n em uma variedade Riemanniana M de dimenséo igual
ak = n+m. A métrica Riemanniana de M induz de maneira na-
tural uma métrica Riemanniana em M: se vy, v, € T,M, define-
se (v1,v2) = (dfp(v1),dfp(v2)). Nesta situagdo, f passa a ser
uma, imersdo isométrica de M em M. Gostariamos de estudar
as relacdes entre as geometrias de M e de M.

Como sempre, a motivagao para este estudo proveio do caso
cléssico de superficies S em R3. Para efeito de motivagdo, po-
demos nos restringir ao caso em que S é um gréfico {(z,y,z) €
R3% 2 = f(z,y)} de uma funcao diferencidvel f com f(0,0) =0
e fz(0,0) = f,(0,0) = 0 (esta dltima condigdo quer dizer que S
é tangente ao plano z0y). Neste caso, sabemos do Célculo, que
a forma de S em uma vizinhanca da origem 0 € R3 é profunda-
mente influenciada pela forma quadratica

II(z,y) = fm(O)SL‘2 + 2f2y(0)zy + fyy(o)y2

definida no plano z0y. II é chamada a segunda forma funda-
mental de S no ponto 0 e, por exemplo, a curvatura Gaussiana
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de S em 0 é dada por

(1) K = foofyy — fﬁy-

O nosso primeiro objetivo é generalizar a nogao da segunda
forma fundamental para o caso f: M — M. Como a codimenséo
m pode ser maior do que 1, a forma quadrética assim definida
passa a tomar valores em um espago vetorial de dimensao m > 1.

Como veremos, as relagoes entre as métricas Riemannianas
de M e M se exprimem por meio da segunda forma fundamen-
tal. Entre estas relagoes, a mais importante é provavelmente
a férmula de Gauss (v. Teorema 2.5) que generaliza (1) e ex-
prime a diferenca entre as curvaturas de M e M por meio de
expressoes construidas a partir da segunda forma fundamental.
Como as curvaturas sao definidas intrinsecamente, a férmula
de Gauss generaliza o teorema fundamental de Gauss, mencio-
nado na Introdug¢ao do Capitulo I, que foi o ponto de partida da
Geometria Riemanniana.

Utilizando a férmula de Gauss, daremos uma interpretacao
geométrica da curvatura seccional que é essencialmente a defi-
nigdo de curvatura utilizada por Riemann (cf. Cap. IV, Intro-
dugdo).

Na ultima Segao, introduziremos as equagoes de Codazzi e de
Ricci, que, junto com a equagao de Gauss constituem as equagoes
fundamentais da teoria local das imersoes isométricas.

2 A segunda forma fundamental

Seja f: M™ — M uma imersio. Entao, para cada
p € M, existe uma vizinhanga U C M de p tal que f(U) C M
é uma subvariedade de M. Isto quer dizer que existem uma
vizinhanga U C M de f(p) e um difeomorfismo ¢: U — V C R*
em um aberto V do R¥, tais que ¢ aplica difeomorficamente
f(U)NTU em um aberto do subespaco R* C R* (v. Fig. 1).
Para simplificar a notagdo, identificaremos U com f(U) e cada
vetor v € T,M, g € U, com dfy(v) € Ty4M. Usaremos tais
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identificagdes para estender, por exemplo, um campo local (isto
é, definido em U) de vetores de M a um campo local (isto é,
definido em U) de vetores em M; se U é suficientemente pequeno,
tal extensao é sempre possivel, como se vé facilmente usando o
difeomorfismo ¢.

Para cada p € M, o produto interno em T, M decompde T,M
na soma direta

.M = T,M & (T,M)*,

onde (T,M)* - é o complemento ortogonal de T, M em T,M.
Sev € T,M, p € M, podemos escrever

v=vT +oV, T eT,M, N e (T,M)"

Figura 1

Denominamos v a componente tangencial de v e vV a com-

ponente normal de v. Tal decomposi¢do é evidentemente dife-
renciavel no sentido que as aplicagoes de TM em T'M dadas
por

(p,v) = (p,v7) e (p,v) — (p,v")
sao diferencidveis.

A conexdo Riemanniana de M serd indicada por V. Se X
e Y sado campos locais de vetores em M, e X, Y sao extensoes
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locais a M, definimos
VY = (V7T

Verifica-se facilmente que esta é a conexao Riemanniana, relativa
a métrica induzida de M (cf. Exercico 3 do Cap. II).

Queremos definir a segunda forma fundamental da imersao
f: M — M. Para isto convém introduzir previamente a seguinte
definigdo. Se X, Y sdo campos locais em M,

B(X,Y)=VxY — VxY

é um campo local em M normal a M. B(X,Y) ndo depende das
extensoes X, Y. Com efeito, se X; é uma outra extensao de X,
teremos

(VxY - VxY) — (Vx,Y — VxY) = Vx_%.Y,

que se anula em M, pois X — X; = 0 em M; além disto, se Y;
é uma outra extensdo de Y,

(V¥ = VxY) — (VY1 — VxY) = V(¥ — V1) = 0,

pois Y —Y; = 0 ao longo de uma trajetéria de X.

Portanto B(X,Y) estd4 bem definida. No que se segue, indi-
caremos por X(U)* os campos diferencisveis em U de vetores
normais a f(U) = U.

2.1 Proposigao. Se X,Y € X(U), a aplicagio B: X(U) x
X(U) - X(U)* dada por
B(X,Y)=VxY —VxY

€ bilinear e simétrica.

Demonstragao: Pelas propriedades de linearidade de uma cone-
xa0, conclui-se imediatamente que B é aditiva em X e Y e
que B(fX,Y) = fB(X,Y), f € D(U). Resta mostrar que
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B(X, fY) = fB(X,Y), f € D(U). Indicando por f uma ex-
tensao de f a U, teremos

B(X, fY) = Vx(fY) — Vx(fY)
= fVxY - fVxY + X(f)Y - X(f)Y.

Como em M, f = f e X(f) = X(f), concluimos que as duas
ultimas parcelas se anulam, donde B(X, fY) = fB(X,Y), isto
é, B é bilinear.

Para mostrar que B é simétrica, utilizaremos a simetria da
conexao Riemanniana, obtendo

B(X,Y)=VxY —VxY =VyX + [X,Y] - Vy X - [X,Y].

Como em M, [X,Y]=[X, Y], concluimos que B(X,Y)=B(Y, X).
d

Como B é bilinear, concluimos, exprimindo B em um sistema,
de coordenadas, que o valor de B(X,Y)(p) depende apenas de
X(p) e Y(p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Seja
pE Mene (T,M)*. A aplicagio H,: T,M x T,M — R dada
por

Hy(z,y) = (B(z,y),m), z,y € TM,
é, pela Proposicao 2.1, uma forma bilinear simétrica.

2.2 Definicao. A forma quadrética I, definida em T, M por
II,(z) = Hy(z,z)

é chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o
vetor normal 7.

As vezes se utiliza também a expressao sequnda forma funda-
mental para designar a aplicagdo B que em cada p € M é uma
aplicagdo bilinear, simétrica, tomando valores em (T,M)*.

Observe que a aplicacao bilinear H,, fica associada uma aplicagao
linear auto-adjunta S,: T,M — T,M por

(S"I(a;)7 y) = Hﬂ(a:,y) = (B(xay)7n)
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A proposigao seguinte nos da uma expressao da aplicagao
linear associada a segunda forma fundamental em termos da de-
rivada covariante.

2.3 Proposigdo. Sejap € M, z € T,M en € (T,M)*. Seja
N uma extensao local de n normal a M. Entdo

Sn(z) = —=(V=N)".

Demonstragao: Sejay € T,M e X, Y extensoes locais de z, y,
respectivamente, e tangentes a M. Entdo (N,Y) = 0, e portanto

(Sn(2),y) = (B(X,Y)(p), N) = (VxY — VxY,N)(p)
= (VxY,N)(p) = =Y, VxN)(p) = (= VaN,y),

para todo y € T, M. O

2.4 Exemplo. Consideremos o caso particular em que a co-
dimensao da imersédo é 1, ie., f: M™ — _Mnﬂ; f(M)c Mé
entdo denominada uma hipersuperficie. (Observe que uma hi-
persuperficie pode ter auto-intersecgdes).

Seja p € M en € (T,M)*, |n| = 1. Como S,: T,M —
T,M é simétrica, existe uma base ortonormal de vetores préprios
{e1,...,en} de T,M com valores préprios reais A, ..., A, ie.,
Sp(e:)) = Mg, 1 <i<n. SeMe M sido ambas orientdveis
e estdo orientadas (i.e., escolhemos orientagdes para M e M)
entao o vetor 7 fica univocamente determinado se exigirmos que
sendo {ey,...,e,} uma base na orientagdo de M, {e1,...,en,n}
seja uma base na orientacdo de M. Neste caso, denominamos
os e; diregdes principais e os \; = k; curvaturas principais de f.
As fungGes simétricas de Aq, ..., A, sdo invariantes da imersao.
Por exemplo: det(S;) = A;...\, é denominada a curvatura de
Gauss-Kronecker de f e £ (A +--- + \,) é denominada a cur-
vatura média de f.

Um caso importante ocorre quando M = R™!. Neste caso,
podemos dar uma interpretagdo geométrica interessante de S, .
Inicialmente, seja N uma extensao local de 7, unitaria e normal
a M. Seja ST = {z € R"*!;||z|| = 1} a esfera unitdria de R™*! e



[SEC. 2: A SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL 143

defina a aplicacdo normal de Gauss, g: M™ — ST, transladando
a origem do campo N para a origem do R"*! e fazendo

9(q) = ponto final do transladado de N(q).

Como TyM e Ty)(ST) sdo paralelos, podemos identificé-los, e
vemos que dgy: T,M — T,M é dada por

dgo(z) = T (N o c(t))emo = VuN = (V)" = ~S,(z),

onde c: (—€,e) = M é uma curva com c(0) = ¢, ¢(0) =z, e
onde usamos o fato que (N, N) = 1 para garantir que V,N =
(V:N)T. Segue-se que —S,, é a derivada da aplicagio normal de
Gauss.

O estudo da aplicagdo de Gauss tem profundas implicagoes
topolédgicas. Como um exemplo, provaremos o seguinte fato:
Seja M™, n > 2, uma variedade conexa, compacta e orientavel.
Se existe uma imersao f: M™ — R"*! com curvatura de Gauss-
Kronecker ndo nula em todos os pontos de M, entdo M é dife-
omorfa a S7. A prova depende de propriedades dos espagos de
recobrimento (v., por exemplo, M. do Carmo [dC 2] §5.6). De
fato, como det(dg,) # 0, a aplicagdo de Gauss, g: M — ST é um
difeomorfismo local. Como M é compacta, g é uma aplicacao de
recobrimento, e como ST é simplesmente conexa, g é um difeo-
morfismo.

Relacionaremos agora a curvatura de M com a curvatura
de M e as segundas formas fundamentais. Se z,y € T,M C
T,M, sdo linearmente independentes, indicaremos por K (m y) e
K (x y) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, no
plano gerado por z e y. Uma outra demonstragdo do teorema
abaixo se encontra na Secao 3 deste capitulo.

2.5 Teorema (Gauss). Sejamp € M e z, y vetores ortonormais
de T,M. Entdo

(1)  K(z,y) - K(z,9) = (B(z,2), B(y,y)) — |B(z,y)|".
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Demonstragao: Sejam X, Y extensoes locais ortogonais de z,
1y, respectivamente, e tangentes a M; indicaremos por X, Y as
extensoes locais de X, Y a M. Entao

K(l‘, y) - K(:m y)
= (VnyX — VxVyX - (VV—V_—){X — —V—Yvy—)?), Y) (p)
+{(VixnX — V7 X,Y)(p).

Observe inicialmente que o ultimo termo se anula, pois
(VX —VyX,Y)®) = ~(VxnX)V,Y)(p) =0.

Por outro lado, se indicarmos por Fi,...,E,, m =dimM —
dim M, campos locais ortonormais e normais a M, teremos que

B(X,Y)=> Hi(X,Y)E;, H;=Hg, i=1,..,m
Portanto, em p,
VyVxX = Vg( ) Hi(X,X)E; + VxX)
=Y {Hi(X,X)VyE; + YH{(X,X)E;} + VgVxX.

Logo, em p,

2) (VeVxX,Y) ==Y Hi(X,X)H,Y,Y) + (VyVxX,Y).

Analogamente,

3) (VxVeX,Y) ==Y Hi(X,Y)H(X,Y)+ (VxVyX,Y).

Usando (2) e (3), obteremos (1). O

——n+1

2.6 Observagao. No caso de hipersuperficie f: M™ - M, a
férmula de Gauss (1) admite uma expressdo mais simples. Sejam
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p € Men e (T,M)*, |n| = 1. Seja {e1,...,e,} uma base
ortonormal de T, M para a qual S, = S é diagonal, isto é, S(e;) =
Aiei,1=1,...,n, onde \q,..., )\, sao os valores préprios de S.
Entdo H(ei,e;) = A; e H(e;,e;) =0, se i # j. Portanto (1) se
escreve

(4) K(ei, ej) - F(ei, ej) = )\.,,)\J .

2.7 Observagao. No caso em que M = M2 ¢ M = R3 o
produto A\; A, das curvaturas principais é conhecido como a cur-
vatura Gaussiana da superficie. Neste caso, a observagao acima
mostra que a curvatura Gaussiana coincide com a curvatura sec-
cional em uma superficie, e implica o famoso Teorema Egregium
de Gauss, o qual afirma que a curvatura Gaussiana de M? C R3
é invariante por isometrias.

2.8 Exemplo (curvatura de S™). Vamos mostrar que a curvatu-
ra seccional da esfera unitdria S® C R™*! é constante e igual a 1.

Para isto, oriente S™ pelo campo normal unitdrio N(z) =
—z € R*! |z| = 1. A aplicagio normal de Gauss é entdo
igual a (—17), onde ¢ é a identidade de S™. Decorre dai que a
aplicagdo auto-adjunta associada a Hy tem todos os seus valores
proéprios iguais a 1. Isto significa que para todo p € S™, todo
v € TpS™ é um vetor préprio. Usando a expressdo (4), conclui-
se que qualquer curvatura seccional de S™ é igual a 1, como
haviamos afirmado.

Uma imersdo f: M — M é geodésica em p € M se para
todo n € (T,M)" a segunda forma fundamental II, é identica-
mente nula em p. A imersdao f é totalmente geodésica se ela é
geodésica para todo p € M. A razdo desta terminologia é dada
pela seguinte proposigao.

2.9 Proposigdo. Uma imersio f: M — M é geodésica em
p € M se e s6 se toda geodésicay de M partindo de p é geodésica
de M em p.

Demonstragdo: Sejam (0) = p e 7/(0) = z. Sejam N uma
extensao local, normal a M, de um vetor normal n em p e X
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uma extensdo local, tangente a M, de +/(¢t). Como (X, N) = 0,
obteremos em p,

Hy(z,2) = (Sy(),z) = —(VxN, X)
= —-X(N,X) + (N,VxX) = (N, VxX).

Decorre dai que f é geodésica em p se e s6 se, para todo
z € T,M, a geodésica v de M que é tangente a x em p satisfaz
a condi¢io: VxX(p) ndo tem componente normal. Portanto f
é geodésica em p se e sé se toda geodésica v de M partindo de
p é geodésica de M em p. a

A Proposigao 2.9 permite obter o que é provavelmente a me-
lhor interpretagdo geométrica da curvatura seccional. Seja M
uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Seja B C T,M
uma bola aberta de T, M onde exp,, é um difeomorfismo, e seja
o C T,M um subespago de dimensao dois. Entdo exp,(cNB) =
S é uma subvariedade de dimensdao dois em M passando por
p. Intuitivamente, S é uma superficie formada por “peque-
nas” geodésicas que saem de p e sao tangentes a ¢ em p. Pela
Proposicao 2.9, S é geodésica em p, donde as segundas formas
fundamentais da inclusdo i: S C M sao nulas em p. Como sub-
variedade de M, S possui uma métrica Riemanniana induzida,
cuja curvatura Gaussiana em p serd indicada por Kg. Decorre
da férmula de Gauss que

Ks(p) = K(p,0).

Em outras palavras, a curvatura seccional K(p,o) é a curvatura
Gaussiana em p de uma pequena superficie formada por geodési-
cas de M que saem de p e sdo tangentes a 0. Esta foi exatamente
a maneira pela qual Riemann definiu curvatura seccional em [Ri.

Exemplos de subvariedades totalmente geodésicas sao raros.
No caso em que M = R™, os subespagos lineares sdo evidente-
mente subvariedades totalmente geodésicas. No caso em que
M = 8™ C R™!, as intersecgdes Y~ de subespagos lineares
do R™*! com S™ sdo subvariedades totalmente geodésicas. Isto
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provém do fato que para todo p € ), as geodésicas de S™ que
partem de p e sdo tangentes a ), sdo geodésicas de ).

Foi demonstrado por E. Cartan que se uma variedade Rie-
manniana M € tal que, para todo p € M e todo subespago de
dimensao dois 0 C T,M, existe uma subvariedade totalmente
geodésica de M tangente a o, entao M tem curvatura seccio-
nal constante. (Para uma demonstragdo deste teorema v. L.
Rodriguez [Ro}).

Uma condigao mais fraca do que a de totalmente geodésica é
a condi¢ao de minima.

2.10 Definicdo. Uma imersdo f: M — M é minima se para
todo p € M e todo n € (T,M)"* tem-se que trago S, = 0.

Escolhendo um referencial ortornormal F,..., E,, de veto-
res em X(U)*, onde U é uma vizinhanca de p na qual f é um
mergulho, podemos escrever, em p,

B(J;’y)zsz(z,y)Ez, CC,yGTpM, i=1,...,m,

onde H; = Hg, . Nao é dificil verificar que o vetor normal dado
por

1
H = - zi:(trax;o S)E;,

onde S; = Sg, , nao depende do referencial E; escolhido. O vetor
H é chamado o vetor curvatura média de f. E claro que fé
minima se e s6 se H(p) =0, para todo p € M.

A razdo da palavra minima neste contexto é que tais imersoes
minimizam o volume da métrica induzida do mesmo modo que
as geodésicas minimizam o comprimento de arco. Mais precisa-
mente, se M C M é uma subvariedade minima e D C M um
dominio suficientemente pequeno de M com bordo 0D regular,
entdao o volume de D na métrica induzida é menor ou igual
ao volume de qualquer outra subvariedade de M com o mesmo
bordo.

Nao entraremos aqui em detalhes. Existe uma vasta lite-
ratura sobre o assunto e o leitor poderd consultar Chern [Ch],
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Lawson [La], ou Osserman [Os]. Mesmo em dimensdo n = 2, o
topico tem estado bastante ativo, particularmente em questoes
relacionadas com o problema de Plateau (Cf. o Cap. 2 de Law-
son [La]). Para conhecimento de alguns problemas correntes, o
leitor poderd consultar W. Meeks [Me] e M. do Carmo, Mini-
mal Surfaces: stability and finiteness, Congresso Internacional
de Matematicos, Helsinki, 1978.

A teoria das imersoes isométricas é, em si prépria, um vasto
dominio da Geometria Riemanniana, da qual apenas apresen-
tamos os elementos mais simples. O leitor encontrard mais in-
formagoes sobre o assunto em L. Rodriguez [Ro], M. do Carmo
[dC 3], M. Dajczer [Da] e nas referéncias ai mencionadas.

3 As equacgoes fundamentais de uma
imersao isométrica

. ~ . fyoe S 7nt+m
Dada uma imersao isométrica f: M™ — M ', temos em
cada p € M a decomposi¢ao

T,M = T,M & (T,M)*,

que varia diferenciavelmente com p. Isto significa que, local-
mente, a parte do fibrado tangente TM que se projeta sobre M
se decompoOe em um fibrado tangente 7'M e em um fibrado nor-
mal TM~. No que se segue, usaremos sistematicamente as letras
latinas X, Y, Z, etc., para indicar os campos diferenciaveis de
vetores tangentes e as letras gregas &, 1, (, etc., para indicar os
campos diferencidveis de vetores normais.

Dados X e 7, j4 vimos que a componente tangente de Vxn
é dada por (Vxn)T = —S,(X). Passaremos agora a estudar a
componente normal de V x7, que ser chamada. a conezdo normal
V+ da imersdo. Explicitamente,

(5) Vxn=(Vxn)" =Vxn— (Vxn)T =Vxn+ S,(X).

Verifica-se facilmente que a conexdo normal V+ possui as pro-
priedades usuais de uma conexao, isto €, é linear em X, aditiva
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em 7, e

Vx(fn) = fVxn+X(f)n, feDM).

De maneira andloga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a
partir de V1 uma nocdo de curvatura no fibrado normal que é
chamada curvatura normal R* da imersdo e definida por

RY(X,Y)n = VyVxn — VxVyn + Vixyn-

Tudo se passa como se a geometria da imersao se decompu-
zesse em duas geometrias: uma geometria do fibrado tangente
e uma geometria do fibrado normal. Estas geometrias se rela-
cionam com a segunda forma fundamental da imersao por meio
de expressoes que generalizam as cldssicas equagoes de Gauss
e Codazzi da teoria das superficies. O objetivo desta segdo é
estabelecer tais relagoes.

3.1 Proposicao. As seguintes equagdes se verificam:
(a) Equagdo de Gauss

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T)

(b) Equagéo de Ricci
(E(Xa Y)U,Q - (RL(X7 Y)ﬂ, C) = ([Sm SC]Xa Y)7
onde Sy, S¢| indica o operador S, o0 S; — S¢ oS, .
Demonstragao: Observe que VxY = VxY + B(X,Y). Como
R(X, Y)Z = vaXZ — VxﬁyZ + v[x,y]z
=Vy(VxZ + B(X,2)) - Vx(VyZ + B(Y, Z))
+VixyZ + B((X,Y], 2),
temos
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+ B(Y,VxZ)+ VyB(X, Z)

(6) — Spx,zY — B(X,VyZ) — VxB(Y, 2)

+ Spv.z)X + B([X,Y], 2).
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Tomando o produto interno de (6) com T, os termos normais se
anulam, e obteremos finalmente

(R(X? Y)Za T) = <R(Xa Y)Za T> - (SB(X,Z)K T) + (SB(Y,Z)Xa T)
+(B(X,T), B(Y,T))

que é a equagao de Gauss.
Para obter a equagao de Ricci, calculamos

R(X,Y)n=VyVxn—VxVyn+ v[x,y]ﬂ
= VY(Viin =5, X) - Vx (V#n - 5,Y)
+ V[JX,Y]"I - Sy(X,Y]
= RY(X,Y)n~ Svj.[nY - Vy(8,X) — B(5,X,Y)
+ SyinX + Vx(SY) + B(X, S;Y) — Sy X, Y].

Multiplicando a expressdo por ¢ e observando que (B(X,Y),n) =
(S,X,Y), obteremos

(R(Xa Y)TI, C) = (RJ-(X’ Y)ﬂ, C) - (B(SﬂXa Y)’ C)
+ (B(X, S,Y),¢)
= (RY(X,Y)n,¢) +((SyS¢ — 5cSq) X, Y)
= (RH(X,Y)n,¢) + ([Sy, SJ X, Y),

que é a equagao de Ricci. (|

3.2 Observagao. Da equagdo de Gauss decorre, como caso
particular, o Teorema 2.5 deste capitulo.

3.3 Observagao. Dizemos que o fibrado normal de uma imersao
é plano (flat, em inglés) se Rt = 0. Admita que o espaco ambi-
ente M tem curvatura seccional constante. Entdo a equacdo de
Ricci se escreve

(RJ-(Xa Y)na () = —<[S77’ SC]X’ Y)
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Decorre daf que R+ = 0 se e s6 se [S,, S¢] = 0 para todo 7, ¢,
isto é, se e s6 se para todo p € M existe uma base de T,M que
diagonaliza simultaneamente todos os S, (V. [G], p. 108).

As equagdes de Gauss e de Ricci sao expressoes algébricas
que relacionam as curvaturas dos fibrados tangente e normal,
respectivamente, com a segunda forma fundamental da imersao.
Uma relagao nao-algébrica é dada pela equagao de Codazzi, para
a qual precisamos “derivar”’a segunda forma fundamental consi-
derada como um tensor.

Dada uma imersao isométrica, convém indicar por X(M)* o
espago dos campos diferencidveis de vetores normais a M. A se-

gunda forma fundamental da imersao pode entao ser considerada
como um tensor

B: X(M) x X(M) x X(M)* — D(M)

definido por
B(X,Y,n) = (B(X,Y),n).

A definicao de derivada covariante se estende a este tipo de tensor
de maneira natural:

— B(Y,VxZ,n) — B(Y, Z,Vxn).

3.4 Proposigao (Equacdo de Codazzi). Com a notagdo acima
Demonstragao: Observe inicialmente que

(vXB)(Ya Z)n) = X(B(Ya Z):’?) -
—(B(Y,VxZ),n

= (Vx(B(Y, 2)),n

- (B(Ya VXZ))U

B(VXK Z)>77>
- <B(K Z)a Vin)
- (B(VXYa Z)a")

~—
~ T <
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Considere agora a expressao (6) na demonstracao da Proposi-
¢ao 3.1, e multiplique ambos os membros de (6) por 1. Obtere-
mos, levando em conta a observagao acima,

(R(X,Y)Z,m) = (B(Y,VxZ),n) + (V¥B(X, Z),n)
~(B(X,VyZ),n) - (VxB(Y, Z),n)
+(B(VxY, Z),n) — (B(Vy X, Z)n)
= —(VxB)(Y, Z,n) + (VyB)(X, Z,n)
que é a equagao de Codazzi. O
3.5 Observagdo. Se o espaco ambiente M tem curvatura sec-
cional constante, a equagao de Codazzi se reduz a:
(VxB)(Y,Z,1) = (VyB)(X, Z,n).
Se, além disto, a codimenséao da imersdo é 1, Vxn = 0, donde,
va(Y, Z,n) = +X(5,(Y), 2) — (Sy(VxY), Z)
— (5y(Y), Vx2)
= H(Vx(5(Y)), 2) — (5y(VxY), Z).
Portanto, neste caso, a equacao de Codazzi se escreve
Vx(Sy(Y)) = Vy(Sy(X)) = Sp(1X, Y)).

A importancia das equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci é que,
no caso em que o espago ambiente tem curvatura seccional cons-
tante, elas desempenham um papel andlogo aos das equagoes
de compatibilidade na teoria local das superficies (Cf. M. do
Carmo [dC 2], p.235-236). Em verdade, as equagbes de compa-
tibilidade da teoria das superficies sao apenas casos particulares
das equagoes de Gauss e Codazzi obtidas nesta se¢ao. No caso
presente, é possivel enunciar um teorema analogo ao teorema
fundamental da teoria local das superficies (cf. loc. cit. pg.
236). Referimos o leitor ao artigo de K. Tenenblat, “On isometric
immersions of Riemannnian manifolds”, Boletim da Soc. Bras.
de Mat. vol. 2 (1971), 23-36. Uma bela discussdo sobre o
assunto pode ser encontrada no artigo de H. Jacobowitz, “The
Gauss-Codazzi equations”, Tensor N.S.; 39 (1982), 15-22.
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Exercicios

1. Sejam M, e M, variedades Riemannianas, e considere o
produto M; x M, com a métrica produto. Seja V! a co-

nexdo Riemanniana de M; e V? a conexdo Riemanniana
de M2 .

a) Mostre que a conexdo Riemanniana V de M; x M,
é dada por Vy,4yv,(X1 + X3) = VL X, + Vi, Xs,
X1,Y1 € X(M,), X5,Ys € X(M,).

b) Para cada p € M, o conjunto (Mz), = {(p,q) €
M; x Ms;q € M,} é uma subvariedade de M; x Ms,
naturalmente difeomorfa a M,. Prove que (M), €
uma subvariedade totalmente geodésica de M; x M, .

c) Seja o(z,y) C Tip,q)(My X M) um plano tal que z €
TpMy e y € TyM,. Mostre que K(o) =0.

2. Mostre que z: R? — R* dada por
1
z(6,p) = 7 (cos §,sen 8, cos p,sen ), (6, p) € R?

é uma imersdao de R? na esfera unitaria S3(1) C R4, cuja
imagem z(R?) é um toro T? com curvatura seccional zero
na métrica induzida.

3. Sejam M uma variedade Riemannianae N C K C M sub-
variedades de M. Suponha que N é totalmente geodésica
em K e que K é totalmente geodésica em M. Prove que
N é totalmente geodésica em M.

4. Sejam N, C My, Ny C M, subvariedades totalmente geodé-
sicas das variedades Riemannianas M; e M,. Prove que
N; x N, é uma subvariedade totalmente geodésica do pro-
duto M; x M; com a métrica produto.

5. Prove que a curvatura seccional da variedade Riemanniana
52 x 52 com a métrica produto, onde S? é a esfera unitéria
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em R3, é ndo negativa. Ache um toro plano, totalmente
geodésico, T?, mergulhado em S? x S2.

. Seja G um grupo de Lie com a métrica bi-invariante. Seja

H um grupo de Lie e h: H — G uma imersao que é um
homomorfismo de grupo (isto é, H é um subgrupo de Lie
de G). Mostre que h é uma imersao totalmente geodésica.

Mostre que se M é uma subvariedade totalmente geodésica
de M, entdo, para campos tangentes a M, V e V coinci-
dem.

(O toro de Clifford). Considere a imersao z: R? — R*
dada no Exercicio 2.

a) Mostre que os vetores
€1 = (— sen 0, Cos 0) 01 O)a €y = (O, 0, —sen g, Cos QD)

formam uma base ortonormal do espago tangente, e
que os vetores n; = \/Li(cos 6,sen 6, cos p,sen ), ny =

—\}-5 (—cosf, —senf,cosp,sen ) formam uma base
ortonormal do espago normal.

b) Use o fato que
(Snk(e'i)’ e:i) = _<v€ink‘a ej) = <veiejank>a

onde V é a derivada covariante (isto é, a derivada
usual) de R?%, e i,5,k = 1,2, para concluir que as
matrizes de Sy, e Sy, na base {e;, e2} sdo, respectiva-

mente,
-1 0
a=(% )

1 0
su=( 1 2).

c) Conclua que a imersdo do toro T? na, esfera unitdria
$3(1) induzida por z (o toro de Clifford) (Cf. Exerci-
cio 2) é uma imersdo minima.
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9. Seja f: M™ — R™™ uma imersdo. Seja n € (T,M)*,

peEMeV =T,M®&Ry CR™" onde Rpn={I{Ae
R}. Seja w: R™t" — R™*™ a proje¢do ortogonal sobre
T,M & Rn. Como 7 é transversal a M em p, 7|U é um
mergulho, onde U é uma vizinhanga suficientemente pe-
quena de p em M. Seja M' = n(U) C T,M & Ry e seja
S, Ty,M' = T,M — T,M' o operador associado a segunda
forma quadratica de M’, em p na diregdo de 1. Mostre que
S, = Sy, onde S;: T,M — T,M é o operador associado a
segunda forma de M, em p na diregao 7.
Sugestdo: Sejam N e N’ campos normais ao longo de U ¢
7(U), respectivamente, tais que N(p) = N'(p) = n. Entéo
se X € T,M, Sp(X) = —(VxN)T e S)(X) = —-(VxN')T.
Mostre que é possivel escolher N de modo que N’ = drnr(N)
e observe que a restrigdo dr|T,M = id. Logo, em p,
Sp(X) = —(Vx(dnN))T = —dr(VxN)T = 5,(X).

10. Seja z: M™ — M uma imersdo isométrica e seja Sy :
TM — TM o operador associado a segunda forma quadra-
tica de = segundo o campo normal 7. Considere S, como
um tensor de ordem 2 dado por S,(X,Y) = (S,(X),Y),
X,Y € X(M). Observe que dizer que operador S, é auto-
adjunto equivale a dizer que o tensor S, é simétrico, isto
é, Sp(X,Y) = S,(Y, X). Prove que para todo V € X (M),
o tensor Vy S, é simétrico.

Sugestdo: Derivando (S,X,Y) = (X, S,Y) em relacdo a
V', obtém-se

(Vv (SyX),Y) + (S5, X,VvY)
= (VVX7 Sﬂy) + <X7 VV(SUY»

Usando o fato que
(VyS)X,Y) = (Vv (5,X),Y) — (S,(VvX),Y)
e a expressdo anterior, obtém-se facilmente que

(Vv5)X,Y) = (X, (Vv5,)Y).
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11. Seja f: M S R uma fungdo diferencidvel. Defina o
hessiano Hess f de f em p € M como um operador linear

Hess f: T,M — T,M, (Hess f)Y = Vygrad f, Y € T,M,

onde V é a conexdo Riemanniana de M. Seja a um valor
regular de f e seja M™ C M a hipersuperficie de M
definida por M = {p € M; f(p) = a}. Prove que:

a) O Laplaciano A f é dado por

Af = traco Hess f.

b) Se X,Y € X(M) isto é, X e Y sdo perpendiculares a
grad f,

((Hess f)Y, X) = (Y, (Hess f)X).

Conclua que Hess f restrito a TM é auto-adjunto,
logo determina uma forma bilinear simétrica em 7, M,
p € N, dada por (Hess f)(X,Y) = ((Hess f)X,Y),
X, Y e T,M.

c¢) A curvatura média H de M C M é dada por

) gradf)
nH=—-div| ————}.
(Igradfl

Sugestao: Tome um referencial ortonormal Ey, ..., E,,
E. = @"%f% = 7 em uma vizinhanga de p € M em

M, e use a definicao da divergéncia do Exercicio 8,
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Cap. III, para obter

n

nH = trago S, = Z (Sn(Es), Es)

=1

=— Z (Ven, Ei) — <vn’7’77>
=1

n+1

=— Z (Ve(n), Ei) = —divgz n

=—div< gradf)
|grad f| )~

d) Observe que toda hipersuperficie mergulhada M™ C
)V

é localmente a imagem inversa de um valor re-
gular. Conclua de (c) que a curvatura média H de tal
hipersuperficie é dada por

H=-Yavn,
n

onde N é uma extensao local adequada do vetor nor-
mal unitério de M™ ¢ M.

12. (Singularidades de um campo de Killing). Seja X um
campo de Killing em uma variedade Riemanniana M. Seja
N = {p € M;X(p) = 0}. Prove que:

a) Se p € N, V C M é uma vizinhanca normal de p, e
g € NNV, entdao o segmento de geodésica radial vy
ligando p a q estd contido em N. Conclua que yNV C
N.

b) Se p € N, existe uma vizinhanga V' C M de p tal que
V N N é uma subvariedade de M (isto implica que

toda componente conexa de N é uma subvariedade
de M).
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Sugestdo: Proceda por indugdo, usando (a). Se p é isolado,
ndo ha o que fazer. Caso contrario, seja V C M uma vi-
zinhanca normal de p tal que existe ¢ € VNN e considere
a geodésica radial y; ligandopa¢;. Se VNN =, por
(a), teremos concluido a demonstragdo. Caso contrério,
seja go € VNN — {m} e seja v, a geodésica radial ligando
p a q. Seja Q C T,M o subespago gerado pelos vetores
exp; ' (q1) e exp,'(gz) e seja Ny = exp,(Q N exp,'(V)).
Mostre que para todo t € R, a restricao a ) da diferencial
(dXt)p do fluxo X;: M — M é a identidade; conclua dai
que N C VN N. Proceda desta maneira até esgotar a
dimensao de T,M.

c¢) A codimensdo, como subvariedade de M, de uma com-
ponente conexa N de N é par. Admita o seguinte
fato: se uma esfera possui um campo diferencidvel
ndo nulo entdo sua dimensdo é impar (para uma de-
monstracdo, v. Lima, [Li], pg. 146).

Sugestao: Seja E, = (T,Nx)* e seja V. C M uma vizi-
nhanga normal de p. Indique por Ni- =exp,(E,Nexp, (V).
Como, para todo t, (dXt)p: E, — E,, temos que X é
tangente a Ni-. Por outro lado, X # 0 é tangente as
esferas geodésicas de Ni- com centro p. Pelo resultado
mencionado acima, a dimensao de uma, tal esfera é impar.
Logo dim Ni* = dim E, é par.



Capitulo VII

Variedades Completas;
Os Teoremas de Hopf e
Rinow e de Hadamard

1 Introducao

Até agora, estudamos essencialmente propriedades locais das
variedades Riemannianas. Entretanto, um dos aspectos mais
interessantes da Geometria Diferencial é a interligagao que existe
entre as propriedades locais e as propriedades globais de uma
variedade Riemanniana. Por propriedades locais, entendemos
aquelas propriedades que s6 dependam do comportamento da
variedade em uma vizinhanga de um ponto, e por propriedades
globais, aquelas que dependem do comportamento da variedade
como um todo.

Neste capitulo, iniciamos o estudo das relagoes entre as pro-
priedades locais e globais. Primeiro, definimos o “habitat” na-
tural das propriedades globais, a saber, uma variedade Rieman-
niana completa M, como uma variedade na qual as geodésicas
estdo definidas para qualquer valor do pardmetro (Cf. Def. 2.2).
Formalmente, isto significa que para todo p € M, exp, estd
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definida em todo o T, M; intuitivamente, isto significa que a va-
riedade nao possui “furos”ou fronteiras.

O que torna uteis as variedades completas é o fato que (Teo-
rema de Hopf e Rinow) dados dois pontos quaisquer de uma tal
variedade existe uma geodésica minimizante ligando estes dois
pontos. Demonstraremos este resultado no Teorema 2.8 junto
com outros fatos que implicam, por exemplo, que uma variedade
compacta é completa e que uma subvariedade fechada de uma
variedade completa é uma variedade completa.

Como aplicagdo do Teorema de Hopf e Rinow, demonstrare-
mos o teorema de Hadamard que afirma ser homeomorfa a R™
uma variedade completa, de dimensao n, simplesmente conexa
e cuja curvatura seccional satisfaz K < 0. Este é um exemplo
de relagoes entre propriedades locais e globais, onde condigGes
locais (K < 0) junto com restrigdes globais fracas (completa e
simplesmente conexa) implicam em uma forte restrigdo global
(ser homeomorfa a R™).

De agora em diante, exceto quando explicitamente mencio-
nado, as variedades serao supostas conexas.

2 Variedades completas: Teorema de
Hopf e Rinow

Quando queremos estudar propriedades globais de uma va-
riedade diferencidvel M, devemos exigir que M nao seja uma
subvariedade prépria, aberta, de uma variedade M’. A condicéo
usual para assegurar esta nao-estendabilidade é a compacidade.
Em alguns casos, porém, gostariamos de usar uma condi¢ao mais
fraca e uma defini¢ao natural seria a seguinte.

2.1 Definigao. Uma variedade Riemanniana M é estendivel se
existe uma variedade Riemanniana M’ tal que M é isométrica
a um subconjunto préprio aberto de M’. Caso contrario, M é
nao-estendivel.

Acontece que a classe das variedades Riemannianas nao-esten-
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diveis é grande demais. Um subconjunto adequado desta classe
¢é dado na seguinte definigao.

2.2 Definicdo. Uma variedade Riemanniana M é (geodesica-
mente) completa se para todo p € M, a aplicagdo exponencial,
exp, , estd definida para todo v € T, M, i.e., se as geodésicas
v(t) que partem de p estdo definidas para todos os valores do
parametro t € R.

2.3 Proposigao. Se M € completa entdo M ¢é nao-estendivel.

Demonstragao: Suponha que M C M’ é isométrica a um sub-
conjunto préprio, aberto, de uma variedade Riemanniana M.
Pela conexidade de M’, a fronteira OM de M em M’ é néo va-
zia. Sejam p € OM e U’ C M’ uma vizinhanga normal de p em
M'. Seja g € U'NM e #(t) uma geodésica em M’ com 4(0) = p,
7(1) = q. Entdo v(t) = (1 —t), |t| < 9, é uma geodésica em
M com ~(0) = q. Esta geodésica ndo estd definida para algum
t <1, o que contradiz o fato de M ser completa. O

E possivel mostrar, por um exemplo, que a reciproca nao é
verdadeira (cf. Exercicio 4) e conseqiientemente que a classe das
nao-estendiveis é realmente maior do que a classe das variedades
completas.

E conveniente introduzir uma distdncia numa variedade Ri-
emanniana (ndo necessariamente completa) M como se segue.
Dados dois pontos p,q € M, considere as curvas diferencidveis
por partes ligando p a q. Como M é conexa, uma tal curva existe
(cubra uma curva continua ligando p a ¢ por um nimero infinito
de vizinhangas coordenadas e substitua cada “pedago”contido
em uma vizinhanga coordenada por uma curva diferencidvel).

2.4 Definigdo. A distincia d(p,q) é definida por d(p,q) =
infimo dos comprimentos de todas as curvas f,4, onde f,, é
uma curva diferencidvel por partes ligando p a q.

2.5 Proposigao. Com a distancia d, M €é um espago métrico,
isto é€:
1) d(p,7) < d(p,q) +d(g,7),
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2) d(p,q) = d(g,p),

3) dlp,q) 20, e d(p,g) =0&=p=gq
Demonstragao: (1), (2) e duas das afirmagoes de (3) séo con-
seqiiéncias imediatas da defini¢do de infimo. Resta verificar que
se d(p,q) = 0 entdo p = ¢. Suponha o contririo, e tome uma
bola normal B,(p) que ndo contenha q. Como d(p, q) = 0, existe
uma curva c ligando p a ¢ de comprimento menor que 7. Mas o
segmento de c contido em B,(p) j4 tem comprimento maijor ou
igual que 7, pela Proposicao 3.6 do Capitulo III, e isto é uma
contradigao. a

Observe que se existe uma geodésica minimizante 7y ligando p
a g (o que nem sempre é verdade) entdo d(p, ¢) = comprimento 7.

2.6 Proposicao. A topologia induzida por d em M coincide
com a topologia inicial de M.

Demonstragao: Da observacao acima, segue-se que se 7 é su-
ficientemente pequeno, a bola geodésica B,(p) coincide com a
bola métrica de raio r, centrada em p. Assim, bolas métricas
contém bolas geodésicas, e reciprocamente. O

2.7 Corolario. Se pp € M, a fungdo f: M — R dada por

f(p) = d(p,po) € continua.
Pois, como é fécil de verificar, a fungdo f é continua na to-
pologia induzida por d.

O fato que torna relevante o conceito de completeza é o se-
guinte teorema.

2.8 Teorema. (Hopf e Rinow [HR]). Seja M uma variedade
Riemanniana e seja p € M. As sequintes afirmagdes sdo equi-
valentes:

a) exp, estd definida em todo o T,(M).
b) Os limitados e fechados de M sao compactos.
c) M € completa como espago métrico.

d) M ¢€ geodesicamente completa.
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e) Eziste uma sucessdo de compactos K,, C M, K,, C int K, 4
e UK, = M, tais que se ¢, ¢ K, entdo d(p,q,) — oo.

n
(Aqui int A indica o interior do conjunto A).
Além disso, cada uma das afirmagées acima implica que

f) Para todo q € M existe uma geodésica v ligando p a g com
£(y) = d(p, q).

Demonstragao: a) = f). Sejam d(p,q) = r, Bs(p) uma bola
normal em p, e S5(p) = S a fronteira de Bs(p). Seja xo um ponto
onde a fungéo continua d(q, z), z € S, atinge um minimo. Entao
Ty = exp, 6v, onde v € T,M e |v| = 1. Seja v a geodésica dada
por (s) = exp, sv (v. Fig. 1). Vamos mostrar que v(r) = g.

%o

Figura 1

Para provar este fato, consideremos a equagao

(1) d(v(s),g) =7 —s

eseja A = {s € [0,7]; (1) vale}. A # @ pois (1) vale para
s = 0. Além disto, A é fechado em [0,7]. Seja so € A. Vamos
provar que se so < 7, entdo (1) vale para so + &', onde &' > 0 é
suficientemente pequeno. Isto implica que sup A = r; como A é
fechado, entdao r € A, o que mostra que ¥(r) = q.
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Para provar que (1) vale para so + &', seja Bg(v(so)) uma
bola normal em v(sp), seja S’ = 0B (y(so)) sua fronteira, e seja
zy um ponto de minimo de d(z,q), z € S’. Basta mostrar que
zy = Y(so + ¢'). Com efeito, se zf = (s + ¢’), como

d(7(s0), ) = &' + mind(z, g) = &' +d(zp, 9)

e
d(¥(50),4) = = 0,
teremos
2) r—so =& +d(zg,q) = ' + d(v(zo0 + §'), 9),
ou seja

d(’Y(xo + 51)) q) =T-= (30 + 6,)1

que é (1) para so + ¢'.
Para provar finalmente que y(zo+46’) = zf, observe que, pela
desigualdade triangular e pela primeira igualdade de (2),

d(p) 5176) > d(pa Q) - d(q’ SU6) =r-—= (T — 80 — 5,) =80+ g

Por outro lado, a curva quebrada ligando p a zj,, que vai de p
a y(so) pela geodésica v, e de y(sp) a z por um raio geodésico,
tem comprimento igual a so + ¢'. Logo d(p, zj) = so + &', e uma
tal curva, pelo Corolédrio 3.9 do Capitulo III, é uma geodésica.
Em particular, a curva nao é quebrada, donde y(zo + ¢') = z .
Isto conclui a demonstragao que a) = f).

a) = b). Seja A C M limitado e fechado. Como A é limitado,
A C B, onde B é uma bola na métrica d de centro p. Por (f),
existe uma bola B,(0) C T,M, tal que B C exp, B,(0). Como
imagem continua de um compacto, exp, B;(0) é compacto. Logo,
A é um fechado contido em um compacto, donde compacto.

b) = c). Basta observar que o conjunto {p,} formado por uma
seqiiéncia de Cauchy é limitado, donde tem fecho compacto por
(b). Assim {p,} contém uma subseqiiéncia convergente e, sendo
de Cauchy, converge.



[SEC. 3: O TEOREMA DE HADAMARD 165

¢) = d). Suponha que M néo é geodesicamente completa. Entéo
alguma geodésica normalizada v de M estd definida para s < sg e
nao estd definida para so. Seja {s,} uma seqiiéncia convergindo
para sg com S, < So. Dado € > 0, existe um indice ng tal que
se m,m > ng entdo |s, — s,m| < €. Decorre dai que

d(’Y(sn))’Y(sm)) < |3n - Sml <Eg,

e assim a seqiiéncia {y(s,)} é de Cauchy em M. Como M é
completa na métrica d, {y(sn)} — po € M.

Seja (W, §) uma vizinhanga totalmente normal de po. Esco-
lha n; tal que se n,m > ny, entdo [y, — S| < € Y(sn), Y(Sm)
pertencem a W. Logo, existe uma unica geodésiga g de com-
primento menor do que ¢ ligando v(s,) & Y(sm). E claro que g
coincide com <, onde 7 estd definida. Como exp,,,) é um dife-
omorfismo em Bj;(0) e exp.,.(Bs(0)) D W, g estende v além
de sq .

d) = a). Obvio.
b) < e). Topologia Geral. O
2.9 Coroldrio. Se M é compacta entao M é completa.

2.10 Corolario. Uma subvariedade fechada de uma variedade
Riemanniana completa é completa na métrica induzida; em par-
ticular, as subvariedades fechadas de um espaco euclidiano sao
completas.

3 O teorema de Hadamard

Como aplicagdo do Teorema de Hopf-Rinow, vamos demons-
trar o seguinte resultado global.

3.1 Teorema (Hadamard). Seja M uma variedade Rieman-
niana completa, simplesmente conexa, com curvatura seccional
K(p,0) <0, para todo p € M e todo o C T,(M). Entio M é
difeomorfa a R", n = dim M; mais precisamente, exp,,: T,M —
M € um difeomorfismo.
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Antes de iniciar a demonstragao, precisamos de alguns lemas.
O lema seguinte mostra que a aplicagao exponencial de uma
variedade de curvatura nao positiva é um difeomorfismo local.

3.2 Lema. Seja M uma variedade Riemanniana completa com
K(p,0) <0, para todop € M e todo o C T,M. Entdo, para todo
p € M, o lugar dos pontos conjugados C(p) = &; em particular,
a aplicagio exponencial exp,: T,M — M € um difeomorfismo
local.

Demonstragao: Seja J um campo de Jacobi nao trivial (isto é,
nao identicamente nulo) ao longo de uma geodésica v: [0, 00) —
M, onde ¥(0) = p e J(0) = 0. Entdo, pela hipdtese sobre a
curvatura e pela equagao de Jacobi

(J, )" =2(J, J'y +2(J", J)
=2(J",J') = 2R(Y, I}V, J)
= 2|2 - 2K (v, )]y AJ|*> > 0.

Portanto (J,J)'(t2) > (J,J) (t1) sempre que t; > t;. Como
J'(0) # 0 e (J,J)'(0) = 0, segue-se também que, para t > 0
suficientemente pequeno, vale

(J, I)(t) > (J,J)(0).

Como (J, J')" ndo decresce, decorre dai que para todo t > 0,
(J, J)(t) > 0, e y(t) ndo é conjugado de y(0) ao longo de y. O

O ponto crucial da demonstragao do Teorema de Hadamard
¢é dado no lema abaixo, que tem um interesse independente.

3.3 Lema. Seja M uma variedade Riemanniana completa e
seja f: M — N um difeomorfismo local sobre uma variedade
Riemanniana N que possui a segquinte propriedade: para todo
p € M e todov € T,M, tem-se |dfp(v)| > |v|. Entdo f é uma
aplicacdo de recobrimento.

Demonstragao: Por uma propriedade de espacos de recobri-
mento (Cf. M. do Carmo, [dC 2], pg. 383), basta mostrar que
f possui a propriedade de levantar arcos de N, isto é, dada
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uma curva diferenciavel c: [0,1] — N e um ponto ¢ € M com
f(@) = ¢(0), existe uma curva ¢: [0,1] — M com &(0) = q e
foc=c

Para provar o pedido, observe que, como f é um difeomor-
fismo local em g, existe € > 0 tal que é possivel definir ¢: [0,e] —
M com ¢(0) = q e f o =c, isto é, é possivel levantar ¢ em um
intervalo pequeno a partir de ¢. Como f é um difeomorfismo
local em todo M, o conjunto dos valores A C [0, 1], tais que ¢
pode ser levantada em A a partir de ¢ é um intervalo aberto a
direita, isto é, A = [0,tp). Se mostrarmos que ¢, € A, teremos
que A é aberto e fechado em [0, 1], logo A = [0, 1] e ¢ pode ser
inteiramente levantada.

Para mostrar que ¢y € A, seja {t,},n = 1,..., uma seqiiéncia
crescente em A com limt, = ty. Entéo a seqiiéncia {¢(t,)} estd
contida em um compacto K C M. Com efeito, se isto nao
acontecer, como M é completa, a distincia de ¢(t,,) e ¢(0) serd
arbitrariamente grande. Como, por hipdtese,

tn tn de
eo’tn(C) —/0 dt dt —/0 dfg(t) (-C'i'z)

S /0 1% g > e, 2(0)),

dt
isto implica que o comprimento de c entre 0 e ty € arbitrariamente
grande, o que é um absurdo, e prova a afirmacao feita.

Como {¢(t,)} € K, n = 1,..., existe um ponto de acu-
mulagéo r € M de {¢(t,)}. Seja V uma vizinhanca de r tal que
fIV é um difeomorfismo. Entdo c(tp) € f(V) e, por continui-
dade, existe um intervalo I C [0, 1], ¢y € I, tal que c¢(I) C f(V).
Escolha um indice n tal que €(t,) € V e considere o levantamento
g de c em I passando por r. Os levantamentos g e ¢ coincidem
em [0,t,) NI, pois f|V é biunivoca. Portanto, g é uma extensao
de ¢ em I, donde ¢ esta definido em £, e tg € A. O

Demonstragao do Teorema de Hadamard: Como M é com-
pleta, exp,: T,M — M estd bem definida para todop € M e
é sobrejetiva. Pelo Lema 3.2, exp, é um difeomorfismo local.

dc dt
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Isto permite introduzir uma métrica Riemanniana em T,M de
modo que exp,, € uma isometria local. Uma tal métrica é com-
pleta, pois as geodésicas de T, M passando pela origem sao retas
(Cf. Teorema 2.8, (a) = (d)). Pelo Lema 3.3, exp, é uma
aplicagdo de recobrimento. Como M é simplesmente conexa,
exp, ¢ um difeomorfismo. O

3.4 Observagao. A demonstragao que acabamos de apresen-
tar prova um pouco mais que o enunciado. Chamemos pdlo um
ponto p de uma variedade Riemanniana completa M que possui
a propriedade de nao ter pontos conjugados. Todo ponto de uma
variedade completa M de curvatura nao-positiva é um pdlo de
M. Podem, entretanto, existir pélos em variedades nao compac-
tas de curvatura positiva (v. Exercicio 13). O que acabamos de
provar foi o resultado geral seguinte. Se uma variedade Rieman-

niana M completa e simplesmente conexa possui um pdlo, entdo
M € difeomorfa a R™, n = dim M.

Exercicios

1. Se M, N sao variedades Riemannianas tais que a inclusao
i: M C N é uma imersao isométrica, mostre por um e-
xemplo que a desigualdade estrita dy; > dn pode ocorrer.

2. Seja M um espago de recobrimento de uma variedade Ri-
emanniana M. Mostre que é possivel dar a M uma es-
trutura Riemanniana tal que a aplicagido de recobrimento
m: M — M seja uma isometria local (esta métrica é cha-
mada a métrica de recobrimento). Mostre que M é com-
pleta se e somente se M é completa.

3. Seja f: M; — M, um difeomorfismo local de uma vari-
edade M; sobre uma variedade Riemanniana M,. Intro-
duza em M; uma métrica Riemanniana tal que f seja uma
isometria local. Mostre por um exemplo que se M, é com-
pleta, M; pode nao ser completa.
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4. Considere o recobrimento universal
m: M — R?-{(0,0)}

do plano euclidiano menos a origem. Introduza em M a
métrica de recobrimento (Cf. Exercicio 2). Mostre que
M nao é completa e nao-estendivel, e que o teorema de
Hopf-Rinow néo é verdadeiro para M (isto mostra que a
nogao de nao-estendabilidade, apesar de natural, nao é sa-
tisfatéria).

Sugestdo: O unico ponto dificil é provar que M é nao-
estendivel. Suponha o contrario, isto é, M C M’, é uma
isometria e M # M'. Seja p’ € M’ um ponto na fronteira
de M e W' C M’ uma vizinhanga convexa de p'.

Se provarmos que W’ — {p'} C M, obteremos uma con-
tradicdo, pois entdo m(W’' — {p'}) = U é uma vizinhanga
de (0,0) € R? e considerando o circulo fechado em U com
centro em (0, 0) poderiamos levanté-lo num circulo fechado
em M, o que é impossivel.

Para provar que W’ — {p'} C M, observamos primeiro que
por cada ponto p € M passa uma unica geodésica em M
que nao pode ser estendida para todos os valores de t € R.
Seja x € W/ N M e ligue z a p’ por uma geodésica ¥ de
M'. 7 coincide inicialmente com uma geodésica de M e
portanto € a unica geodésica passando por x que nao pode
ser estendida para todos os valores de t. Da unicidade e
do fato de que p' é um ponto da fronteira, segue que todos
os pontos de 4 N W, exceto p’, pertencem a M, pois v se
aproxima, arbitrariamente da fronteira de M. Finalmente,
se z € W ez ¢ 7, a geodésica ligando z a z estd, pela
unicidade acima, inteiramente em M, donde z € M.

5. Uma curva divergente em uma variedade Riemanniana M
é uma aplicagdo diferencidvel a: [0,00) — M tal que para
todo compacto K C M existe um to € (0,00) com «(t) ¢
K parat > t, (isto é, a “sai”de qualquer compacto de M).
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Define-se o comprimento de uma curva divergente por

t
lim / o (1) dt.
t—oo 0

Prove que M é completa se e somente se o comprimento
de qualquer curva divergente é ilimitado.

6. Uma geodésica vy: [0,00) — M em uma variedade Rieman-
niana M é um raio partindo de v(0) se ela é minimizante
entre y(0) e y(s), para todo s € (0,00). Admita que M
é completa, nao-compacta, e seja p € M. Mostre que M
contém um raio partindo de p.

7. Sejam M e M variedades Riemannianas e f: M — M um
difeomorfismo. Admita que M é completa e que existe uma
constante ¢ > 0 tal que

vl = cldfp(v)],

para todo p € M e todo v € T,(M). Prove que M é
completa.

8. Sejam M uma variedade Riemanniana completa, M uma,
variedade Riemanniana conexa, e f: M — M uma aplicacio
diferencidvel que é localmente uma isometria. Admita que
cada dois pontos de M podem ser ligados por uma tnica
geodésica de M. Prove que f é biunivoca e sobrejetiva (e,
portanto, f é uma isometria global).

9. Considere o semi-plano superior
R} = {(z,y) € R%y > 0}

com a métrica Riemanniana dada por

1
gu=1 gi2=0, 922=§'
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10.

11.

12.

13.

Mostre que o comprimento do segmento vertical
z=0, e<y<1l come>0,

tende para 2 quando € — 0. Conclua dai que tal métrica
nao é completa. (Observe, entretanto, que quando y —
0 os comprimentos dos vetores, nesta métrica, se tornam
arbitrariamente grandes.)

Prove que o semi-plano superior H2 com a métrica de Lo-
batchevski: 1

R =0,

g11 = G922 =
é completo.

Seja M uma variedade Riemanniana completa, e seja X
um campo diferenciavel de vetores em M. Suponha que
exista uma constante ¢ > 0 tal que |X(p)| < c, para todo
p € M. Prove que as trajetorias de X, isto é, as curvas
©(t) em M com ¢'(t) = X (p(t)), estdo definidas para todo
valor de t¢.

Uma variedade Riemanniana é homogénea se dados p,q €
M existe uma isometria de M que leva p em q. Prove que
toda variedade homogénea é completa.

Mostre que o ponto p = (0,0,0) do paraboldide
S ={(z,y,2) €R® z =12 +4°}

é um pdlo de S e, entretanto, a curvatura de S é positiva.



Capitulo VIII

Espacos de Curvatura
Constante

1 Introducao

Entre as variedades Riemannianas, aquelas de curvatura sec-
cional constante sao as mais simples. Elas estdo relacionadas
com a Geometria nao-euclidiana classica, que é historicamente
o primeiro exemplo de uma estrutura geométrica diferente da
euclidiana.

A propriedade importante dos espagos de curvatura constante
é que eles possuem um nimero suficientemente grande de isome-
trias locais (Cf. Corolério 2.2). Isto significa que nestes espagos
é sempre possivel “deslocar”isometricamente dois tridngulos pe-
quenos colocados em posigoes diferentes e verificar se eles podem
ser superpostos (em cujo caso diremos que sdo iguais). Esta pro-
priedade de “livre mobilidade dos tridangulos pequenos”é funda-
mental nas construcoes da geometria elementar e foi considerada
como um postulado a ser satisfeito pelas geometrias nao euclidi-
anas.

Nao ¢é dificil verificar que quando multiplicamos uma métrica
Riemanniana por uma constante positiva ¢, entdo a sua curva-
tura seccional é multiplicada por 1/c. Logo, a menos de uma
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semelhanca, podemos supor que a curvatura seccional constante
de uma variedade é 1, 0, ou —1. No que se segue, esta hipitese
serd admita sem maiores comentarios.

Até agora encontramos dois exemplos de variedades Rieman-
nianas de curvatura seccional K constante, a saber, o espago
euclidiano R” com K = 0 e a esfera unitdria S C R"*! com
K = 1. Neste capitulo, introduziremos uma, variedade Rieman-
niana, o espago hiperbdlico H" de dimensao n, que tem curvatura
seccional K = —1. As variedades R", S™ e H™ sdo completas e
simplesmente conexas (Cf. Segao 3). O resultado principal deste
capitulo é que estas sao essencialmente as Unicas variedades Rie-
mannianas completas, simplesmente conexas, com curvatura sec-
cional constante. Isto permite reduzir o problema de achar todas
as variedades completas de curvatura constante ao problema de

determinar certos subgrupos dos grupos das isometrias de R",
S™ e H™ (Cf. Segao 4).

Para demonstrar o resultado mencionado, introduziremos na
Secgao 2 um resultado um pouco mais geral sobre a determinagao
da métrica por meio da curvatura. Estritamente falando, este
resultado nao se refere a espagos de curvatura constante, mas
este é o lugar natural de apresenté-lo.

Usaremos freqiientemente a expressao classica espagos de cur-
vatura constante para designar as variedades Riemannianas de
curvatura seccional constante.

Na ultima Segao deste capitulo, descreveremos as isometrias
do espago hiperbdlico H™ e identificaremos algumas hipersu-
perficies importantes de H™, a saber, as horoesferas e as hiperes-
feras. No exercicio 6, indicaremos como calcular as curvaturas
médias e seccionais de tais hipersuperficies.



174 [CAP. VIII: ESPACOS DE CURVATURA CONSTANTE

2 Teorema de Cartan sobre a deter-
minacao da métrica por meio da
curvatura

Sejam M e M duas variedades Riemannianas de mesma di-
mensao n e sejam p € M e p € M. Escolha uma isometria linear
i: T,(M) — T5(M). Seja V C M uma vizinhanga normal de p
tal que exp; estd definida em ioexp, (V). Defina uma aplicagao
f:V — M por

f(g) = expz0i oexp;l(q), geV.

Para todo ¢ € V existe uma tnica geodésica normalizada v:[0, t}—
M com «(0) = p, ¥(t) = q. Indicaremos por P, o transporte pa-
ralelo ao longo de v de v(0) a «y(t). Defina ainda ¢;: Ty(M) —
Tf(q)(M) por

¢:(v) = Boio Pl (v), v € Ty(M),
onde j:St € o transporte paralelo ao longo da geodésica normali-
zada 7: [0,t] — M dada por (0) = p, ¥(0) = i(v'(0)). Final-

mente, indicamos por R e R as curvaturas de M e M, respecti-
vamente.

2.1 Teorema (E. Cartan [Ca], pg. 238). Com as notagdes
acima, se para todo q € V e todo x,y,u,v € T,(M) tem-se

(R(z,y)u,v) = (R($:(z), $1(y))de(w), $:(v)),

entio f: V — f(V) C M ¢é uma isometria local e dfp = 1.

Demonstragao: Seja g € V e seja~y: [0,4] —» M uma geodésica
normalizada com v(0) = p, v(¢) = q. Sejav € T,(M) e seja J um
campo de Jacobi ao longo de v dado por J(0) =0 e J(¢) = v.

Seja ey,...,e, = ¥'(0) uma base ortonormal em T,(M) e seja
ei(t), © = 1,...,n, o transporte paralelo de e; ao longo de 1.
Escrevendo

J(t) = Zyi(t)ei(t):
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e usando a equagao de Jacobi, concluimos que

y; + Z (R(en,€i)en, )y =0, j=1,...,n
i

Seja agora 7: [0,4] — M uma geodésica normalizada dada

por 7(0) = 5, ¥(0) = i(y(0)). Seja J(t) o campo ao longo de ¥
dado por

J(t) = ¢ (J(t)), tel0,4.
Seja €;(t) = ¢:(e;(t)). Entao, pela linearidade de ¢,

J(t) =Y w(t)a().
Como, por hipétese,

(R(em ei)en’ ej) = <§(ém éi)éna é.’i)’

temos que

y;' + Z <§(‘é'm é'i)é"n.) éj>yi = 0, .7 = la -y
A

Conclui-se daf que J é um campo de Jacobi ao longo de ¥ com
J(0) = 0. Como o transporte paralelo é uma isometria, |J(¢)| =
|J(£)|. Se mostrarmos que

J(8) = dfy(v) = dfy(J(0)),

teremos concluido a demonstragao.

Como J(t) = ¢:(J(t)), temos que J'(0) = i(J'(0)). Por outro
lado, como J(t) e J(t) sdo campos de Jacobi que se anulam em
t = 0, temos pelo Corolario 2.5 do Capitulo V

J(t)=(d expp)t,y,(o)(tJ'(O)),
J(t) = (dexps) gy (£7(0))-
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Portanto,

T(0) = (dexpy) sy o) il (0))
= (dexPy) e 01 © ((dexP,)p0) ™ (J(0) = dfy(J (),

o que prova o pedido. O

Observe que a mesma prova mostra que se exp, € exp; sao
difeomorfismos, entao, nas condigées do Teorema 2.1, f esta de-
finida em todo o M e é uma isometria.

O teorema, afirma que a métrica é, em um certo sentido, deter-
minada localmente pela curvatura. Uma afirmagao equivalente
foi feita por Riemann ([Ri], p.289). Ao que saibamos, a primeira
demonstragao do resultado local foi apresentada por E. Cartan
([Cal, pg. 238). Uma versdo global do teorema acima, que nao
apresentaremos aqui, foi dada por W. Ambrose em 1956, [Am
1]. Uma demonstragio simples do resultado de Ambrose pode
ser encontrada em Cheeger e Ebin [Ce].

Para os nossos objetivos, interessam apenas os dois corolarios
abaixo. Em particular, o Corolario 2.3 significa que um espago
de curvatura constante € rico em isometrias.

2.2 Corolario. Sejam M e M espagos de mesma curvatura
constante e de mesma dimensdo n. Sejamp € M ep € M. Es-
colha arbitrariamente bases ortonormais {e;} € T,(M) e {€;} €

T-(M ), 5 =1,...,n. Entdo existem uma vizinhan¢a V C M de
p, uma mzznhang:a VCMdep D, e uma isometria f: V — V tal
que dfp(e;) = €; .

Demonstragao: Escolha a isometria ¢ do teorema de modo

que i(e;) = €;. A condicdo sobre a curvatura é imediatamente
verificada, e a conclusao segue do teorema.

2.3 Corolario. Seja M um espago de curvatura constante e
sejam p e q dois pontos quaisquer de M. Sejam {e;} e {f;} ba-
ses ortonormais arbitrdrias de T,,(M) e T,(M), respectivamente.
Entao existem vizinhancas U de p e V de q, e uma isometria
g: U >V tal que dgp(ej) = f; .
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Relacionado com o problema acima, existe o problema de
saber se um difeomorfismo f: M — M que preserva a curvatura
no sentido que

(R(X,Y)2,T), = (R(dfp(X), dfy (Y))dfo(2), dp(T)) 1

para todo p € M e todo X,Y,Z, T € T,(M), é uma isometria.
Em dimensao dois isto seria uma espécie de reciproca do Teorema
Egregium de Gauss, e é falso, mesmo no caso compacto, como
mostra o exemplo da Fig. 1. (Um exemplo ndo trivial para o
caso ndo compacto pode ser encontrado em M. do Carmo [dC
2], pg. 237.) Paran =dim M = dim M > 4, o problema admite
surpreendentemente uma solucgéo afirmativa (v. Kulkarni, [Ku
1] e [Ku 2]).

_Explicitamente, o resultado de Kulkarni afirma que se M"
e M™ sdo analiticas (isto é, as mudangas de coordenadas sdo
fungdes analiticas), n > 4, e f: M™ — Mr preserva curvaturas,
entdo ou M tem curvatura seccional constante ou f € uma iso-
metria . Se M e M sao meramente C'*°, é necessario supor, em
adicao, que o conjunto dos pontos nao-isotrépicos é denso em M
(um ponto p € M é isotrdpico se a curvatura seccional K (o,p)
em p ndo depende de o; cf. o teorema de Schur, exercicio 8, Cap.
IV). Para n = 3, o problema foi tratado por Yau [Ya].

C D
(I | )

Figura 1. Um difeomorfismo que preserva
curvatura e ndo é uma isometria.

iso-
métricas
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3 O espaco hiperbdlico

Daremos agora um exemplo de um espago de curvatura cons-
tante —1.

Considere o semi-espago do R™ dado por
H" = {(z1,...,z,) € R*; 2, > 0}
e introduza em H™ a métrica

S
(1) gij($1,...,:1:n)=:_r%,

n

E claro que H™ é simplesmente conexo. Vamos mostrar que H"
com a métrica (1) tem curvatura seccional constante igual a —1,
e que H™ é completo. H™ é chamado o espago hiperbdlico de
dimensao n.

Iniciaremos com o célculo da curvatura de H". Uma boa
parte do célculo pode ser feita na situagdo mais geral seguinte:
duas métricas (, ) e ({, )) em uma variedade diferencidvel M
sdo conformes se existe uma funcgao diferenciavel f: M — R,
positiva, tal que para todo p € M e todo u,v € T,(M) se tenha

(u,v), = f(P){(u,v)),-

Por exemplo, a métrica (1) de H™ é conforme & métrica usual do
espago euclidiano R”™.
Consideremos em H™ a métrica

8ij
gz'j:ﬁa

onde F' é uma fungao positiva diferencidvel em H,, ; tal métrica é
conforme & métrica usual de R". Escreveremos g = F?2§;; para
indicar a matriz inversa de g;;, e faremos log F' = f. Nestas
condicdes, indicando % f = fj, temos

0gik 2 _ d;
o, - *EIT

fi-
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Para o célculo dos simbolos de Christoffel, observemos que
1 0 0 0
Pk = m mi A Yij mk
Z{a 9im + s 9 axmgy}g

_1fo .9 .__3_ 2

= —0ixfi — Orif; + 0ij fr,
donde concluimos que se os trés indices sao distintos, Ffj =0,e
se dois indices sao iguais, temos

J J i
~fiy Tu=Ff, Ty=—fi, Ti=-fi.
Para o célculo dos coeficientes da curvatura, observemos que

. )
Rijij = Z Rijigej = joign ngz

0
{erjr\;e ngzrzl 1,1. - 3:17 FJ }

Como z- B:z: Ty = fj e 6:1: I‘ = — fi; , teremos
F’Rijij=— Y fefe+ fI— 17— f1+ 3 + fis + fi
f#ff#j

= =D fi+ 2+ i+ fat fiy-
£

Além disto, R;;re = 0 se os quatro indices sdo distintos, e se trés
indices sao distintos, temos

(2) Riy=—fufi— fri» BRl=fife+ fu, Ri=0.

. . a 3
Finalmente, a curvatura seccional no plano gerado por B B;
. & 8 .z .
é (observe que 37, 5,; 580 ortogona.ls)
Rijij 4
Ki; = = Riji; F
GiiGjj

—(—Zf?+ff+ff+fa+fjj> F*
L



180 [CAP. VIIl: ESPACOS DE CURVATURA CONSTANTE

Vamos agora particularizar para o caso F? = 12, o0 que im-

plica f =logz, . Neste caso, se ¢ # n e j # n, teremos

1
Kij = (—x—2) .'13721 = —1,

se i =n, j # n, teremos

1
Knj = (_fr% + f12;, + fnn)F2 = _.’11_2 .’L’i = -1
n

finalmente, se i # j, j = n, teremos ainda K;, = —1. Usando as
expressoes em (2) e o Coroldrio 3.5 do Capitulo IV, concluimos
que a curvatura seccional de H™ é constane e igual a —1.

Para provar que H" é completo, utilizaremos o seguinte fato.

3.1 Proposigao. As retas perpendiculares ao hiperplano x, =
0, e os circulos de H™ cujos planos sao perpendiculares ao hiper-
plano x, = 0 e cujos centros estdo neste hiperplano sao geodésicas
de H™.

Demonstragao: Observe que uma isometria de R™ que sé en-
volve as varidveis z,...,Tn_1 nao altera a métrica g;; e é, por-
tanto, uma isometria de H™. Decorre dai que basta conside-
rar retas e circulos no plano x;z,. O resultado segue agora do
Exemplo 3.10 do Capitulo III. O

E imediato verificar, pelo teorema de existéncia e unicidade
de geodésicas, que todas as geodésicas de H™ sao do tipo descrito
na Proposigao 3.1. Isto implica que todas as geodésicas de H™
estao contidas em planos perpendiculares ao hiperplano z, =
0. Como tais planos sao evidentemente isométricos ao plano
hiperbdlico, o fato de H™ ser completo é uma conseqiiéncia de
ser o plano hiperbélico completo (Cf. Exercicio 10, do Cap. VII).

Um outro modelo do espago hiperbdlico é descrito no
Exercicio 3 deste capitulo.

4 As formas espaciais

Agora podemos provar o resultado principal deste capitulo.
Como sempre, M™ indicard uma variedade de dimensao n.
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4.1 Teorema. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa
e de curvatura seccional constante K. Entdo o recobrimento uni-
versal M de M, com a métrica do recobrimento, € isométrico a:

a) H*, se K = —1,
b) R*, se K =0,
c) S™, se K =1.

Na demonstragao, faremos uso do seguinte lema que € inte-
ressante em si mesmo.

4.2 Lema. Sejam f;: M — N, i = 1,2, duas isometrias lo-
cais da variedade Riemanniana (conexa) M na variedade Rie-
manniana N. Suponhamos que existe um ponto p € M tal que
filp) = f2(p) € (dfi), = (df2),. Entdo fr=fs.
Demonstracao do Lema: Seja V uma vizinhanga normal de
p tal que as restrigoes fi|V e fo|V sejam difeomorfismos. Seja
o= f'ofy: V— V. Entdo p(p) = p e dy, é a identidade. Se
q € V, existe um tnico v € T,M com exp,(v) = ¢q. Decorre daf
que ¢(q) = ¢, donde f, = fo em V. Como M é conexa, qualquer
ponto r € M pode ser ligado a p por um caminho a: [0,1] — M,
a(0) = p, a(1) =r. Seja

A={t€[0,1]; fi(a(t)) = fo(a(t)) e (dfl)a(t) = (df2)a(t)}'

Pelo que foi visto, sup A # 0. Se sup A = tg # 1, repetiremos o
argumento acima para o ponto a(tp), obtendo uma contradigao.
Portanto sup A = 1, donde f;(r) = fa(r), paratodor € M. O

Demonstragcao do Teorema 4.1: M é uma variedade Rie-
manniana completa, simplesmente conexa de curvatura secci-
onal constante K. Consideremos em primeiro lugar os casos
(a) e (b) e indiquemos, por conveniéncia, tanto H™ quanto R"
por A. Fixemos pontos p € A, p € M e uma isometria linear
i: Tp(A) — T5(M); Consideremos a aplicagao:

f =exp; o1 exp;lz A — M.
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Como A e M sdo completas com curvaturas seccionais nao po-
sitivas, f estd bem definida. Pelo Teorema de Cartan, f é uma
isometria local. Pelo Teorema de Hadamard, exp, e exp; sdo
difeomorfismos, logo f é um difeomorfismo, e isto prova (a) e
(b). .

Para o caso (c), fixemos novamente pontos p € S™, p € M e
uma isometria linear i: T,(S™) — T,;(M). Seja ¢ € S™ o ponto
antipoda de p e definamos

f=exp;oio exp;lz S*—{q} — M.

Pelo Teorema de Cartan, f é uma isometria local. Escolhamos

agora um ponto p' € S™; p’' # p, ' # q. Fagamos § = f(p),
i’ = dfy e definamos

f'=expy oi o exp;,lz S*—{d}— M,

onde ¢’ é o ponto antipoda de p'.
Observe que S™ — ({q} U{q'}) = W é conexo, p' e W, e

f@) =0 =fF) dy=1=4dfy.

Segue-se do Lema 4.2, que f = f' em W. Por conseguinte,
podemos definir uma aplicagao g: S™ — M por

" = f(r), se reS"—{q}
9(r) {f’(r), se Te€S"—{q}

E claro que g é uma isometria local, logo um difeomorfismo local.
Pela compacidade de S™, g é uma aplicagao de recobrimento, e
como M é simplesmente conexa, g é um difeomorfismo (v. M.
do Carmo [dC 2] §5.6). Logo g é uma isometria. O

As variedades completas com curvatura seccional constante
sao chamadas formas espaciais. O teorema anterior reduz a de-
terminagao de todas as formas espaciais a um problema da teoria
de grupos, como mostraremos a seguir. Precisamos de alguns fa-
tos sobre espagos de recobrimento e agoes de grupos.
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Diremos que um grupo G opera (& esquerda) em um conjunto
M se existe uma aplicagdo de G x M em M, indicada por

GxM>3(g,z) gz eM

tal que
er =1z, (9192)% = g1(go)

onde e = identidade de G, x € M e g1,9, € G. Diz-se que G
opera livremente (i.e., sem pontos fixos) em M se gz = z implica
g = e. A orbita de um ponto x € M é o conjunto

Gz = {gz;9 € G}.

A agdo de G ¢é transitiva se Gz = M. O conjunto de todas
as Orbitas é indicado por M/G; existe uma projecdo natural
m: M — M/G dada por m(z) = Gz. Quando M tem alguma es-
trutura adicional (topoldgica, diferencidvel, etc.), é conveniente
considerar G como um grupo de isomorfismos (homeomorfismos,
difeomorfismos, etc.) da estrutura considerada.

Se M é um espago topoldgico, dizemos que um grupo G (de
homeomorfismos de M) opera de modo propriamente descontinuo
se todo £ € M possui uma vizinhanga U tal que g(U)NU =
@, para todo g € G, g # e. Neste caso, a projecao m: M —
M/G (onde M/G tem a topologia quociente) é uma aplicagdo
de recobrimento regular e G é o grupo das transformagoes de
recobrimento (V. Massey [Ma], Prop. 8.2, pg. 165).

Suponha agora que M é uma variedade Riemanniana e seja
I’ um subgrupo do grupo das isometrias de M que opera de
modo propriamente descontinuo. J4 sabemos que M/T" tem uma
estrutura de variedade diferencidvel na qual 7: M — M/T" é um
difeomorfismo local (V. Cap. 0, Exemplo 4.8). Podemos, além
disto, dar a M/T" uma métrica Riemanniana de modo que 7 seja
uma isometria local. Com efeito, dado p € M/T, escolhemos
p € 7 (p); para todo par u,v € T,(M/T"), definimos

(u,v) = (dn " (u),dn ™ (v)); -
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Como o recobrimento m é regular, I' é transitivo em 7~*(p)
(V. Massey [Ma], Lema 8.1, pg. 164). Logo, dado qualquer
g € 7 (p), existe v € T com ¥(p) = g, e a definicdo acima
ndo depende da escolha do p € 771(p). E claro que com tal
métrica m: M — M/T" é uma isometria local; tal métrica serd
chamada a métrica em M/T induzida pelo recobrimento w. Ob-
serve que M/I" é completa se e sé se M é completa e que M/T
tem curvatura constante se e s6 se M tem curvatura constante.
Tomando M = S™ ou R™ ou H", concluimos que M/I' é uma
variedade completa de curvatura constante 1 (se M = S™), 0 (se
M = R™). Vamos mostrar que desta maneira obteremos todas
estas variedades.

4.3 Proposicao. Seja M uma variedade Riemanniana com-
pleta com curvatura seccionﬂ constante K (1,0,—1). Entdo M
é isométrica a M /T, onde M é S™ (se K =1), R, (se K =0)
ou H " (se K =—1), T é um subgrupo do grupo das isometrias
de M que opera de modo propriamente descontinuo_em M ea
métrica de M /T é a induzida pelo recobrimento 7 : M- M / r.

Demonstragao: Considere o recobrimento universal p: M —
M, e tome em M a métrica do recobrimento, isto é, a métrica
tal que p seja uma isometria local. Seja I' o grupo das trans-
formagdes de recobrimento de p. Entdo I' é um subgrupo do
grupo das isometrias de M e opera de maneira propriamente des-
continua em M. Logo ¢ possivel introduzir em M /T a métrica
Riemanniana induzida por 7: M — M / I'. Como o recobrimento
p é regular, temos que se I,y € M entdo p(Z) = p(7) se e sb se
I'T = I'j o que ocorre se e s6 se m(Z) = w(y). As classes de
equivaléncia dadas por p e T em ;J\Zf sao, portanto, as mesmas, o
que induz uma bije¢ao {: M — M /T tal que 7 = £ op. Como 7
e p sao isometrias locais, { também o é, e, sendo uma bijecao, é
uma isometria de M sobre M/T. a

A proposigao anterior reduz o problema de achar todas as
formas espaciais ao problema de determinar todos os subgrupos
que operam de modo propriamente descontinuo do grupo das
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isometrias de cada um dos modelos simplesmente conexos (S”,
H™ e R™).

A determinagao de tais subgrupos é um problema dificil. O
problema esférico (M = S™) foi solucionado s6 na década de 60,
e o leitor interessado achard uma exposc¢ao em Wolf, J., “Spa-
ces of Constant Curvature”, Mc-Graw Hill, 1967 (Capitulo 4-7).
Este livro contém também um estudo bastante completo do que
é conhecido em problemas correlatos (Cf. a 22 edigdo, publi-
cada por Publish or Perish). Aqui sé6 mencionaremos dois fatos
interessantes.

4.4 Proposigao. Seja M™ uma variedade Riemanniana com-
pleta de dimensdo par n = 2m, com curvatura seccional cons-
tante K = 1. Entdo M™ € isométrica ou d esfera S™ ou ao
espago projetivo real P* da mesma dimensdo.

Demonstragao: O grupo ortogonal 0(2m + 1) é o grupo (tran-
sitivo) de isometrias de S™. Seja I" um subgrupo que opera de
modo propriamente descontinuo sobre S™. Se v € I" tem deter-
minante +1, existe um valor préprio de 7y igual a 1. Entao vy tem
um ponto fixo, o que implica vy =e. Se ¥ € I" tem determinante
—1, entdo 42 tem determinante 1, logo 4% = e. Por conseguinte,
os valores proprios de 4 sao 1 ou —1. Se 1 é um valor préprio
de ¥, entdo 4 = e, o que contradiz o fato de ser dety = —1. As-
sim 4 = —e, donde, I' = {e, —e}. Usando agora a Proposigdo 4.3
obtemos que M™ é ou S™,se I' = {e}, ou P*,;se ' = {e,—e}. O

4.5 Proposigao. Toda superficie compacta, orientdvel de género
p > 1 pode ser munida de uma métrica de curvatura constante
negativa.

Demonstragao: Tomemos no plano hiperbélico H2 um poligono
geodésico fechado P com 4p lados de iguais comprimentos. Por
um processo bem conhecido de identificagao de lados, P pode
ser identificado a uma variedade topoldgica bi-dimensional M?
(Ver Massey [Ma], Cap. 1). Seja I' o subgrupo das isometrias
de H? gerado pelas isometrias que identificam os lados de P. E
possivel mostrar que os transformados de P por I' “enchem H?
sem vazios”’se e somente se a soma « dos angulos internos dos
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vértices de P for igual a 27 (para uma prova simples. v. Roger
Fenn, “What is the geometry of a surface?”, American Math.
Monthly, Feb. 1983); neste caso, M2 = H?/T' tem uma métrica
de curvatura constante igual a —1. Afirmamos que é possivel
achar um poligono P que satisfaz a condi¢ao a = 2w, o que
concluird a demonstragao da proposigao.

Para provar o pedido, observe-se que pelo Teorema de Gauss-
Bonnet (v. M. do Carmo [dC 2], pg. 274), conclui-se que

a=-A+2r(lp-1),

onde A é a area de P na métrica hiperbdlica. Portanto, por
um lado, se o poligono P é arbitrariamente pequeno, a é arbi-
trariamente préximo de 2m (2p — 1). Por outro lado, podemos
aumentar a drea A do poligono P de tal forma que « seja arbitra-
riamente pequeno. Decorre dai que deformando continuamente
P, existe um poligono geodésico tal que o = 27. d

Os espagos de curvatura constante tiveram um papel impor-
tante no desenvolvimento histérico da Geometria Riemanniana,
devido as suas relagoes com a Geometria nao-euclidiana. Uma
geometria nao-euclidiana é uma variedade Riemanniana com-
pleta M junto com um grupo transitivo de isometrias G (os mo-
vimentos nio euclidianos) que satisfazem ao Azioma de Mobili-
dade livre: Sejam p,p € M, 7, ¥2 geodésicas de M que comegam
em p e formam um dngulo a em p, e 1, Y2 geodésicas com ori-
gem em p e formando um dngulo a em p. Entdo existe g € G,
com g(p) = P, 9(n) = H1, 9(12) = J2. Isto corresponde a
“igualdade de tridngulos’na geometria euclidiana, e implica evi-
dentemente que M tem curvatura seccional constante. Segue-se
que os espagos da Geometria nao-euclidiana sao encontrados en-
tre as formas espaciais. Dai a importancia dada a determinacao
das formas espaciais. Os casos de S™, P™ e H™ sao chamados
geometria esférica, eliptica e hiperbdlica respectivamente.



[SEC. 5: ISOMETRIAS DO ESPACO HIPERBOLICO 187

5 Isometrias do espaco hiperbdlico; o
teorema de Liouville

As isometrias do espago hiperbdlico estdo estreitamente re-
lacionadas com as transformagoes conformes do R”. Uma apli-
cagdo f: U C R® — R™ de um aberto U C R"™ é chamada
conforme se os angulos (ndo orientados) de curvas que se cor-
tam sdo preservados, isto é, se o angulo (ndo orientado) de dois
vetores quaisquer v; e v em p € U é igual ao angulo de df,(v)
com df,(v2). O principal objetivo desta Se¢do é mostrar que as
isometrias do semi-espago superior H" C R" com a métrica %ﬁ
(cf. Segdo 2) s@o as restrigdes a H™ das transformagbes con-
formes de R™ que aplicam H™ sobre H". Para demonstrar este
resultado, precisamos descrever as transformacgtes conformes
do R™.

Para o caso de R?, que identificamos com o plano complexo C,
¢é bem conhecido que as transformagoes conformes sao as fungoes
holomorfas ou antiholomorfas (antiholomorfa quer dizer que a
fungao complexa conjugada é holomerfa) com derivadas néo nu-
las. Neste caso, o teorema da aplicagdo conforme de Riemann
garante que dados dois abertos préprios e simplesmente conexos
do plano, existe uma aplicagdo conforme levando um no outro.

Para o caso do R®, n > 2, a situagdo é radicalmente dife-
rente, e o fato de ser f uma transformacao conforme impée fortes
restrigdes sobre f. Este é o conteddo do Teorema de Liouville
abaixo, para o qual precisamos de algumas consideragoes.

Primeiro, observe que uma condigdo necesséria e suficiente
para que f: U C R® — R" seja conforme é que para todo p € U
e todo par de vetores v; , v2 em p se tenha:

(3) (dfp(v1), dfp(v2)) = X (p){v1,v2), A*#0.

Com efeito, se (3) é satisfeita, |df,(v)|* = A?|v|?, para todo vetor
v em p, donde

(4) cos  (dfp(v1), dfp(v2)) = cos J (v1,v2),
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isto é, os dngulos (ndo orientados) sdo preservados. Reciproca-
mente, (4) implica que df, leva um tridngulo com vértice em p em
um tridngulo semelhante com vértice em f(p). Logo |df,(v)|* =
A\2|v|?, para todo v em p; aplicando esta tltima relagdo a uma
soma u + v de vetores, obteremos (3).

A funcdo positiva A: U — R definida em (3) serd chamada o
coeficiente de conformalidade de f.

5.1 Exemplos. E claro que uma isometria de R™ (transformacao
linear ortogonal seguida de uma translagéo) é uma transformacao
conforme do R™ com coeficiente de conformalidade A = 1. A
transformacdo linear f(p) = M (p), p € R™, onde I é a ma-
triz identidade e A = const. > 0, é evidentemente uma trans-
formacao conforme com coeficiente de conformalidade A; f é
chamada uma dilatagdo. Como 1ltimo exemplo, vamos mostrar
que a inversao em py € R™, definida por

(5) f(p)=|;%_f§|—2+po, p € R" — {po},
¢ uma transformacao conforme.

Geometricamente, f leva p € R*—{p,} em um ponto f(p) que
estd na reta que une p a po, a uma distancia |f(p) — po| = |P—1_Po|
de pg. Portanto f deixa fixa a esfera de raio 1 em torno de pq),
e permuta entre si as regioes interior e exterior a tal esfera; em
particular, f2 = identidade.

Para ver que f é conforme, observe que, se v € um vetor em

P,
_ vlp — pol* — 2(v, p — po)(p — po)
Yolv) = p—p ’
logo
s (v, (4v,p — po)? — 4{v,p — po)°)|p — pol?
()" = o—pol® Ip — pol®
(v, v)

B |p—po|4 ’
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isto é, a inversdo (5) é uma transformacao conforme com coefi-
ciente de conformalidade A = m .

O Teorema de Liouville afirma o fato surpreendente que toda
transformagdo conforme f de um aberto U C R™, n > 3, se
estende a uma composi¢ao de isometrias, dilatagoes e inversoes.
O resultado é, em verdade, um pouco mais preciso e afirma que
f é composta, no maximo, de uma isometria, uma dilatagao e
uma inversao.

A prova que apresentamos abaixo se encontra, a menos de
notacgoes e detalhes, no livro de Dubrovin, Novikok e Fomenko,
Géometrie Contemporaine, Méthodes et Applications, 1™ partie,
Traduction frangaise, Ed. Mir, Moscou, 1982, pp. 140-143; ne-
nhum elemento desta demonstragao sera usado no resto do livro,
e o leitor ansioso por aplicagoes poderd omiti-la em uma primeira
leitura.

5.2 Teorema (de Liouville). Seja f: U — R”, n > 3, uma
transformagdo conforme de um aberto U C R™. Entao f € a
restricao a U de uma composi¢cdo de isometrias, dilatagoes e
inversoes, no mdzrimo uma de cada.

Demonstragao: Seja a; = (1,0,...,0),...,a, = (0,0,...,0,1)
a base canénica do R™ e (z1,...,Z,) as coordenadas cartesia-
nas do R” relativas a esta base. Sejam ey,...,e, campos de
vetores diferenciaveis em U, de modo que em cada ponto de U,
(€i,ej) = 0;;. Se X é o coeficiente de conformalidade de f, pode-
mos escrever

(6) (df (e:), df (ex)) = N0k, G,k=1,...,n

Seja d? a diferencial segunda de f; isto é, d?f = R*xR" — R"

¢ uma aplicacao bilinear, simétrica, com valores no R” e tal que,

na base canénica, d?f (az,a,) 5%— Tomando indices 1, j, k

distintos e derivando (6), obteremos:

<d2f(e‘i’ e.’i)adf(ek» + (df(ei)’dzf(ehej)) = O’
(d*f(ej, ex), df (e2)) + (df (e;), d* f (s, €x)) = 0,
(d®f(ex, e:), df (e5)) + (df (ex), d*f (e;, €:)) = 0.
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Somando as duas primeiras equagoes acima e subtraindo a ter-
ceira, teremos

(d®f(ex,e;),df (e;)) =0, sei,j,k sdo distintos.

Fixando k, j e fazendo ¢ variar nos (n — 2) indices restantes,
concluimos que d?f (e, e;) pertence ao plano gerado por df (e;)
e df (ex). Portanto,

d*f(ex, €5) = pdf (ex) + v df (e;),
onde, como (df (ex), df (ex)) = (df (e;)df (e;)) = N2,
(d*f (ex, €5), df (ex)) _ AdA(e;) _ dA(e;)

X2 x2 X

d)\(ek)

A ’

isto é,
(1) @flenes) = 5 (df(er)aNes) + df(es)dN(en)).

Seréd conveniente, no que se segue, fazer p = % Vamos cal-
cular a diferencial segunda d?(pf). Como d(pf) = dpf + pdf,
obteremos, usando (7),

(8) d*(pf)(ex, €5) = d’plex, €;) + pd” f (ex, €5) + dp(ex)df (e;)
+ dples)af (ex) = olen ) + 5 & f(enre,)
— 55 (D) () + AN(e)dT ()} = Pplew, €)1,

Afirmo que d?p(ex,e;) = 0, para k # j. Para ver isto, cal-
cule a diferencial terceira d®(pf), isto é, a aplicacdo trilinear,
simétrica, d3(pf): R® x R® x R® — R" com valores em R" e
tal que, na base canénica, d3(pf)(a;, aj, ax) = amfsazjgzk - Usando
(8), obteremos

d*(of)(ex, ej,€:) = d®plex, €5, €:) f + d*p(ex, ;)df (e:).
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Na expressao acima, o primeiro membro e a primeira parcela do
segundo membro sao simétricos nos trés indices %, j, k. Logo,
0 mesmo ocorre com a segunda parcela do segundo membro.
Conclui-se que

d*plex, e;)df (e;) = d>p(ex, e:)df ().

Como df (e;) e df (e;) sdo linearmente independentes e 3, j, k sdo
indices distintos, porém arbitrérios, obtém-se que d’p(ex, e;) =
0, para todo j # k, como haviamos afirmado.

Observe agora que, fixando p € U, podemos escolher os cam-
pos ey,...,e, de modo que eles formem uma base ortonormal
previamente dada em p. Portanto a relagio d’p(ex,e;) = 0 é
valida em p para toda base ortonormal em p e, como p é ar-
bitr4rio, o mesmo se passa em U. Como d?p é uma forma bilinear
simétrica e

ei+e, e;—e 1
0= ap (25, S D (Ealeye) - dplen )

v2 ' V2
concluimos que d2p(e;, e;) = d®p(e, ex), para todo j # k.
Em resumo, para todo p € U e toda base ortonormal ey, . .., e,

em p, temos que d’p(e;, ex) = dd;x. Tomando, em particular, a
base candnica, temos

p
a.’E,,;a:L'j -

(9)

g 51;]' .
Calculando a derivada de ambos os membros de (9), concluimos
que (i # j)

oo  p  Bp
Ozx; O0z;0z;0z; 0Oz;07,0T;

0,

isto é, 0 = const.
Vamos primeiro considerar o caso ¢ = const. # 0 e mostrar
que a Eq. (9) implica que

(10) p= % Z 240 Z biz; +c, b; e c constantes.
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. 2 .
Com efeito, de %’% = ¢ conclui-se que
i

dp
6117,;

= ox; + ob;,

s ~ ~ 2
onde b; é uma funcao que nao depende de z; ; como % =0, b
. . ’ * J
também nao depende de z;, j # ¢. Portanto b; é uma constante,

(&

1
p=§aa:f+ab,~xi+cpi,

onde ; nao depende de z;. Como (%’; = %:f_; , J # 1, concluimos
que
L o
p; = 3 ozj + abz; + pij,
onde ¢;; ndo depende de z; e de z; . Prosseguindo indutivamente,
obtém-se (10), como haviamos afirmado.
Portanto, se o # 0, podemos escrever (10) na forma
1 o

X=p=al|p—p0|2+k1, a1=§ e k; = const., pp € R".

A prova estara terminada, para o caso o # 0, se mostrarmos que
k, = 0. Pois considerando a inversao g: U — R™

P — Do

— t Do,
|P—Po|2

9(p) =
e tomando a composta h = g o f~!, teremos que h é uma trans-
formacgao conforme cujo coeficiente de conformalidade é

1 —
lp — pol?
Portanto, h é uma isometria seguida de uma dilatagao, donde
f = h7! o g é uma inversao seguida de uma dilatacdo, seguida
de uma isometria.

Vamos agora provar que k; = 0. Observe que aplicando a
f~! o argumento inicial, obteremos

al|P —P0|2 a .

A= ao|f(p) — ql|* + k2, a2 e ky consts.,
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donde

(11) (a1lp — pol* + k1) (a2l f(p) — qol* + k2) = 1.

A Eq. (11) mostra que (a intersec¢do com U de) uma esfera
de centro pg € levada por f em uma esfera de centro qo. Como
f preserva angulos, os raios da primeira esfera sdo levados em
raios da segunda. Seja p(s), 0 < s < s¢, um segmento de raio da
primeira esfera contido em U, onde s é o comprimento de arco, e
seja fop(s) asuaimagem. O comprimento do segmento imagem

é dado por
so ds
o () ]as= [
()= [ anermrre

A
= |f(p(s0)) — f(p(0))|-

Se k1 # 0, |f(p(so)) — f(p(0))| é uma fungdo transcendente de
|p(s0) — po|. Por outro lado, a Eq. (11)implica que tal funcdo é
algébrica. Esta contradigdo mostra que k; = 0.

Resta considerar o caso o0 = 0. Nesta situagao,

1
p= 3= Zaixi +c1 = Ai(z)+c, ¢ = const.,

onde escrevemos, por conveniéncia, y . a;z; = A1(z), z = (z4,. . .,
Z,). Da mesma maneira que anteriormente, aplicando o argu-
mento inicial a f~!, obtemos

(ar) (A1(z) + c1)(A2(f(2)) + c2) = 1.

A Eq. (11’) mostra que (a intersecgdo com U de) um hiperplano
paralelo a A; = 0 é levado por f em um hiperplano paralelo a
As = 0. Como f preserva dngulos, uma reta perpendicular ao
hiperplano A; = 0 é levada por f em uma reta (perpendicular ao
hiperplano A; = 0). Considerando um segmento p(s), 0 < s <
So, de uma tal reta, parametrizada pelo comprimento de arco s,
obteremos, de maneira analoga a anterior, que

£0(s0) = 10O = [ s
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A expressdo acima contradiz (11’), a ndo ser que a expressao
linear A;(p(s)) seja nula.

Conclui-se que se ¢ = 0, A = const.. Neste caso, os compri-
mentos dos vetores tangentes ficam multiplicados pela constante
A e, como é imediato verificar, f é uma isometria, seguida de
uma dilatagao. Isto conclui o caso 0 = 0 e a demonstragao do

Teorema de Liouville. O
Podemos agora descrever as isometrias do espago hiperbdlico
no modelo do semi-espago superior H™ = {(z1,...,%,);Z, > 0}
7 . 5 ]
com a metrica g;; = ¥

5.3 Teorema. As isometrias de H™ sao as restrigées a H™ C
R"™ das transformagdes conformes de R™ que levam H™ sobre si
mesmo.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente n > 3. Seja f: H® —
H™ uma isometria na mérica g;;. Entdo f se estende a uma
aplicacao conforme de R™ com a métrica §;;. Como H™ é com-
pleta na métrica g;;, f aplica H" sobre H".

Reciprocamente, seja f: H" C R® — H™ uma transformagao
conforme de H™ sobre H™ e seja e, ..., e, uma base ortonormal,
na métrica g;;, em um ponto p € H". Como g;; = %?f e fé
conforme, existe um A? > 0 tal que (dfy(e;),dfp(e;)) = A%6;5,
onde (, ) é o produto interno na métrica g;;. Portanto, a base
{d—f@} é ortonormal em f(p), e pelo Coroldrio 2.3 do Teorema
de Cartan, existe uma isometria g de H" levando p em f(p), com
dg(e;) = i&‘ﬁz - Pelo que foi demonstrado na primeira parte, g é
conforme. Logo h = g~ 'o f é a restricdo a H" de uma aplicacio
conforme do R™ que leva H™ sobre H", deixa p fixo e satisfaz
dh, = M.

A demonstragao estard concluida se mostrarmos que h =
identidade. Em outras palavras, precisamos mostrar que se uma
aplicagao conforme h de R™ leva H™ sobre H", deixa fixo um
ponto p € H™ e satisfaz dh, = multiplo da ident., entdo h é a
identidade.

Para ver isto, seja P um hiperplano passando por p. Pelo
teorema de Liouville, h(P) é um hiperplano ou uma esfera pas-
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sando por p. Como h leva o bordo O0H de H™ em si préprio, e h
é conforme, o dngulo de P com OH é o mesmo que o dngulo de
h(P) com O0H.

Afirmamos que h(P) = P. Para ver isto, considere uma reta
r1 passando por p e perpendicular a 0H, e seja g =r;NOH. A
imagem h(r;) de 71 é um circulo ou uma reta, e faz com 0H o
mesmo angulo que r; . Como dh, é um miltiplo da identidade,
h(r,) é tangente a r; em p e, portanto, h(r;) = r; . Logo h(q:) =
¢1 . Isto mostra que se P é perpendicular a 0H, entdo h(P) = P.
Se P nao é perpendicular a 0H, seja r uma reta contida em P.
De novo, h(r) é um circulo ou uma reta. Para que h(r) seja um
circulo, fazendo com OH o mesmo angulo a que faz r com 0H,
é necessério que ¢; € h(r) (v. Fig. 2 e observe que o dngulo de
pgq; com O0H é m/2), o que contradiz o fato que h(g;) = ¢: . Logo
h(r) é uma reta, h(r) = r, e como r é uma reta arbitrdria em P,
h(P) = P, como haviamos afirmado.

Segue-se dai que h n&o pode ser uma inversdo (pois a imagem
de algum plano seria uma esfera) ou uma isometria distinta da
identidade. Pelo Teorema de Liouville, h é uma dilatagao. Como
h leva H™ sobre H™, h é a identidade.

Para n = 2, o argumento acima nao se aplica. Entretanto,
um célculo simples (cf. Exercicio 4 do Cap. I) mostra que as
transformagoes conformes da forma:

az+b
cz+d

(12) f(2) = , z€H*CC, a,bc,deR, ad—bc=1
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(observe que f aplica H? sobre H?) sdo isometrias de H? com a
métrica g;; . Também nao é dificil mostrar que fixados um ponto
po € H? e um vetor unitério vy em pq, existe uma f na forma
(12) que leva um ponto arbitrdrio p € H% e um vetor unitrio v
de p em pg e vy, respectivamente (basta observar que p e v sdo
determinados por trés parametros que é o nimero de parametros
de f). Como existe uma tnica isometria de H? que leva (p,v)
em (po, vp), conclui-se que todas isometrias de H? sao da forma
(12). Isto termina a demonstragdo do caso n = 2 e do Teorema
5.3. d

Para concluir esta Segdo, vamos identificar algumas hiper-
superficies importantes do espago hiperbdélico H™. Nao é dificil
verificar que as intersecgées com H™ dos hiperplanos de R™ or-
togonais a 0H™, e as intersec¢ées com H™ das esferas de R™ com
centro em 0H"™ sdo subvariedades totalmente geodésicas de H™
(v. Exercicio 2). Vamos agora identificar as intersec¢des com
H™ de planos e esferas do R™ em uma posigao qualquer.

Para isto, e para muitos outros propédsitos, é conveniente dis-
por de um modelo do espago hiperbdlico, o chamado modelo da
bola. Considere a bola B™ C R™ de raio 2 e centro na origem

B"={peR%|p| <2}, p=(z1,...,%n)

e introduza em B™ a métrica
5.
he) = o
(1-%1p?)
Vamos mostrar que B™ é isométrico a H". Em verdade, mos-
traremos que a aplicagdo f: B®™ — H™ dada por

P—Do
(13) f(p)=4— —(0,...,1), onde po = (0,...,—2),
lp — pol
¢ uma isometria. Com efeito, se v é um vetor em p e (, ) indica
o produto interno na métrica euclidiana,

_ 16(v,v)

(dfp(v)adfp(v» - |p _p0|4 :
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Por outro lado, indicando f(p) = (fi(p),-. -, fa(p)), obteremos

_A@a+2) 4]l
Jnlp) = lp — pol? = lp — pol?
Portanto,
(dh,0), () _ 16lp—polw,n) _ (o)
(fa(P))? —1pP2lp—pol* (1= Lpp)?

Como f ¢ injetiva, conclui-se que f é uma isometria de B™ em
H™. Observe que f leva 0B™ — {po} em OH™.

Note que uma aplicagdo g: B* — B"™ é uma isometria de
B™ na métrica h;; se e s6 se g é a restricao a B™ de uma trans-
formagao conforme do R™ que leva B™ sobre B™.

Seja agora S C H™ uma (n — 1)-esfera do espago euclidiano
inteiramente contida no semi-espago superior H". Afirmamos
que S é uma esfera geodésica de H" com a métrica g;; . Para ver
isto, seja f~1(S) a imagem de S pela isometria f~*: H® — B"
dada em (13). Como a aplicagdo f~* é conforme, f~1(S) é uma
esfera euclidiana contida em B"™. Por uma isometria de B™ é
possivel levar o centro (euclidiano) de S na origem de B™. Como
a métrica h;; de B"™ é simétrica em relagdo a origem, a esfera
assim obtida é uma esfera geodésica em B™, e 0 mesmo se passa
com sua imagem isométrica S C H™.

Considere a seguir uma (n — 1)-esfera euclidiana S tangente
a OH™ em p e tal que S—{p} C H™. Por uma inversdo de R em
p (que é uma isometria de H"), S é levada em um hiperplano P
paralelo a 0H™. Como a métrica induzida em P por H™ é um
multiplo da métrica euclidiana, P é uma variedade de curvatura
constante zero e o mesmo se passa com sua imagem isométrica
S — {p}. Tais subvariedades sdo chamadas horoesferas de H™.

Considere finalmente uma esfera euclidiana S que corta 0H™
segundo um angulo «, e sua intersecgdo SN H™ = ) com H™.
Por uma inversdo de R™ em um ponto de SNOH", 3 é levada
isometricamente na intersecgao com H™ de um hiperplano P que
corta 0H™ segundo o mesmo angulo a. Considere o hiperplano @
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que é ortogonal a OH™ e contém PNIH™. Vamos mostrar que P
é uma hipersuperficie equidistante da hipersuperficie totalmente
geodésica (). Para isto, seja v, uma geodésica, representada em
H™ por um semi-circulo de raio r, com centro 0 em PNOH" e no
plano perpendicular a PNJH™. Como existe uma homotetia de
centro 0 (isometria hiperbdlica) levando o circulo de raio r em
um circulo de raio qualquer, o comprimento de v, entre os pontos
de interseccao de 7, com P e () nao depende de r. Conclui-se que
P, ou sua imagem isométrica ), é obtida tomando geodésicas
perpendiculares a uma hipersuperficie totalmente geodésica @ e
marcando sobre elas uma distancia fixa. Tais hipersuperficies
s@o chamadas superficies equidistantes (ou hiperesferas).

No Exercicio 6, mostraremos que as hipersuperficies acima
descritas sao caracterizadas pelo fato de terem, em cada ponto,
todas as curvaturas principais iguais, isto é, elas s@o umbilicas,
e calcularemos as suas curvaturas média e seccional.

Exercicios

1. Considere, em uma vizinhanca do R™ n > 2, a métrica
b) b )

5
9i; = %
onde F 75 0 é uma furzlqéo de (z1,...,z,) € R™. Indique
porF,-—az,F B_zBFT’etC'

a) Mostre que uma condigdo necessdria e suficiente para
que a métrica tenha curvatura constante K é

Ejzo, Z#Ja

() F(Fjj+ Fi) =K+ Zn)(Fi)2 :

b) Use (*) para mostrar que a métrica g;; tem curvatura
constante K se e somente se

F = Gl(fl'l) + Gz($2) + -4 Gn(mn)a
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onde
Gi(z:) = az + bz + ¢

n

Z(4cia —-b¥) =K.

i=1
c) Faca a = K/4, b; =0, ¢; = 1/n e obtenha a férmula
de Riemann (V. [Ri])
dij
P
(1+ % Xab)

para uma métrica g;; de curvatura constante K. Se
K < 0 a métrica g;; é definida em uma bola de raio

4.
V=K
d) Se K > 0, a mérica (**) é definida em todo o R".
Mostre que uma tal métrica em R™ nao é completa.

(**) Gij =

2. Mostre que se M* é uma subvariedade fechada, totalmente
geodésica de H™, k < n, entdo M* é isométrica a H*.
Determine todas as subvariedades totalmente geodésicas
de H™.

3. (Um outro modelo do espago hiperbdlico). Considere em
R™*! a forma quadrética

Q(zo,Z1,. .-, Zn) = —(330)2+Z(:c,»)2, (zo,...,2n) € R™,
i=1

Com a métrica pseudo-Riemanniana (,) induzida por Q
(Cf. Exercicio 9, Cap. II), R™*! serd indicado por L™!
(espago de Lorentz). Indique por Hy, k = —%, a com-
ponente conexa que corresponde a o > 0 da superficie
regular de R™™! dada por Q(z) = —r2, r > 0. (Geome-
tricamente Q(z) = —r? é uma espécie de hiperboléide de
duas folhas e H? é a folha contida no semi-espago zo > 0.)
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a)

b)

d)
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Mostre que para todo z € H, o vetor n = 7 é normal
ao espago tangente T, (H}).

Prove que (n,7) = —1, e que é possivel escolher uma
base bo,...,b, de L™ com by = 7, (bi,b;) = b,
(biybo) =0, 3,5 = 1,...,n. (Use o fato que o indice
de uma forma quadrética nao depende da base esco-
lhida para representd-la.) Conclua dai que a métrica
induzida por L™*! em H7} é Riemanniana.

Use a conexdo pseudo-Riemanniana V de L™*! (Cf.
Exercicio 9, Cap. II) para mostrar que S, =
(—1)I, onde I ¢ a aplicagao identidade. Conclua que
B(X,Y) = 1(X,Y), e use a formula de Gauss para.
mostrar que a curvatura seccional de H} é constante
eigualak=—%-

Seja 0! (n+1) o subgrupo das transformagoes lineares
de R™*! que preservam a métrica (,). Mostre que os
elementos de 0! (n + 1) com det. > 0 sdo isometrias
de H}} e que dados X,Y € H} e bases ortonormais
{v;} € Tx(HE) e {w;} € Ty(HE), i = 1,...,n, a
restricdo a Hy da transformacao “linear”que leva

X Y

—_ = — e YU; W

T T
que é uma isometria de Hy . Conclua dai que Hf tem
curvatura constante (o que ja sabiamos de (c)) e que
H} é completa.

Mostre que H™; é isométrico ao espago hiperbdlico
H™.

Mostre que as simetrias de H}} em relagao a planos P
que passam pela origem de R™"*! e contém o eixo z
sao isometrias de H . Conclua que todas as geodésicas
de H* que passam por (r,0,...,0) sdo obtidas como
intersecgoes H N P.
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4. Identifique R* com C? fazendo corresponder (z;, T2, T3, T4)
a (z1 + iza, T3 + 1z4). Seja

$% = {(21,22) € C% |z1 > + |2 = 1},

e seja h: S3 — S3 dada por

2w 2mir

h(z1,22) = (670 z1,€ 9 23), (21,22) € S,

onde g e r sao inteiros primos entre si, ¢ > 2.

a) Mostre que G = {id, h,...,h?" '} é um grupo de iso-
metrias da esfera S2, com a métrica usual, que opera
de modo totalmente descontinuo. A variedade S®/G
é chamada um espago lenticular.

b) Considere S3/G com a métrica induzida pela projegao
p: S — S3/G. Mostre que todas as geodésicas de
S3/G sdo fechadas mas podem ter comprimentos di-
ferentes.

5. (Conexdes de métricas conformes) Seja M uma variedade
diferenciavel. Duas métricas Riemannianas g e g em M sao
conformes se existe uma fungao positiva u: M — R tal que
9(X,Y) = pug(X,Y), para todo par X,Y € X(M). Sejam
V e V as conexdes Riemannianas de g e g, respectivamente.
Prove que

VxY =VxY + S(X,Y),

onde S(X,Y) = 5 {(Xp)Y + (Y)X — g(X,Y)grad p} e
grad u é calculado na métrica g isto é, X (1) = g(X, grad p).
Sugestdo: Como V é obviamente simétrica, basta mostrar
que V é compativel com § isto é, que

Xg(Y, 2) = §(VxY, Z) + §(Y,Vx2).
Mas o primeiro membro da igualdade acima é

X(ug(Y,2)) = X(n)9(Y, Z) + ug(VzY, Z) + ug(Y, Vx 2),
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e o segundo é
u9(VxY, Z) + pg(Y, Vx|) + p{9(S(X,Y), Z)
+9(Y, (X, 2))}.
Portanto, basta mostrar que
X(wg(Y,2) = {g(S(X,Y), 2) + g(Y,5(X, Z))},
o que decorre de um calculo direto.

(Hipersuperficies umbilicas do espago hiperbdlico) Seja
(M™*1)g) uma variedade com métrica Riemanniana g e
seja V a sua conexao Riemanniana. Diz-se que uma imersao
z: N* — M™*! é (totalmente) umbilica se para todo p €
N, a segunda forma fundamental B de x em p satisfaz

(B(X,Y),m(p) = Mp)(X,Y), Xp)€R,

para todo par X,Y € X(N) e todo campo unitdrio 7
normal a z(N); aqui estamos usando (, ) para indicar a
métrica g em M e a métrica induzida por z em N.

a) Mostre que se M™*! tem curvatura seccional cons-
tante, A\ nao depende de p.

Sugestdo: Sejam T, XY € X(N). A condigdo dada im-
plica que

—(Vx'ﬂ; Y) = ’\<X’ Y) e - <VT777 Y) = )‘<Ta Y)

Derive a primeira equagao em relacao a 7' e a segunda em
relagdo a X, obtendo, para todo Y,

(VeVxn—VxVn,Y) = —(TANX-X(NT+VirxnY).

Use o fato que M tem curvatura seccional constante para
concluir que T(A\)X — X(A\)T = 0. Como T e X podem
ser escolhidos linearmente independentes, isto significa que
X (X) =0, para todo X € X(N), donde A = const.
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b) Use o Exercicio 5 para mostrar que se mudarmos a
métrica g para a métrica § = ug, conforme a g, a
imersdo z: N™ — (M™*! §) continua a ser umbilica,
isto é, se (usando a notacdo do exercicio citado)
(VXU, Y)g = _A<X7 Y)g ) entao

c) Tome M™! = R"*! com a métrica euclidiana. Mos-
tre que se z: N® — R™*! é umbilica, entdo z(IN) estd
contida em um n-plano ou uma n-esfera de R*+1.

Sugestio: Por (a), A\ = const.. Se A =0, (Vxn,Y) =0
para todo X,Y € X(N) e todo n € X(N)*1. Decorre dai
que z(N) estd contido em um n-plano afim de R™*!. Se
X # 0, considere a aplicacdo y: N — R"**! dada por

yo) =alr) - T2, pen.

Sejam T, Y € X(N). Observe que
1
<VTy7 Y) = (T’ Y) - X (VTn, Y) =0.

Decorre dai que y(NN) reduz-se a um ponto, digamos zg , €
que z satisfaz

|2(p) — 2ol = 1/X?,
isto é, z(IN) est4 contida em uma esfera de centro z e raio
1/

d) Use (b) e (c) para concluir que as hipersuperficies
umbilicas do espago hiperbdlico, no modelo do semi-
espaco superior H"1, sdo as interseccoes com H™*!
de n-planos ou n-esferas de R™**1. Portanto, as hi-
persuperficies umbilicas do espago hiperbdlico sao as
esferas geodésicas, as horoesferas e as hiperesferas.
Conclua que tais hipersuperficies tém curvatura sec-
cional constante.
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e) Calcule a curvatura média e a curvatura seccional das
hipersuperficies umbilicas do espago hiperbdlico.

Sugestao: Considere o modelo H™ do semi-espago superior.
Seja > = SN H™ a intersecgdo de H™ com uma (n — 1)-
esfera euclidiana S C R™ de raio 1 e centro em H™. Como
>~ é umbilica, todas as diregbes sdo principais, e basta
calcular a curvatura da curva intersecgdo de ) | com o plano
Z1Zn . Use a expressdo obtida na parte (b) deste exercicio
para concluir que a curvatura média de ) (na métrica de
H™) é igual a 1 se S é tangente a 9H™, é igual a cosa se
S faz um angulo o com OH™, e é igual a “altura”do centro
euclidiano de S relativamente a dH™, se S C H™. Para
calcular as curvaturas seccionais, use a féormula de Gauss.

Defina uma “projegao estereografica” f: H®; — D do mo-
delo do espago hiperbéico H”; de curvatura —1 dado no
Exercicio 3 sobre a bola aberta

D" = {(mg,...,mn);xo = O,Zmz < 1}
a=1

do seguinte modo: Se p € H"; C L™, ligue p a py =
(-1,0,...,0) por uma reta r; f(p) é a intersecgdo de r
com D" (v. Fig. 3). Sejam p = (zo,...,Z,) € f(p) =
(O,Ul, cee ,un).

a) Prove que:

To = 2ua y a= 1) » Ty
1=, ud
2
To 1
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b)

Figura 3
Mostre que
—(dzo)? + (dz1)* + - - - + (dz,)?
_ H(dwa)® + -+ + (dun)®
(1-q2)°
Conclua que f~!: D™ — H", induz em D a métrica
9ij = (—4—5’?—2—)7 Portanto D™ com a métrica g;; tem
Yok

curvatura constante —1 (Cf. Exercicio 1(c)).

Mostre que as imagens por f das intersecg¢oes nao va-
zias de hiperplanos afins P de L"*! com H", sio inter-
secgoes com D™ de esferas (ou planos, quando P passa
por pp) contidas no hiperplano zy = 0. Conclua que
as hipersuperficies umbilicas de H™; (Cf. Exercicio 6)
sao da forma PN H?, .

8. (Submersao Riemanniana) Uma aplica¢do diferencidvel

f: M M é uma submersdo se f é sobrejetiva, e
para todo p € M, dfs: T,;M — T¢@p)M tem posto n. Neste
caso, para todo p € M, a fibra f~'(p) = F, é uma sub-
variedade de M e um vetor tangente de M, tangente a
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algum F,, p € M, é chamado um wvetor vertical da sub-
mersdo. Se, além disto, M e M tém métricas Rieman-
nianas, a submersao f diz-se Riemanniana se, para todo
p € M, df,: T,M — Ty M preserva comprimentos de
vetores ortogonais a F,,. Mostre que:

a) Se M; X M, é um produto Riemanniano, entdo as
projecoes naturais m;: M; X My — M;, i = 1,2, sao
submersoes Riemannianas.

b) Se o fibrado tangente T'M possui a métrica Riemanni-
ana dada no Exercicio 2 do Cap. III, entao a projegao
m: TM — M é uma submersao Riemanniana.

(Conezdo de uma submersio Riemanniana) Seja f: M —
M uma submersdo Riemanniana. Um vetor Z € T, M é ho-
rizontal se ele é ortogonal a fibra. O espaco tangente T{M
admite entdo a decomposicio T;M = (T;M)" & (T,M)?,
onde (T;M)" e (T;M)® indicam os subespagos dos vetores
horizontais e verticais, respectivamente. Se X € X (M),

o levantamento horizontal X de X é o campo horizontal
definido por df;(X(p)) = X (p).

a) Mostre que X é diferenciavel.

b) Sejam V e V as conexdes Riemannianas de M e M
respectivamente. Mostre que

Vx¥ = (V¥ + 5 K.V, XY € x(M),

onde Z" é a componente vertical de Z.
c) [X,Y]?(p) depende apenas de X (p) e de Y (p).

Sugestdo (b): Sejam X,Y,Z € X(M). Seja T € X(M) um
campo vertical. Observe que:

(X,T)=(V,T) =0, X(V,Z)=X(Y,2),
df[X,T) =0, [X,Y]=[dfX,dfY]=df[X,Y]e
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10.

T(X,Y)=0.

Conclua que ([X,Y],Z) = ([X,Y],2), ([X,T),Y) =0
e use a féormula da conexao Rlemanmana em fungao da
métrica para obter

(Vx.Y,Z) = (VxY,2), 2VxY,T)=(T,[X,Y]),

o que implica (b).
Sugestao: (c). Use o fato que

(X,Y],T) = (VgY - V&X,T).

(Curvatura de uma submersio Riemanniana) Seja f: M —
M uma submersao Riemanniana. Sejam X,Y,Z,W €

X(M), X,Y, Z, W seus levantamentos horizontais, e se-
jam R e R os tensores de curvatura de M e M respectiva-
mente. Prove que:

a) (R(X,Y)Z,W) =(R(X,Y)Z,W)
-1(X, 21, Iy, Wl”) +1 (Y, 2, (X, W]")
(2, W), [X,Y]).
b) K(0)=K@) +}|X. Y] >K@),
onde ¢ € o plano gerado pelos vetores ortonormais X,Y €
X (M) e & é o plano gerado por X, Y.

Sugestdo para (:ﬁ Usaremos as notagoes do Exercicio 9.
Observe que X(VyZ, W) = X(VyZ,W). Portanto

(VrVy2.W) = X(FrZ, W) = (V57 V1)
=(VxVyZ, W) — 1 <[Y,Z Y [X»W]v>'

Por outro lado, se T' € X (M) é vertical,

(V2X,Y) = (VT, V) + ([T, X),Y) = (T, V5.
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Portanto,
(VenZ, W) =(VgzZ, W)+ (Vzz.Z, W)
= (Von2,W) - 3 (K71 2,71,
Juntando o acima, obtém-se (a).
(O espago projetivo complezo) Seja
C"' = {(20,...,22) = Z, zj = zj + iy, j =0,...,n}

o conjunto das (n + 1)-plas de niimeros complexos z;. De-

fina uma relacdo de equivaléncia em C™*!: Z=(zy,...,2,) ~
W = (wo,...,w,) se z; = Awj, A€ C,A#0. A classe de

equivaléncia de Z serd indicada por [Z] (= reta complexa

passando pela origem e por Z). O conjunto de tais classes

é chamado, por analogia com o caso real, o espago projetivo

complezo P"(C) de dimensdo complexa n.

a) Mostre que P"(C) tem uma estrutura de variedade
diferencisvel de dimensdo real 2n e que P*(C) é dife-
omorfo a S2.

b) Seja (Z, W) = zyWo+ - - - + 2, Wy, 0 produto hermitiano
em C™*1, onde barra indica o complexo conjugado.
Identifique C™*! ~ R?"*? fazendo z; = z; + 1y; =
(zj,y;)- Mostre que

52n+1 — {N c Cn+1 ~ R2n+2; (N, N) — 1}
é a esfera unitdria de R?"*2.

c) Mostre que a relagdo de equivaléncia ~ induz em
S+l 3 seguinte relacido de equivaléncia: Z ~ W se
e?® Z = W. Conclua que existe uma aplicagio dife-
rencidvel (aplicagdo de Hopf) f: §2"*1 — P"(C) tal
que

FH[2)={e®? NeS*™ Ne[Z]nS*"+!, 0<h<2r}
= [Z) n S
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d) Mostre que f é uma submersao.

12. (Curvatura do espago projetivo complezo) Defina uma mé-
trica Riemanniana em C™*! — {0} do seguinte modo: Se
ZeCl —{0} e VW € Tz(C™! —{0}),

Real (V, W)

(Z,2)

Observe que a métrica (, ) restrita a S2"*1 c C"*+! — {0}

coincide com a métrica induzida por R?"+2.

(V, W)z =

a) Mostre que, para todo 0 < 6 < 2w, ¢¥: S+
S§2n+1 ¢ uma isometria, e que, portanto, é possivel
definir uma métrica Riemanniana em P™(C) de modo
que a submersao f seja Riemanniana.

b) Mostre que, nesta métrica, a curvatura seccional de
P™(C) é dada por

K(o) =1+ 3cos? ¢,

onde o é gerado pelo par ortonormal X, Y, cosp =
(X,1Y), e X, Y sdo os levantamentos horizontais de
X eY, respectivamente. Em particular, 1 < K(0) < 4.

Sugestao (b): Seja N o vetor que descreve S?"*!. Como
(doe“’ N),_, = iN, iN € Ty(5*) e é vertical. Seja
Va conexao Riemanniana de R™"*% ~ C"t! e X|Y €
X(P"(C)). Tome a: (—g,e) — S com a(0) = N,
o'(0) = X. Entao

— za(t)

= - d .
(VxiN), = ZiNo aft) @

- t=0
=1a/(0) =1X.
Portanto,
([X,Y],iN) = (V£¥ - VX, iN)
=—(1X,Y)+ (3Y,X) = 2cosp.

Agora use o Exercicio 10 (b).
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Sejap € M e 0: M — M uma isometria tal que o(p) = p
e dop(v) = —v, para todo v € T,M. Seja X um campo
paralelo ao longo de uma geodésica v de M com (0) = p.
Mostre que do.;) X (7(t)) = =X (v(-t)).

Sugestio: E claro que o(y(t)) = 7(—t). Mostre que
do;)X (y(t)) é um campo paralelo ao longo de (t). Note
que para t = 0, do,y X (v(t)) = =X (v(—t)), e use a unici-
dade de campos paralelos, com condigOes iniciais dadas.

(Caracteriza¢ao geométrica dos espagos localmente simétri-
cos). Seja M uma variedade Riemannina. Uma simetria
local em p € M é uma aplicagdo o: B.(p) — Bc(p) de uma
bola geodésica normal centrada em p tal que o(y(t)) =
v(—t), onde 7 é uma geodésica radial (v(0) = p) de B.(p).
Prove que: M é localmente simétrico < toda simetria
local € uma isometria.

Sugestdo =>: Considere um referencial geodésico ey, ..., e,
na bola B.(p) (Cf. Exercicio 7 do Cap. III) e faga Rijke =
R(e;, ej, ek, €e7). Como VR = 0, R;jx, é constante ao longo
das geodésicas que partem de p. Seja i: T,M — T,M a
isometria linear dada por i(v) = —v, v € T,M, e observe
que 0 = exp, 010 exp;l. Use o Teorema de Cartan para
concluir que o é uma isometria.

<«: Sejam p € M e Z € T,(M). Considere uma geodésica
v: (—€,€) = M com (0) = p, 7/(0) = Z. Tome uma base
ortonormal ey, ...,e, em T,M, e obtenha, por transporte

paralelo, um referencial e;(t), . .., e,(t) ao longo de y. Faga
Rijke(t) = R(e;i(t), ex(t), ee(t)). Entéo

d
VzR)(p) = = R;;
(VzR)(p) at k|

i Bk (t) — Rijre(—2)
t—0 2t

onde, na ultima igualdade, usamos que o é uma isometria e
o exercicio anterior. Como p e Z sdo arbitrarios, VR = 0.

=0




Capitulo IX

Variacoes da Energia

1 Introducao

No Capitulo III, definimos as geodésicas como curvas de ace-
leracdo nula e vimos que elas sdo caracterizadas pelo fato de mi-
nimizarem localmente o comprimento de arco. Neste capitulo, a-
presentaremos uma caracterizagao das geodésicas como “solugoes
de um problema variacional”. Para isto, precisamos introduzir
certas idéias que sdo adaptagoes aos objetivos da Geometria Dife-
rencial de conceitos e técnicas do Célculo das Variagoes. Nenhum
conhecimento de Calculo das Variagoes sera admitido.

O ponto fundamental do capitulo é o calculo da férmula da
segunda variagao da energia de uma geodésica, que serd apresen-
tado na Segao 2. Na Secao 3, faremos duas aplicagdes geométricas
desta férmula. A primeira (Teorema de Bonnet-Myers) afirma
que uma variedade completa cuja curvatura é positiva e nao se
aproxima de zero é compacta, e seu didmetro pode ser estimado
em termos da limitagao da curvatura. A segunda é uma extensao,
devida a A. Weinstein, de um teorema de Synge que afirma ser
simplesmente conexa uma variedade compacta, orientavel, de di-
mensao par e curvatura positiva.

Junto com o teorema de Hadamard, as aplicagoes incluidas
neste capitulo se referem a investigagbes que procuram determi-
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nar a influéncia da curvatura na topologia das variedades Ri-
emannianas. Estes resultados culminaram com o Teorema da
Esfera (v. Cap. XIII) e possuem ramificagbes que se estendem
até os nossos dias.

2 As férmulas das primeira e segunda
variacoes da energia

Iniciaremos dando precisao a idéia de “curvas vizinhas”de
uma curva dada.

2.1 Definigao. Seja c: [0,a] — M uma curva diferencidvel por
partes em uma variedade M. Uma varia¢do de ¢ é uma aplicagao
continua f: (—¢,€) x [0,a] — M tal que:

a) f(0,t) =c(t), t €[0,q],

b) existe uma subdivisdo de [0, a] por pontos 0 = ¢y < t; <
-+ < tg41 = a, tal que a restrigdo de f a cada (—¢,¢€) %
[tiytiv1], 1 =0,1,...,k, é diferencidvel.

Uma variacao diz-se propria se

f(5,0)=c(0) e f(s,a) =c(a),

para todo s € (—¢,e). Se f é diferencidvel, a variagdo diz-se
diferencidvel.

Para cada s € (—¢,€), a curva parametrizada fs: [0,a] —
M dada por f,(t) = f(s,t) é chamada uma curva da variagdo.
Deste modo, uma variagio determina uma familia f,(t) de curvas
vizinhas de fo(t) = ¢(t), e a variagdo é prdpria se e s6 se as curvas
desta familia tém o mesmo ponto inicial ¢(0) e o mesmo ponto
final c(a).

E conveniente chamar curva transversal da va11a¢do & curva
parametrizada diferencidvel f;: (—e,e) — M, tfixado, dada por
fi(s) = f(s,t). O vetor velocidade de uma curva transversal em
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s =0, ou seja, V(t) = 2£(0,t) é um campo vetorial (diferencivel
por partes) ao longo de c(t) e é chamado campo variacional de
f (Fig. 1).

2.2 Proposigao. Dado um campo V (t), diferencidvel por par-
tes, ao longo de uma curva diferencidvel por partes c: [0,a] —
M, eziste uma variagdo f: (—¢,€)x[0,a] — M dec, tal que V(t)
é o campo variacional de f; além disto, se V(0) = V(a) =0, €
possivel escolher f como uma variagdo propria.

Demonstragao: Como ¢([0,a]) C M é compacto, é possivel de-
terminar um & > 0 tal que exp,), t € [0,a], estd bem definida
para todo v € Ty M, com |v| < §. Com efeito, para cada c(t)
considere a vizinhanga totalmente normal W; de c¢(t) e o nlimero
d: > 0 associado a esta vizinhancga (Teor. 3.7, Cap. III). A unido
\U; W; cobre o compacto ¢([0,a]) e, portanto, um nimero finito
dos Wy’s, digamos Wy, ..., W, ainda cobre ¢([0,a]). Tomando
0 = min(éy,...,d,), onde §; > 0 é o niimero correspondente & vi-
zinhanga W, , i = 1,...,n, vemos que este J satisfaz as condigoes
da afirmacao feita.

Figura 1

Considere N = maxep,q |V (t)], € < £ e defina f(s,t) =
expy sV (t), s € (—¢,€), t € [0,al.
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Pela escolha de €, a aplicagdo f: (—¢,€) x [0,a] — M estd
bem definida. Além disso, como

exper) sV (t) = (1, ¢(t), sV ()

e a geodésica (1, c(t), sV (t)) depende diferencialmente das con-
digdes iniciais, a aplicacao f é diferencigvel por partes. E imedia-
to verificar que f(0,t) = c(t).

Finalmente, o campo variacional de f é dado por:

0 d
—f(O, t) = —(expy sV((t))| = (dexpyy )V () =V (),
0s ds s=0
e é claro que, pela defini¢ao de f, se V(0) = V(a) = 0 entdo f é
prépria. O
Para comparar o comprimento de arco de ¢ com o compri-

mento de arco das curvas vizinhas de uma variagdo f: (—¢,¢€) X
[0,a] = M de c definiremos a fungao L: (—¢,€) — R por

*|9f

L(s) = ot

( t)’ dta s € (—8a€)7

isto é, L(s) é o comprimento da curva f,(t). Serd mais conveni-
ente, entretanto, estudar a fung:do energia E(s) dada por

E(s) = / of

s,t
Para esse estudo, precisamos de alguns fatos gerais acerca da
funcgdo energia.
Seja c: [0,a] — M uma curva e sejam

L(e) = /0 dt e E(c)= /0

Fazendo f=1eg= | | na desigualdade de Schwarz:

([ )< [ 20 [0

dt, s € (—¢,¢).

| del|?
dt

de dt.
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obteremos

L(c)® < aE(o),

e a igualdade ocorre se e somente se g é constante, ou seja, se e
somente se t é proporcional ao comprimento de arco.

O lema abaixo mostra que as curvas que minimizam a energia
sao automaticamente parametrizadas por um parametro propor-
cional ao comprimento de arco. Esta é uma das vantagens de
trabalhar com a fungao energia no lugar da fungiao comprimento
de arco.

2.3 Lema. Sejam p,q € M e «: [0,a] = M uma geodésica
minimizante ligando p a q. Entdo, para toda curva c: [0,a] > M
ligando p a q,

E(y) < E(c)

e vale a igualdade se e somente se ¢ € uma geodésica minimi-
zante.

Demonstragao: Das consideragoes acima, segue que
aB(y) = (L(7))* < (L())? < aE(o),

0 que prova a primeira afirmacao. Se a igualdade é valida, temos
(L(c))? = aE(c), o que implica que o pardmetro de c é proporci-
onal ao comprimento de arco, e L() = L(c), o que implica que ¢
¢ uma geodésica, evidentemente minimizante, (ver Coroldrio 3.9
do Capitulo III). A reciproca é Gbvia. O

Agora, voltemos a fungao energia F(s) definida por uma va-
riagao. Uma primeira informagdo sobre o comportamento de E
¢é dada pelo valor de sua derivada primeira.

2.4 Proposigao (Férmula da primeira variagdo da energia de
uma curva). Sejam c: [0,a] = M uma curva diferencidvel por
partes e f: (—e,€) x [0,a] — M wuma wvariagio de c. Se
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E: (—g,e) = R € a energia de f entdo

%E’(O) __ /0 <V(t), g ‘;§>dt
o) - Z< %) - )

- <V(0), -d—t(0)> + <V(a), g—f(a)>,

onde V(t) é o campo variacional de f, e

de " de dc de
)y =lim ¥ )y = .
gt =lmo, ZE) =l

t>t; t<t;

Demonstracgao: Por definicao,

E(s)—/ <‘;{ ‘Z>dt Z/titi+l<‘g ‘;{>dt

Derivando sob o sinal de integragao e usando a simetria da co-
nexao Riemanniana, obtemos que

tit1 3f 3f tit1 D af af
ds . <6t 6t>dt /t 2<d Bt 0t>dt

4 /D 9f Of
2/ <E£-a—s—>dt

e g /8f Of te /9f D of
[T aee ) (G m )

‘of of\|*™ /t’“ of D of
2<a a> 5s @t ot )%
Portanto,

1dE <N /0f af\|*
) §d_s=.2<79§’?9?>.
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Fazendo s = 0 em (2), obtém-se (1). O

Uma aplicagdo imediata da férmula da primeira variagao é a
seguinte caracterizagdo das geodésicas.

2.5 Proposigao. Uma curva diferencidvel por partes c: [0,a] —
M € uma geodésica se e somente se, para toda variagao propria
f de c, tem-se $£(0) = 0.

Demonstragao: Se c é uma geodésica, % ‘(—ii% = 0 e c é regular.
Portanto se f é prépria, V(0) = V(a) = 0, e todos os termos
de (1) sdao nulos. Reciprocamente, suponhamos que @(0) =0,
para toda variagdo prépria de c. Seja V(t) = g(t) 5 e onde
g: [0,a] — R é uma func¢ao diferencidvel por partes com g(t) > 0
set#t; eg(t)=0,1=0,1,...,k+ 1. Construa uma variacao
de ¢ tendo V (t) como o campo variacional. Entdo, como

1 dE @ /Ddc Dde
= — t dt =
30 / ()<dtdt dtdt> 0
devemos ter 2 % E = 0 para cada intervalo (t;,t;11), ou seja, ¢ é
uma geodésica em cada (t;,t;41),7=0,1,... k.
Para ver o que ocorre nos pontos t;, considere um outro
campo variacional V() tal que V(0) = V(a) = 0 se t # 0,

a, V(t;) = %(t}) — %£(¢;). Entdo, usando o fato que c é uma
geodésica em (t;,t;+1), obteremos

k. /de + dc dc c, _
=—Z<E<ti>—dt<t> ) - 560

TF)_.

dc 2
(¢t
t ’l,)

ou seja, ¢ é de classe C! em cada t;. Como % ‘;‘; = 0 em t;,
c satisfaz a equagdo das geodésicas em (0,a). Por unicidade de
solugoes de equagoes diferenciais ordindrias, ¢ € C* e, portanto,

¢ é uma geodésica. O
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2.6 Observagao. A Proposigao 2.5 fornece uma caracterizagao
das geodésicas como pontos criticos da energia para toda va-
riagao propria. E neste sentido que dizemos serem as geodésicas
solucoes de um problema variacional. Observe que, em contraste
com as caracterizagOes anteriores, uma tal caracterizagao nao é
local mas envolve o comportamento da geodésica como um todo.

2.7 Observagao. Existe uma certa analogia entre primeira
variagdo de uma variagdo prépria e a derivagao usual de fungoes
definidas sobre uma variedade diferencidvel. E natural pensar
no conjunto 2, , das curvas diferencidveis por partes c, ligando
dois pontos p e ¢ de M, como uma variedade, um vetor tangente
no ponto ¢ sendo um campo vetorial V diferenciavel por partes
ao longo de ¢ que se anula nas extremidades de c. A energia F é
entdo uma funcao diferencidvel sobre uma tal variedade, e %(0)
¢ a derivada de E na dire¢do de V; geodésicas ligando p a ¢ sao
pontos criticos da fungao F.

A dificuldade com este ponto de vista é que o espago tangente
de uma tal variedade em um ponto ¢ (ou seja, o conjunto de cam-
pos diferencidveis por partes ao longo de c¢) ndo é de dimensao
finita. Dai a impossibilidade de encontrar parametrizagoes lo-
cais desta variedade por conjuntos abertos do R™. Este espaco
tangente é, entretanto, um espago vetorial (de dimensdo infi-
nita) e isto sugere a possibilidade de variedades de dimensao
infinita. Tais variedades podem em verdade ser construidas mas
nao trataremos delas aqui. O leitor interessado podera consul-
tar Palais, R., “Morse theory on Hilbert manifolds”, Topology 2
(1963), 399-340.

Como % (0) é zero para toda variagdo prépria de uma geodési-
ca, nossa proxima informagao sobre a energia de curvas vizinhas
4 d’E
¢ dada por 45 (0), que passamos a calcular.

2.8 Proposigao (Férmula da segunda variagdo). Seja~y: [0, a] —
M uma geodésica e f: (—€,€)%x[0,a] — M uma variaggo prépria
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de v. Seja E a funcao energia da varia¢ao. Entao

(3) 5E(0)=- /0 <V(t), % +R (%}, v) %;l>dt
E 2 (v, Zpen - @),

onde V € o campo variacional de f, R € a curvatura de M e

DVJr . DV DV DV
(t) tt;?ﬂ’ dt() til—»t, dt

Demonstragao: Tomando a derivada de (2), obtemos
1 E D 8f af\|"*" <~ /8f Daf\[|**
5357_;<d385 ), "2 (oena)l,

S [(RUDAN, (2 DD,
ds s’ dt Ot ds’ ds dt Ot
Fazendo s = 0 na expressao acima, obtemos que o primeiro e

terceiro termos sao nulos, pois f é propria e v é uma geodésica.
Além disso, como

D D af DD6f+R(6f 8f)
ot ’

ds dt 8t dt ds Ot ot' o

temos, em s = 0,

2
DDof _D* R(d'y V)Eil.

ds dt Ot  di? dt’ ) dt

Usando de novo o fato que a variagao é propria, obtém-se

o S(E 2 S Feo-Feo)

i=1
Juntando estes fatos, obtém-se (3). O
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2.9 Observagao. Se a variagdo nao é propria, o primeiro termo
no inicio da demonstracao da Proposi¢ao 2.8 nao se anula. Jun-
tando a isso os termos correspondentes a i =0ei =k + 1 do
segundo membro de (4), obteremos a seguinte expressio:

(5) = S E'(0) = - /0 ) <V(t),1();§/ +R<‘Z V) (Ci;>dt
—Z<V<t> Ben -2 - (2% DYoo

@ mea-(ve.5 o)+ (v, 5 @)

2.10 Observagao. Muitas vezes é conveniente escrever a ex-
pressdo (5) da maneira seguinte. Como, em cada intervalo onde
V é diferenciavel, tem-se

4y DVN\ _ [, DV\_ /DV DV
dt\ ’ dt / \  dt2 dt ’ dt [’

podemos escrever, tomando uma geodésica v: [0,a] — M, e a
particao 0 =ty < t; < -+ <t < tgy1 = a,

: D*V .y S f [t d/ DV
/0<V(t),W+R(fy,V)ﬂy>dt—Z{/t. EZ<V’ > >dt

i=0 i

) / (<% %> - <RW,V)V’,V>) dt}.

Portanto
k

520 =3 [y~ (re v v

=0
D of dv D Of dv
<E§5_ E>(O’O)+<£ g,a>(0,a)
= [ vy = R v v

(2L ><00>+<—91m>(0 ).
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Por razoes que ficardo claras posteriormente, é conveniente es-
crever

[ v = e vy iy = Lvv)

Observe que, se a variagao é prépria, I,(V,V) = 1 E”(0) depende
apenas de V. No caso geral, temos

© 35 O0=-LvV)-(2 L 1)00+(Z LA )0.0

2.11 Observacgao. E possivel estabelecer férmulas das primeira
e segunda variagOes para a funcdo L(s) que representa o compri-
mento de arco das curvas da variagdo. As expressoes sao intei-
ramente andlogas as obtidas para a energia e, como nao faremos
uso delas, serdao deixadas como exercicios e nao serao tratadas
aqui (v. entretanto [dC 2] p. 350).

2.12 Observagao. A analogia mencionada na Observagao 2.7
pode ser levada adiante, considerando 27,(V,V) como o hessi-
ano d? E(V,V) da fungdo energia E: Q,, — R no ponto critico
v € §p 4 segundo o “vetor”V.

3 O Teorema de Bonnet-Myers e o
Teorema de Synge-Weinstein

Passaremos agora a algumas aplicagoes da férmula da se-
gunda variagao da energia.

3.1 Teorema (Bonnet [Bo], Myers [My]). Seja M™ uma va-
riedade Riemanniana completa. Suponhamos que a curvatura de
Ricci de M satisfaz

Ric, (v )>—1—>0

para todop € M etodov € T,(M), |v| = 1. Entdo M € compacta
e o didgmetro diam(M) < 7r.
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Demonstragao: Sejam p e ¢ pontos quaisquer de M. Como
M é completa, existe uma geodésica minimizante v: [0,1] - M
ligando p a ¢. Basta mostrar que o comprimento £(vy) < 77, pois
entdo M é limitada e completa, donde compacta; além disto,
como d(p,q) < 7r, quaisquer que sejam p,q € M, segue-se que
diam(M) < 7r, como queremos.

Suponhamos, por absurdo, que () = £ > 7r. Consideremos
campos paralelos e;(t),...,e,—1(t) ao longo de v que, para cada
t € [0,1], sdo ortonormais e pertencem ao complemento ortogo-
nal de v/(t). Seja e,(t) = %Q e seja V; um campo de vetores ao
longo de y dado por

V;(t) = (senmt)e;(t), j=1,...,n—1

E claro que V;(0) = V;(1) = 0, donde V; d4 origem a uma
variacao prépria de v, cuja energia indicaremos por E; .

Usando a férmula da segunda variagdo da energia e o fato
que e; é paralelo, obteremos

1 1
S B0 == [ 3V + RO

= /0 sen’ wt(m? — 02 K (en(t), €;(t))) dt,

onde K(en(t),e;(t)) é a curvatura seccional em (t) segundo o
plano gerado por e,(t), €;(t). Somando em j e usando a definicao
de curvatura de Ricci, obteremos

%21E;’(0) _ /0 {sen? mt((n—1)m? — (n—1)¢2 Ric, (o (en(t)))}dt.

Como Ric,(y)(en(t)) > & e £> mr, temos que
(n — 1)% Ricy(gy(en(t)) > (n — 1)7?,
donde

1
0

% gE;’(O) < / sen? t((n — 1)72 — (n — 1)7?) dt = 0.
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Decorre daf que existe um indice j tal que E7(0) < 0, o que,
pelo Lema 2.3, contradiz o fato de ser v minimizante. Portanto
< 7r. O

Nos corolarios que se seguem, usaremos alguns fatos sobre

o grupo fundamental e os espagos de recobrimento (v. Massey
[Ma], Caps. 2 e 5).

3.2 Corolario. Seja M uma variedade Riemanniana completa
com Ricy(v) > 6 > 0, para todop € M e todov € T,(M). Entdo,
o recobrimento universal de M €é compacto. Em particular, o
grupo fundamental w (M) € finito.

Pois, introduzindo no recobrimento universal 7: M—Ma
métrica do recobrimetno (isto é, a métrica tal que 7 é uma iso-
metria local), concluimos que Mé completa e que sua curvatura
de Ricci satisfaz f{\i/cp > 6 > 0. Pelo teorema, Mé compacta.
Logo o nimero de folhas de recobrimento € finito; como este é
o nimero dos elementos do grupo fundamental m;(M) de M,
concluimos que m; (M) é finito.

3.3 Corolario. Seja M uma variedade Riemanniana completa

com curvatura seccional K > r% > 0. Entdo M € compacta,

diam(M) < 7r e m (M) € finito.

3.4 Observagao. A hipétese K > § > 0 nao pode ser enfra-
quecida para K > 0. Com efeito, o paraboléide

{(z,y,2) e Rz = 2% +¢*}

tem curvatura K > 0, é completo e nao compacto.

3.5 Observagao. Em verdade nao é necessdrio que K seja
limitado de zero mas apenas que K ndo se aproxime de zero
muito rapidamente. A este respeito, veja E. Calabi, “On Ricci
curvatures and geodesics”, Duke Math. J. 34 (1967), 667-676
and R. Schneider, “Konvexe Flachen mit langsam abnehmender
Kriimmung”, Archiv der Math. 23 (1972), 650-654.

3.6 Observagao. A estimativa para o didmetro dada pelo Teo-
rema 3.1 nao pode ser melhorada. Com efeito, a esfera unitaria
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S™ C R™! tem curvatura seccional constante igual a 1 (logo
curvatura de Ricci também constante igual a 1) e diam(S™) = .
Um resultado surpreendente é que este exemplo é tnico no se-
guinte sentido: Seja M™ completa com Ric,(v) > 1/r%, para
todop € M e todo v € T,M; se diam(M) = wr, entdo M™ ¢
isométrica a esfera S™ de curvatura 1/r? (v. S.Y. Cheng, “Ei-
genvalues comparison theorems and its geometric applications”,
Math. Z. 143 (1975), 289-297 e, para uma outra prova, K. Shi-
ohama, “A sphere theorem for manifolds of positive Ricci curva-
ture”, Trans. A.M.S. 275 (1983), 811-819).

Uma outra aplicagao da férmula da segunda variagao é o
teorema abaixo, devido essencialmente a A. Weinstein. Uma
situagdo especial do teorema (que apresentaremos no Coroldrio
3.10) havia sido demonstrada anteriormente por Synge.

3.7 Teorema (Weinstein [We 2] e Synge [Sy]). Seja f uma
isometria de uma variedade Riemanniana M™, orientada e com-
pacta. Suponhamos que M possui curvatura seccional positiva e
que [ preserva a orientagdo de M se n € par, e reverte-a se n
€ impar. Entdao f possui um ponto fizo, i.e., existe p € M com
f(p) =p.

Na demonstragao do Teorema 3.7 precisaremos do seguinte
resultado de Algebra Linear.

3.8 Lema. Seja A uma transformacdo linear ortogonal de R™!
e suponha que det A = (—1)". Entdo A deiza invariante algum
vetor de R"1,

Demonstragdo do Lema: Se n é par, det(A — AI) é um po-
linémio real em A de grau impar (= n—1). Portanto existem
valores préprios reais de A. Como A é ortogonal, tais valores
proprios sao 1. Como o produto dos valores proprios comple-
xos de A é nao negativo, e det A = 1, pelo menos um dos valores
proprios de A é 1. Isto demonstra o Lema neste caso.

Se n é impar, detA = —1. Como o produto dos valores
proprios complexos é nao negativo, existe pelo menos um par
de valores préprios reais, um dos quais é positivo, donde igual a
1. O
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Demonstragao do Teorema 3.7: Suponhamos, por absurdo,
que f(q) # q para todo ¢ € M. Seja p € M tal que d(p, f(p))
é um minimo. Como M é completa, existe uma geodésica mi-
nimizante normalizada ~: [0,4] — M, ligando p a f(p), isto é,
7(0) = p, v(£) = f(p).

Seja A = Podf,: T,(M) — T,(M), onde P é o transporte
paralelo ao longo de v de f(p) = v(¢) a p. Entéo A é uma
isometria. Vamos mostrar que

(fo7)(0) =~'().

De fato, consideremos a geodésica f o que liga f(p) a f2(p).
Sejap' =), t' #0,t #£, e f(p') = for(t).

"
fp)

-—
~
S~

fip)

Figura 2

Como f é uma isometria, d(p,p’) = d(f(p), f(?')) e, pela
desigualdade triangular (v. Fig. 2),

d(p’, f(p)) < d@, f(p)) +d(f(p), f(P))
=d(p, f(p)) + d(p,p')
=d(p, f(p)).

Como d(p, f(p)) é um minimo,

d(’, f(p) = d(@', f(p)) + d(f(p), f(P))-

Portanto, a curva formada por 7y e f o~ é uma geodésica, donde

(f o)'(0) =~'(9),

como haviamos afirmado.
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Figura 3

Decorre dai que A deixa v'(0) fixo, pois
A(Y(0)) = Podfy(7(0)) = P((f 07)'(0)) = P(v'(£)) = 7/(0)-

Seja A a restricio de A ao complemento ortogonal de (0).
Entdao A é ortogonal em R™! e, como P é uma isometria que
preserva orientacao,

det A = det A = det(P o df,) = (—1)",

onde na ultima igualdade usamos a hipdtese sobre f e o fato que
P preserva orientagdo. Pelo lema, A deixa um vetor invariante.
Seja e;(t) um campo unitdrio paralelo ao longo de 7 tal que,
para cada t, e;(t) pertence ao complemento ortogonal de 7'(t)
e e;(0) é invariante por A.

Seja ((s), s € (—¢,e), uma geodésica tal que G(0) = p e
B'(0) = e1(0). Como P o df,(e1(0)) = e1(0), temos

dfp(ex(0)) = ex(£),
isto é, a geodésica f o8 é tal que f o B(0) = f(p) e (foB)(0) =
e1(f).
1 Seja h uma variagao de v dada por (v. Fig. 3)
h(s,t) = exp,(sei(t)), s€(—¢€,¢€), tel0,4.

Observe-se que

h(s,€) = expg((sex(£)) = (f o B)(s)-
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Portanto,

V(D)= o expyplser®))| = et

s=0

donde 2 dt2 = 0. Utilizando a férmula da segunda variagio (veja
Observagao 2.9) e o fato que as curvas transversais da variagao
sao geodésicas, obteremos

120 - [[(vorn(50) )
(52200 (5.2 200

- —/oe (0.5 )

Como a curvatura seccional € positiva,

1 d°E

722 O <0,

e portanto % é estritamente decrescente numa vizinhanca do
zero. Como E'(0) = 0 e %£ ¢ decrescente numa vizinhanga
de zero, temos que E decresce nesta vizinhanga. Isto mostra
que existe uma curva c da variacio, tal que (£(c))? < £E(c) <
(E(y) = £(v)?. Como as curvas da variagdo ligam q a f(q),
obtivemos uma contradigio com o fato de ser d(p, f(p)) um
minimo. g

3.9 Observagao. O teorema é verdadeiro sob a hipdtese mais
fraca de que f é um difeomorfismo conforme. Nao se sabe se o
teorema é ainda verdadeiro se f é meramente um difeomorfismo.
Isto implicaria que S? x S? nao possui uma métrica de curvatura
positiva, pois a aplicagao f que é antipoda em cada fator preserva
a orientacao (cada fator reverte a orientacdo) e ndo possui ponto
fixo. Para maiores detalhes, v. A. Weinstein [We 2].

3.10 Corolario (Synge). Seja M™ uma variedade compacta
com curvatura seccional positiva.
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a) Se M™ € orientdvel e n € par, entdo M € simplesmente
conera.

b) Se n é impar, entdo M € orientdvel.

Demonstragao: a) Seja 7: M — M o recobrimento universal
de M. Introduza em M a métrica do recobrimento, e oriente
M de modo que 7 preserve a orientagao. Como M é compacta
e tem curvatura positiva, entdo K > § > 0. Pelo fato de ser
7 uma isometria local, o0 mesmo se passa com M. Como M é
completa, pelo Corolério 3.3., M é compacta. Seja k: M—M
uma transformacao de recobrlmento de M, isto é, mo k =

(v. Massey [Ma], pg. 159). Entdo k é uma isometria de M
que, pela maneira como orientamos M preserva a orientagao.
Como n é par, podemos usar o teorema para concluir que k tem
um ponto fixo. Mas uma transformacao de recobrimento que
possui um ponto fixo é a identidade. Segue-se dai que o grupo
das transformagdes de recobrimento de M (que é isomorfo ao
grupo fundamental de M; v. Massey [Ma], pg. 163) reduz-se &
identidade. Logo M é simplesmente conexa.

b) Suponhamos que M ndo é orientével, e consideremos o
recobrimento duplo orientdvel M de M (v. Exerc. 12 do Cap.
0). Introduzamos em M a métrica do recobrimento. Como re-
cobrimento duplo de uma variedade compacta, M é compacta.
Seja k uma, transformacao de recobrimento de M, k # id. Como
M é nao orientavel, k é uma isometria que reverte a orientagao
de M. Como n é impar, podemos aplicar o Teorema 3.7 e ga-
rantir que k posssui um ponto fixo. Logo k = id., o que é uma
contradigao. O

3.11 Observagao. O espago projetivo real P?(R) de dimenséo
dois, que é compacto, nao-orientdavel e ndo simplesmente conexo
é um exemplo que mostra a necessidade da orientabilidade em
a) e da dimensdo impar em b). Por outro lado, P3(R) que é
compacto, orientdvel e nao simplesmente conexo é um exemplo
que mostra a necessidade da dimens&o par em (a).
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Exercicios

1. Seja M uma, variedade Riemanniana completa, e seja N C
M uma subvariedade fechada de M. Sejapy € M, po ¢ N,
e seja d(po, N) a distancia de pg a N. Mostre que existe um
ponto go € N tal que d(po, go) = d(po, N) € que qualquer
geodésica minimizante que liga pg a g € ortogonal a N em
o -

2. Considere em R? uma métrica Riemanniana completa, Pro-
ve que
. ) <
rlil{olo (:1:2-!}?1112er2 K(QZ, y)) =0,
onde (z,y) € R? e K(z,y) é a curvatura Gaussiana da
métrica dada em (z,y).

3. Prove a seguinte generalizagdo do Teorema de Bonnet-
Myers: Seja M™ uma variedade Riemanniana completa.
Suponha que existem constantes a > 0 e ¢ > 0 tais que
para todo par de pontos em M™ e toda geodésica mini-
mizante y(s) ligando estes pontos e parametrizada pelo
comprimento de arco s, se tenha

Ric(v'(s)) > a + id% , ao longo de 7,

onde f é uma funcdo de s, satisfazendo |f(s)| < c ao longo
de v. Entao M™ é compacta.

Calcule uma estimativa para o didmetro de M™, e observe
que se f = 0 e ¢ = 0, obtém-se o Teorema de Bonnet-
Myers.

O resulado acima tem aplicagoes a Relatividade, v. G.J.
Galloway, “A generalization of Myers Theorem and an ap-
plication to relativistic cosmology”, J. Diff. Geometry, 14
(1979), 105-116.

4. Seja M™ uma variedade Riemanniana orientdvel de curva-
tura positiva e dimensdo par. Seja v uma geodésica fe-
chada de M, isto é, v é uma imersao do circulo S! em M
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que € geodésica em todos os seus pontos. Prove que 7y é
homotdpica a uma curva fechada cujo comprimento é es-
tritamente menor do que 7.

Sugestdo: O transporte paralelo ao longo da curva fechada
v deixa um vetor ortogonal a <y invariante (isto provém
da orientabilidade de M e do fato da dimensdo ser par).
Portanto existe um vetor V/(t) paralelo ao longo da curva
fechada . Calcule EY;(0) e mostre que ela é estritamente
negativa. Logo, proximo de 7, existe uma curva fechada
de menor comprimento do que 7.

Sejam N; e N, duas subvariedades fechadas e disjuntas de
uma variedade Riemanniana compacta.

a) Mostre que a distancia entre N; e N; é realizada por
uma geodésica -y perpendicular a ambas N; e Ny .

b) Mostre que, para qualquer variagdo ortogonal h(t, s)
de 7, com h(0,s) € N; e h(¢,s) € N,, tem-se para a
férmula da segunda variag@o a seguinte expressao

1

5 E”(O) = IZ(Va V)

+<V(£), Sffze)V(K)> B <V(0), 55320)(V(0))>

onde V' é o vetor variacional e Sfy’;) é a aplicagao li-
near associada & segunda forma fundamental de N;
na diregdo de v/, i =1, 2.

. Seja M uma variedade Riemanniana completa, simples-

mente conexa de curvatura K < 0. Sejay: (—o00,00) —» M

uma geodésica normalizada e seja p € M um ponto que nao
pertence a . Seja d(s) = d(p,(s)).

a) Considere a geodésica minimizante o,: [0,d(s)] — M
ligando p a (s), isto é, 05(0) = p, o5(d(s)) = ()
considere a variagdo h(t,s) = o4(t), e mostre que:
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b)

(©) 3 E'(s) = (Y(s), 05(d(5))),

(ii) 1 E"(s) > 0.

Conclua de (i) que sp € um ponto critico de d se e s6
se (7' (s0),0’(d(s0))) = 0. Conclua de (ii) que d possui
uma unico ponto critico, que é um minimo.

De (b) conclui-se que se M é completa, simplesmente
conexa e tem curvatura K < 0, entdo de um ponto
fora de uma geodésica v de M pode se tracar uma
Unica perpendicular a . Dé exemplos mostrando que
a condigao sobre a curvatura e a condi¢ao de conexao
simples sao essenciais ao resultado.



Capitulo X

O Teorema de
Comparacao de Rauch

1 Introducao

Seja M uma variedade Riemanniana. Como vimos no Capitulo
V, se v: [0,¢] —» M é uma geodésica normalizada e J é um
campo de Jacobi ao longo de v com J(0) = 0, |J'(0)] = 1 e
(J'(0),7'(0)) = 0, entdo

onde K é a curvatura seccional em -y(0) segundo o plano gerado
por 4/(0), J'(0). Portanto, se t é pequeno, |J(t)| é tanto maior
quanto menor for K. Consideremos agora uma outra variedade
Riemanniana M, uma geodésica normalizada 7: [0,£] — M e
um campo de Jacobi J ao longo de 7 satisfazendo: J(0) = 0,
|7(0)] =1, (j’(O),’y’(O)) = 0. Suponhamos que

K(7(0),7'(0)) 2 K(+(0), J'(0)).

Decorre da expressio acima que, para ¢ pequeno, |J(t)| < |J(2)].
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O Teorema de Rauch, que pretendemos demonstrar neste
capitulo, fornece condigbes para que a desigualdade acima seja
valida sem a restrigdo de ser t pequeno. Mais precisamente, o
teorema afirma (v. enunciado na Secdo 2) que se 7: [0,4] —» M
nao possui pontos conjugados e

K@ (t), 7)) 2 K& (1), 7)), te€(0,0),

entdo |J(t)| < |J(t)]-

O Teorema de Rauch é um dos fatos fundamentais em Geome-
tria Riemanniana. Intuitivamente, ele exprime o fato plausivel
que se as curvaturas aumentam, os comprimentos diminuem.

Em dimensao dois, um tal teorema é uma conseqiiéncia facil
de um resultado cldssico de Sturm sobre equagbes diferenciais
ordindrias. Com efeito, neste caso, as equagoes de Jacobi para
J = fey, J = féy (ea(t) e &(t) sdo campos unitarios paralelos
ao longo de e normais as geodésicas (t) e 7(t), respectivamente)
se escrevem:

ffO+K@)f(t)=0, f(0)=0, te[0,4
f'O+K@0fe) =0, fO)=0, teo4
O Teorema de Sturm afirma que se f'(0) = f/(0) > 0, f(t) # 0

em (0,4, e K(t) > K(t), entdo f(t) < f(¢) (v. Fig. 1eo
Exercicio 5 deste capitulo).

Figura 1

Em dimensao maior do que dois, a demonstragao é muito
menos simples, e uma apresentacao do resultado foi feita pela
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primeira vez em 1951 por Rauch [R 1] (para outra exposigdo, v.
Rauch [R 3]). A demonstragido que apresentamos na Segdo 2 é
uma elaboragao devida a varios matematicos na década dos 50,
entre os quais devemos mencionar Ambrose e Singer.

Na Secao 3, faremos uma aplicagao das idéias do Teorema de
Rauch a teoria das imersoes isométricas. Na Segao 4, introduzi-
remos a nogao de ponto focal, que generaliza a nogao de ponto
conjugado, e estenderemos o Teorema de Rauch a esta situagao.
Estas duas ultimas se¢oes nao serao usadas no resto do livro e
podem ser omitidas em uma primeira leitura.

2 O Teorema de Rauch

Na demonstragao do Teorema de Rauch, teremos necessidade
de um certo nimero de fatos que estabeleceremos agora em forma
de lemas. O lema do Indice (Lema 2.2) é um fato bésico que tem
aplicagoes em muitas outras situagoes.

O lema seguinte é um caso particular do Lema 5.5 do Capitulo
0.

2.1 Lema. Seja h: [0,1] — R uma fungdo diferencidvel com
h(0) = 0. Entdo existe uma fungdo diferencidvel ¢: [0,1] — R,
com $(0) = £(0), h(t) = t¢(t), t € [0,1].

Seja M uma variedade Riemanniana e «: [0,a] — M uma
geodésica de M. Seja V um campo de vetores diferenciavel por
partes ao longo de . Para todo tg € [0, al, escreveremos

oto {{(V',V') = (R(, V)Y, V) }dt = L,(V, V).

Admitamos que (t) ndo é conjugado a <y(0) para todo ¢,
0 <t<ty. OLema do Indice abaixo afirma que para todos
os campos de vetores diferencidveis por partes ao longo de v que
se anulam em t = 0 e coincidem em t = t5, o minimo da ex-
pressao acima € atingido pelo campo de Jacobi que se anula em
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t = 0 e assume o valor comum em t = t,. Mais precisamente,
temos o seguinte resultado fundamental.

2.2 Lema (do Indice). Seja v: [0,a] — M uma geodésica sem
pontos conjugados a y(0) no intervalo (0,a]. Seja J um campo
de Jacobi ao longo de 7y, com (J,¥') =0, e seja V um campo de
vetores diferencidvel por partes ao longo de 7, com (V,~') = 0.
Suponhamos que J(0) = V(0) = 0 e que J(to) = V(to), to €
(0,a]. Entdo

Ito(']) J) S Ito(‘/a V)

e a igualdade ocorre se e s6 se V = J em [0, 1]

Demonstragao: O espaco vetorial J+ dos campos de Jacobi J
ao longo de v com J(0) = 0 e (J,7') = 0 tem dimensdo n — 1,
onden = dim M. Seja {Ji,..., J,—1} uma base para este espago.
Entdo J =) .0;J;,i1=1,...,n— 1, onde os ¢; sdo constantes.
Como nio existem pontos conjugados no intervalo (0, a|, para
todo t # 0, os vetores Ji(t),...,Jn-1(t) formam uma base do
complemento ortogonal de 7/(t) em T,y (M). Portanto, para
t # 0, podemos escrever

V(t) = Z fi®)i(2),

onde f; sdo fungdes diferencidveis por partes em (0,a]. Vamos
mostrar que f; pode ser estendida continua e diferenciavelmente
at =0, isto é, f; é diferencidvel por partes em |0, a].

Para isto, escreva pelo Lema 2.1, J;(t) = tA;(t). Entdo
A;(0) = J;(0), donde os A;(0) sdo linearmente independentes.
Portanto, os A;(t) s@o linearmente independentes para todo t €
[0,a], e podemos escrever V(t) = . 9i(t)A;i(t) onde os g; sao
fungbes diferencidveis por partes em [0,a] e g;(0) = 0. Apli-
cando de novo o Lema 2.1, temos que g;(t) = th;(t), onde os
h;i(t) sdo diferencidveis por partes em [0,a]. Como para t # 0,
fi(t) = hy(t), concluimos o afirmado.

Vamos agora mostrar que, no interior de cada subintervalo
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onde f; é diferencidvel,

1) (VL V)= (R(Y, V), V) = (Zsz,Zfﬂ
+%(Ei:fiJi,;f,~Jj’. .

Com efeito, como
RWY, V)Y =R(Y,>_ fili)Y =D LR(, J)Y ==Y fiJl,
teremos

(Vl’ VI) - (R(’Y,a V)’Y/’ V)

=<Zf£Ji+Zfz ZfJ +Zfa Y= (RO, V)Y, V)
—<Zsz,ZfJ>+(ZfJ,,Zf,J’
+<th ZfJ>+<Zfz Zf]
+<Z:jfzJ;',ijfJ i)

Por outro lado,

(va’wzfa> (ZfJJerz Zfﬂﬁ
+ (ZflJ“ZfJJJ’ + Zf,J”
-<ZfJquaJ'>+<Zf1 2575
—I—(Zf,]z,ZfJJ”)+(Zf,Jz,Zf]J]’ .
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Portanto, para provar (1), basta mostrar que
2) (DRI B T) = (D fidin 3 £15).
i j i j

Para provar (2), escreveremos
h(t) = (Jix J;) = (i, J5);
como h(0)=0e
W(t) = (Ji, J5) + (I i) = (0, I5) = (Ji, Jf)

= —(R(Y, i)', J;) + (Ji, R(Y, J;)7) = 0

concluimos que h(t) = 0. Por distributividade, se obtém entdo
(2), o que conclui a demonstragdo de (1).
Aplicando (1) a V e J, obteremos, respectivamente:

to
LV, V) = (" £, £33 (k) + /0 (D Fidi, Y fiJs)dt,
i j i J

Ito(J, J) = < ZaiJi , Z aJJ-;>(t0)

Como J(tg) = V(to), temos que a; = f;(to), donde

Z fl;

Decorre de (3) que Ity (V, V) > I;,(J, J), o que demonstra a
primeira parte do lema. Se I,,(V,V) = I,(J, J), entdo ) . fiJ; =
0. Como os J; sao linearmente independentes para t # 0, con-
cluimos, por continuidade, que f] = 0, para todo i e para todo
t € [0,t]. Portanto, f; = const., e como f;(t) = a;, concluimos
que f;(t) = a4, isto é, V = J, como querfamos. d

3) LV, V) = Ly(J, J) + / ¢ .

Estamos agora em condigoes de demonstrar o Teorema de
Rauch. No que se segue M™ indicard uma variedade de dimensao
n.
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2.3 Teorema (Rauch). Sejam v: [0,a] — M™ e 7: [0,a] —
Mtk k>0, geodésicas com a mesma velocidade (i.e., |Y(t)| =

15 (t)|), e sejam J e J campos de Jacobi ao longo de v e 7,
respectivamente, tais que

J(0) = J(0) = 0,(J'(0),7(0)) = (J'(0),7(0)),
17'(0)] = |7 (0)].

Admita que 4 ndo possui pontos conjugados em (0,a] e que, para
todo t e todo x € Ty)(M), T € Ty)(M), tem-se

K(#,7(t) > K(z,7(t)),

onde K (z,y) indica a curvatura seccional seqgundo o plano gerado
por x ey. Entdo _
|| < |J].

Além, disto, se para algum to € (0,a], tem-se |J(to)| = |J(to)l,
entdo K(J(t),7(t)) = K(J(t),7(t)), para todo t € [0, 1].
Demonstragao: Observe que, pela Proposigao 3.6 do Capitulo
V, a condigao (J'(0),7'(0)) = (J'(0),7(0)) é equivalente (em
presenca de J(0) = J(0) = 0) & condigdo (J,~') = (J,7). Além
disto, como

(L) = (J'(0),7(0))ty" + (J(0),7'(0))7,

as componentes tangentes de J e J tém, pelas hip6teses, 0 mesmo
comprimento. Portanto, podemos supor que

(J,7) =0=(J, 7).

Se |J'(0)| = |J'(0)| = 0, entdo |J| = |J| = 0. Caso contrario,
facamos |J(t)|> = v(t) e |J(t)|> = ©(t). Como ¥ ndo possui

pontos conjugados em (0, al, :}.A(% estd bem definido para t €

(0, a). Pela regra de L’Hospital,
/" ! 2

tim 28 _ iy 20 _TOF
t—0 v(t) t—0 v”(t) |J/(0)|2
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Portanto, para provar que |J| < |J|, basta provar que %(:J(%) >
0. Isto equivale a provar que v'v > vv'.

Para provar o pedido, fixemos g € (0, a]. Se v(tg) = 0 temos
que

V' (to) = 2(J'(to), J (o)) = 0,

e a desigualdade é satisfeita trivialmente. Suponhamos, por-
tanto, que v(to) # 0. Fagamos

U(t) = ——— J(t), D(t) =

v(to) VU ~(to)

—J(),

e observemos que

v'(to) _ 2(J'(t0), J(t0))
v(to) (J(to), J(to))

= /0 ’ (U,U)"dt =2 /0 ’ {{U,U"y = (U,R(v,U)Y) }dt
= 2I,,(U,U).

= 2(U"(to), U(to)) = (U, U)'(to)

Analogamente,

' (o)
3(to)
Pela arbitrariedade de t, , bastara, portanto, provar que Iy, (ﬁ U )
< IL,(U,U) para concluir a demonstracdo da desigualdade.
Para isto, sejam {ei,...,e,} e {€1,...,Ensk} bases paralelas
e ortonormais ao longo de vy e 7, respectivamente, tais que:

elt) =Y'(@)/IV (), eato) = Ulto),
&t) =7 ®)/I7 ()], éalto) = U(to).

A cada campo de vetores V(t) = >, gi(t)ei(t) ao longo de v
facamos corresponder o campo ¢V ao longo de 4 dado por

= 2It0((7, U)

@V)(0) = 3 ailt)E(t).

=1
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A aplicacao ¢, assim definida, satisfaz as seguintes propriedades:

(4) (#V1,8V2) = (V1,V2)

(5) (@V) = o(V').

Decorre dai, da hipdtese sobre as curvaturas e do fato das geo-
désicas terem a mesma velocidade, que

Ito(‘b(U)’ ¢(U)) < Ito(U, U)

Observe agora que Ue #(U) sao campos de vetores ao longo

de 4 que satisfazem as hip6teses do Lema 2.2, e que U é um
campo de Jacobi. Pelo Lema 2.2,

Ly(U,U) < Ly ((U), p(U)) < L, (U, ),

0 que demonstra a desigualdade do Teorema.
Suponhamos agora que |J(to)| = |J(to)|, para algum ¢, €
(0,a]. Para todo t # 0, temos I,(U,U) < I,(U,U), e, portanto,

~

V'9(t) > v’ (). Como |J(to)| = |J(to)|, entdo
V'o(t) = vi'(t), te (0,1t
donde as desigualdades acima sdo igualdades para t € (0, to), i.e.,
L(8(U),6(U)) = L(U,U), t€ (0]

Como ¢ satisfaz (4) e (5), concluimos da igualdade acima e da
hipétese sobre as curvaturas que K (J(t),7'(t)) = K (J(t),7(t)),
para t € (0,t], donde, por continuidade, para t € [0, 1], como
haviamos afirmado. (|

Uma aplicagao imediata do Teorema de Rauch permite obter
informagoes sobre as posigoes dos pontos conjugados a partir de
limitagOes na curvatura.

2.4 Proposigao Suponha que a curvatura seccional K de uma
variedade Riemanniana M satisfaz as desigualdades

0<L<K<H,
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onde H e L sdo constantes. Seja v uma geodésica de M. Entdo,
a distancia d ao longo de v entre dois pontos conjugados conse-
cutivos de vy satisfaz

Demonstragio: Para obter a desigualdade d > 7/v/H, basta
comparar a variedade M™ com a esfera S™(H) de curvatura
H. Seja v: [0,£] — M uma geodésica normalizada de M com
7(0) = p, e seja J um campo de Jacobi ao longo de vy com
J(0) = 0e (J,4) = 0. Escolha um ponto p € S*(H) e uma

geodésica normalizada 7: [0,4] — S™(H) com 4(0) = p. Seja J
um campo de Jacobi ao longo de 4 com J(0) = 0, (J Y =0,
|’ (0)] = |J'(0)|]. Como % nédo tem pontos conjugados no inter-

valo (0,7/vH), pelo Teorema de Rauch, |J(t)] > |J(t)| > 0,
t € (0,7/vH). Portanto, a distancia d de p ao seu primeiro
ponto conjugado satisfaz d > 7/vH.

Para obter a desigualdade d < 7/+/L, faremos uma com-
paragdo andloga com a esfera S™(L) de dimenséo n e curvatura
constante L. Se d > =/ V'L, o Teorema de Rauch se aplica,
donde S™(L) s6 tem pontos conjugados depois de 7/+v/L, o que
é absurdo. Logo d < m/VL. O

Uma das tipicas aplicagoes do Teorema de Rauch consiste
em estimar comprimento de curvas em uma variedade Rieman-
niana da qual possuimos uma estimativa para a curvatura. A
proposi¢ao abaixo é um exemplo desta situagao.

2.5 Proposigao. Sejam M™ e Mn variedades Riemannianas
e suponhamos que para todop € M, p € M o CT,M,q -
TM se tenha que K(a) > Kp(o). Sejamp € M, p € M
e fize uma isometria linear i: T,M — TM Seja r > 0 tal
que a restricdo exp, |B-(0) seja um difeomorfismo e expﬁIET(O)
seja ndo-singular. Seja c: [0,a] — exp,(B,(0)) C M uma curva
diferencidvel e defina uma curva é: [0,a] — expﬁ(ET(O)) cM
por
&(s) = expzoioexp,'(c(s)), s € [0,al.
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Entao £(c) > £(¢).

Demonstragao: Considere a curva &(s) = exp," ¢(s) em T,M.
Para s fixo, considere a geodésica radial v,(t) = exp, t¢(s). A
aplicagao

f@t,s)=7(t), 0<s<a, 0<t<1,

é uma superficie parametrizada (v. Fig. 2). Logo, para todo
8, %f(t, s) = Js(t) é um campo de Jacobi ao longo de 75, com
Js(0) =0, J4(1) = ‘%f(l,s) = c/(s). Além disso,

l?ict]s (0) = %{(dexpp)t%(o)(ta'(s))} B = ().

c'(s)

expp(BA0))
(s)

Figura 2

Considere agora a superficie parametrizada f(t,s) em M
dada por

f(t, 5) = expsti(c(s)) = (1),

e observe que ¥, € uma geodésica. Entdo o campo de Jacobi
Js(t) = %ﬁ(t, s) satisfaz

DJ,

LO) =0, J(1)=2(), —

(0) = ic'(s).
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Como i é uma isometria,

1750)] = 17,0 = 0, | T;(0)] = |T;(0)|

(72(0),%(0)) = (i'(s), #7(0))
= (2(s),7%(0)) = (J5(0),7:(0))-

Podemos, portanto, aplicar o Teorema de Rauch e concluir que
1&(s)l = |Js(1)] < |Ts(1)] = | (s)],

donde, por integragao, £(c) > £(¢). O

2.6 Observagao. Os métodos utilizados no Teorema de Rauch
podem ser empregados para obter uma limitagao superior para
o volume de uma bola normal de uma variedade Riemanniana
cuja curvatura de Ricci seja limitada inferiormente. Mais preci-
samente, seja M uma variedade Riemanniana completa tal que
Ricy > H, e sejam B,.(p) C M, B,(p) C M(H) bolas normais
de raio r, onde M (H) é a variedade completa, simplesmente co-
nexa, de curvatura seccional constante H. Entao

vol(B;(p)) < vol B,(p),

e, se a igualdade se verifica, Ricp(7y'(t)) = H, para todot < r
e toda geodésica radial normalizada «(¢t) em B,(p) (v. Bishop
e Crittenden, Geometry of Manifolds, Academic Press, 1964,
pg. 256 e K. Tenenblat, On the Rauch comparison theorem for
volumes, Bol. Soc. Bras. Mat. 4 (1973), 31-39).

E curioso observar que, diferentemente do Teorema de Rauch,
o resultado acima nao se estende para o caso Ricy, < L; um

contra-exemplo é descrito no artigo acima citado de K. Tenen-
blat.

2.7 Observagao. A relagao entre curvatura de Ricci e volume
pode ser estendida ao teorema global seguinte: Com as mesmas
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notagoes da Obs. 2.6, suponhamos que Ricys > H e indiquemos
por V, = vol B,(p), V. = vol B.(p), onde r é agora um nimero
real positivo arbitrario. Entao, para todo R > r > 0, tem-se:

V,/V. > Vp/Vg.

Além disto, a igualdade ocorre para R < diam(M) se e so-
mente se Br(p) C M é isométrica & bola Bg(5) C M(H). Para
uma prova, v. J. Eschenburg “Comparison theorems and hy-
persurfaces”, Manuscripta Math. 59 (1987), 295-323. Esta re-
feréncia contém uma exposi¢ao dos teoremas de comparagao sob
um ponto de vista diferente do apresentado aqui; em particu-
lar, o resultado acima é utilizado para estabelecer o teorema de
unicidade mencionado na Obs. 3.6 do Capitulo IX.

3 Aplicacao do Lema do Indice a te-
oria das imersoes

Nesta Secao, faremos uma aplicagdo do Lema do Indice & te-
oria das imersoes isométricas. Demonstraremos o seguinte resul-
tado, que generaliza resultados anteriores de Tompkins, O’Neill,
e Chern-Kuiper (v. Coroldrios 3.4, 3.5 e Obs. 3.6 € 3.7).

3.1 Teorema (J.D. Moore, [Mo]). Seja M uma variedade Rie-
manniana completa, simplesmente coneza, cujas curvaturas sec-
cionais satisfazem:

K<b<o0.

Seja M uma variedade Riemanniana compacta cujas curvaturas
seccionais satisfazem K — K < —b. Se dim M < 2dim M, ndo
eziste uma imersao isométrica f: M — M.

Demonstragao: Suponhamos que uma tal imersdo existe, e
vamos obter uma contradi¢gdo. Escolha um ponto 5 € M, p ¢
f(M), e seja ¢ € M tal que

d(f(9),p) = d(f(p),D), paratodo pe M.
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Seja U C M uma vizinhanca de ¢ onde f é um mergu-
lho, e identifiquemos U com f(U). Seja 7: [0,£] — M uma
geodésica minimizante de M, normalizada, com v(0) = 5, y(£) =
q. Usando a férmula da primeira variagao, vé-se que 7y é perpen-
dicular a U em gq.

Para todo v € T,M, |v| = 1, considere uma curva c(s) em U
com ¢(0) = ¢, ¢(0) = v, s € (—¢,¢). Seja &(s) = exp; ' (c(s)).
Entao, a superficie parametrizada

£(t,) = exp, %E(s), te(0,4, se(—ee),

d4 origem a um campo de Jacobi V' (t) = 2(¢,0) com V(0) =0,
V(€) = v (Fig. 3). Observe que as geodésicas radiais 7vs: t —
f(t, s) desta variacdo sdo mais curtas do que .

Precisamos do seguinte lema.

Figura 3

3.2 Lema. Seja E(s) a energia da curva t — f(t,s). Entdo
1
5 E'(0) = L(V,V) +(Sy@V (£), V(£),

onde S,y € o operador linear associado & segunda forma fun-
damental da imersdo f no ponto q segundo a normal ~'(£).

Demonstragao do Lema: Sabemos que (v. Obs. 2.10, Cap.
IX)

ds 8s’ Ot
= L(V,V) +{((VvV)(q), N(9)),

%E"(O) =L(V,V)+ <D o1 af>(£, 0)
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onde V é a derivagdo covariante de M, e V, N sao extensdes
locais, em uma vizinhanga de g, dos vetores V (£) e 7/(£), respec-
tivamente, de modo que V(c(s)) = & (¢, s). E possivel escolher

tais extensdes de maneira que satisfagam a condicéo (V, N) = 0.
Portanto,

(VvV,N)(@) = —(VvN,V)(q) = (V(£), Sy V(0)),

donde o afirmado. ~ g
Considere agora uma variedade Riemanniana M (b), com
dim M (b) = dlmM n, completa e de curvatura constante
b. Sejap e M (b) um ponto arbitrdrio e 4: [0,4] —» M (b) uma
geodésica normalizada com 4(0) = . Como usualmente, esco-
lha bases ortonormais paralelas {e;(t),...,en(t)} de Ty (M) e
{E1(t),...,En(t)} de Ts) (M (b)), tais que e1(0) = v'(0) e &;(0) =
4'(0), e defina uma aplicagdo ¢ que leva um campo de vetores
w=>", a;e; a0 longo de 7y no campo (W) = Yo a:é ao
longo de 7. E claro que (¢p(W1), ¢(W2)) = (W1, Wy) e (¢(W)) =
d(W'). Faga ¢(V) = V. Como K < K = b, concluimos que

L(V,V) 2 I(V, V).

Observe que V(0) = 0 e faca V(£) = .

Vamos estimar I,(V,V) a fim de obter uma estimativa para
L(V, V).

Para estimar Ig(V V), precisamos obter a expressao de um
campo de Jacobi J ao longo de ¥, com J(0) = 0, J({) = 4. E

um exercicio simples (Cf. Exercicio 4, Cap. V) verificar que Jé
dado por

senh(tv/—=b)
senh(f\/_ )

onde W(t) é o transporte paralelo ao longo de 4 de

) = B(t) (se b < 0), J(t) = %u";(t) (se b=0),

@(0) = I”I i = ((dezpp)gssqy)~ (9)-
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Decorre daf, pela expressao de Ie(:f, J ) dada na demonstragao
do Lema do Indice, que

Ie(j, ~) = (j, j’)(f) = %% ‘j(t) 2 it - %%% t=¢
_ senh(tv/=b)cosh(tv=b) —
- senh’ (£v/—b) v t=t
= (cotgh £v/=b)vV—b > v/=b.

Além disto, se b = 0, Ig(:f, j) > 0. Portanto, pelo Lema do
Indice, obteremos a seguinte estimativa para I,(V,V):

L(V,V) > I(V, V) > I,(J,J) > V=b.

Como as geodésicas v, da variagdo f sao mais curtas do que
v, teremos

LE(7y) = (L(7))? > (L(7s))* = LE(vs),
donde,

02 3 E"(0) = 1V, V) + (Sy0V (0, V(©)

> VT + (Syo V(). V(©).
Como V' (¢) = v, teremos
(B(v,),7(8)) = (Sy(ow,v) < ~Vb.
Portanto, para todo v € T,M, |v| = 1, temos que
(6) [1B(v,v)l| > V=b.

Por outro lado, pela férmula de Gauss, se v e w sdo vetores
ortonormais de T, M, temos, pela hipétese do Teorema,

(7) (B(v,v), B(w,w))—||B(v,w)||* = K(v,w)—K (v,w) < —b.
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O fato de que as condiges (6) e (7) sdo incompativeis com
a condigdo dim M < 2dim M segue do seguinte lema algébrico,
essencialmente devido a Otsuki. A demonstragao do lema con-
cluira, portanto, a demonstracao do teorema.

3.3 Lema (Otsuki). Seja B: R™ x R® — R* uma forma bilinear
simétrica tal que, para algum b <0,

(B(v,v),B(w,w)) - ||B(v,w)||2 < —b>
1B(v,9)l| > V=,

para todo par ortonormal v,w € R™. Entdo k > n.

Demonstragao do Lema: Suponhamos k < n e vamos obter
uma contradicdo. Seja S C R™ a esfera unitaria e considere a
aplicagao f: S — R, dada por

f(v) = (B(v,v), B(v,v)).

Seja v € S um ponto onde f assume o minimo. Entdo tomando
a curva v(t) = costv + sentw em S, t € (—¢,€), teremos

8) 0= dfy(w) = 2((% B, v0)| Bww)

= 2(2B(v'(0),v), B(v,v)) = 4(B(w,v), B(v,v)),
e, como v”(0) = —v,

(9)
0 < df,(w,w) = 4(B(v'(0),v),2B(v'(0), v))
+4(B(v"(0),v), B(v,v)) + 4(B(w,v'(0)), B(v,v))
= 8||B(w, v)||*> — 4(B(v,v), B(v,v)) + 4(B(w, w), B(v,v)).
Considere agora a aplicacdo L: T, — R*, dada por

L(w) = B(v,w).

A equagdo (8) acima significa que (L(w), B(v,v)) = 0, logo
dim L(T,S) < k—1. Como k < n, o nicleo de L tem pelo
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menos dimensao 1, donde existe wy # 0, wo L v, com L(wg) =
0 = B(v, wp).
Introduzindo o wp achado na equagio (9), obteremos

0< (B(’U)o, ’UI()), B('U, ’U)) - (B(/U) ’U), B(’U, ’U))
Pelas hipdteses do Lema, concluimos que

0 < (B(wo, wo), B(v,v)) — ||B(v,v)||* <
(B(wo, wp), B(v,v)) — (V=b)* < =b— (vV=b)" =0,

o que da a contradigdo procurada. a

3.4 Corolario (C. Tompkins, “Isometric embeddings of flat ma-
nifolds in euclidean space”, Duke Math. J. 5 (1939), 58-61). Su-
ponha que M € compacta com curvatura nula. Se k < n, nao
existe imersao isométrica f: M™ — R™*. em particular, o toro
plano T™ (v. Exemplo 2.7, Cap. 1) ndo pode ser imerso isome-
tricamente em R?"1,

3.5 Corolario(B. O'Neill, “Immersions of manifolds of non-
positive curvature”, Proc. Amer. Math. Soc., 11 (1960), 132-
134). Suponha M completa, simplesmente coneza e K¢ < 0.
Seja M compacta, dim M < 2dim M e Ky < K35 . Entdo, nao
existe uma imersdo isométrica f: M — M.

3.6 Observacao. A hipdtese de ser M compacta é essencial no
Teorema 3.1, como mostra o exemplo de superficies (completas)
de K < 0 em R3. Por outro lado, sabe-se que o plano hiperbélico
H? (uma superficie completa com K = —1) nao pode ser imerso
isometricamente em R3 (Teorema de Hilbert, v. M. do Carmo
[dC 2], pg. 446). E um problema em aberto saber se o espago
hiperbdlico H" pode ser imerso isometricamente em R?"~!. Isto
seria a generalizacao natural do Teorema de Hilbert acima men-
cionado.

3.7 Observagao. Essencialmente a mesma demonstragao que
usamos no Teorema 3.1 pode servir para demonstrar o seguinte
resultado de S.S. Chern e N. Kuiper, “Some theorems on the
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isometric embedding of compact Riemannian manifolds in eu-
clidean spaces”, Ann. of Math. 56 (1952), 422-430: Suponha
que M™ ¢ compacta e que, para cada ponto p € M existe um
subespagco de dimensdo m, V™ C T,M, tal que as curvaturas
seccionais segundo planos contidos em V sejam nao positivas.
Se k < m, ndo eziste imersdo isométrica f: M™ — R**. A
importancia histérica do artigo de Chern-Kuiper é que eles des-
tacaram o fato fundamental que a existéncia de uma imersao
isométrica f: M™ — m* implica em relagoes entre a nulidade
da segunda forma quadrética de f e a nulidade de um opera-
dor definido intrinsecamente em M a partir da curvatura de M.
Para maiores detalhes ver L. Rodriguez, [Ro].

3.8 Observagao. O toro T™! com a métrica plana (Cf. Exem-
plo 2.7, Cap. I) contém o toro T™ como subvariedade totalmente
geodésica. Isto mostra que a hipétese de ser M simplesmente
conexa no Teorema 3.1 é necesséria.

4 Pontos focais e uma extensao do Te-
orema de Rauch

A nogao de ponto conjugado a um dado ponto p € M estende-
se a nogao de ponto focal a uma subvariedade N C M de uma
variedade Riemanniana M. A idéia é considerar variagoes

f:(—e€) x[0,4] - M

de uma geodésica 7: [0,4] — M com y(0) =p € N e 4(0) €
(T,N)*, satisfazendo as seguintes condigdes:

1) A curva t — f4(t), t € [0,£] é uma geodésica.

2) Para todo s € (—¢,¢), fs(0) =a(s) e N e

A(S) = %(8,0) € (Ta(s)N)‘L.

E claro que J(t) = %E(O,t) é um campo de Jacobi ao longo
de 7.
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4.1 Lema. O campo de Jacobi J construido acima satisfaz as
sequintes propriedades:

i) J(0) € T,N,

ii) J'(0) + Sy(0)(J(0)) € (T,N),

onde Sy ) € o operador auto-adjunto de T,N dado pela se-
gunda forma quadrdtica de N C M.

Reciprocamente, se J é um campo de Jacobi ao longo de uma
geodésica v com v(0) =p € N, v/(0) € (T,N)*, satisfazendo (i)
e (ii), entdo existe uma variacdo f de 7y satisfazendo (1) e (2),
cujo campo variacional € J.

A0) = 7'

Figura 4

Demonstragao: E claro que

€ T,N,

s=0

ﬂ@:%mm=%m@)

o que verifica (i). Para provar (ii), seja v € T,N um vetor
unitario. Mostraremos que

(10) (J'(0) + S0 (J(0)),v) = 0.

Ora,
(320

D of
<Zl—t 5'3‘(0,0),U>
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Como A(s) é um campo ao longo de a(s) com o/(0) = J(0),
teremos

DA —
E(O) = V 0)A(s)

s=0

onde V é a derivada covariante de M. Portanto,

(B2 0.0) = (VoA 0}
= (= 540 (TO),0) = (= Sy (TO),0),

o que implica (1) e verifica (ii).

Para provar a reciproca, seja s — a(s) uma curva em N com
a(0) = p, &/(0) = J(0). Podemos escolher um campo W ao
longo de a tal que W(0) = 7/(0) e Z¥(0) = ZZ(0). Escreva
W(s) =V(s) + U(s), onde

V(s) € (Ta(N))*",  U(s) € T (N),
e defina f(s,t) = expys)(tV(s)). Mostraremos que f é uma

variagdo de -y que satisfaz (1) e (2) e cujo campo variacional é J.
Com efeito, para todo s, a curva

t = fs(t) = expgs) tV(s)
é uma geodésica. Além disto,

fs(0) = a(s) € N,

A(s) = %—{(3, 0) = (dexPa(e))o(V (5)) = V(s) € (Ta(s)(N))™-

Resta mostrar que %E(O,t) = J(t). E suficiente verificar que

81(0,0) = J(0) e 2 2£(0,0) = 27(0). Como

of ,
5-(0,0) = a'(0) = J(0)
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e
Da f _ D 0 f V _ DWW DU
DJ DU
=— (0~ (0),
basta mostrar que Q(O) = 0. Mas J(t) e 2(0,¢) satisfazem:
DJ

—(0) + Sy (J(0)) € (T,N)*

Do
Do 00t S0 (Z0.0) € @y,

onde a segunda afirmagdo provém da primeira parte do Lema.
Como J(0) = %’;(O, 0), podemos concluir que

DU,. DJ,. D/(8f s
B 0=20-3 (Fon) @

Por outro lado, U(0) = 0 e U(s) € Ty()(N). Portanto, dado
v € (T,N)* e um campo v(s) ao longo de a(s) com v(0) = v e
v(s) € (Tos)(N))*, teremos

: . <%(0),v> + <U(0), %(0)>

0= —(U(5), (5))
DU
- (G 0)
Pela arbitrariedade de v, isto implica que (O) 0, o que prova
o afirmado, e conclui a demonstra,gao d

4.2 Definicao. Seja N C M uma subvariedade de uma va-
riedade Riemanniana M, ¢ € M é um ponto focal de N se e-
xiste uma geodésica «v: [0,4] — M, com v(0) =p € N, 4'(0) €
(T,N)*, v(£) = g, e um campo de Jacobi J nio nulo ao longo
de 7, satisfazendo (i), (ii) e com J(£) = 0.

4.3 Exemplo. Se S"~! C S™ é o equador de S™, isto é, S"! =
{z € S™;z = (z1,...,2Zn,0)}, entdo o pdlo norte (0,0,...,0,1) e
o pélo sul (0,...,0,—1) sdo pontos focais de S"~! em S™.
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Para obter uma caracterizagdo dos pontos focais em termos
da aplicagdo exponencial, introduziremos a seguinte notagao. Se-
jam T(M) — M o fibrado tangente de M, T(N) — N o fi-
brado tangente de N e T(N)* — N o fibrado normal da imersdo
N C M (ie., um ponto de T(N)* é um par (p,n), onde p € N,
n € (T,N)1). Lembremos que a aplicagio exponencial pode ser
pensada como uma aplicagio exp: T(M) — M, definida por

exp(p, v) = exp,(v).

Como T(N)*+ — N esté contido na restrigao de (M) — M
a N C M, a aplicagio exponencial pode ser restrita a T'(N)L;
esta restri¢ao serd indicada por

expt: T(N)* — M.

Observemos que dim T'(N)* = dim M.

4.4 Proposicao. q € M € um ponto focal de N C M se e
somente se é um valor critico de exp*.

Demonstragao: Suponhamos que ¢ é um ponto focal de N.
Pelo Lema 4.1, existe uma geodésica v: [0,£] — M, com v(0) =
p €N, v(¢) =g, ¥(0) € (I,N)* e uma variagao f: (—¢,¢) x
[0,4] — M de ~y satisfazendo (1) e (2) e com %E(O,E) = 0. Segue-
se que

wls) = (als), LA(s)),  A(s) = 2(5,0), als) = £,(0)

é uma curva em T(N)* tal que:

exp™ (w(s)) = expy(s) LA(s) = f(s,4),
expt (w(0)) = ¢

(d exp™)w(oy(w'(0)) = %(0,@) =0.

Entao w(0) é ponto critico de expt, com exp*(w(0)) = q.
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Reciprocamente, suponhamos que g é valor critico de exp*.
Entao existem wy, wj tais que expt(wp) = q e (dexpt),, (wh) =
0. Seja w(s) = (o(s),£V(s)) uma curva em T(N)*, com w(0) =
wp e w'(0) = wy . Como g = exp, () (£V/(0)), existe uma geodésica
7: [0,4] — M tal que v(0) = o(0), v(¢) = q, ¥'(0) = V(0).
Consideremos a variagao de v dada por

f(sa t) = expa'(s) tV(S)
f satisfaz as condigdes (1) e (2). Com efeito,
f(5,0) = exp,(5)(0) = o(s) € N,

%%(s,o) = (dexp,(5))o(V(5)) = V(5) € (To(s)(N))*

Pelo lema, J(t) = 2£(0,t) é um campo de Jacobi satisfazendo (i)
e (ii), com

0 0
50 = 20,0 = 2 exp, tV(s)

s=0
d
= expw(s)| = (dexpl)uw,(wh) =0,
s =0
e portanto, g é um ponto focal de N. O

4.5 Definigao. Seja N C M uma subvariedade de uma va-
riedade Riemanniana M. O conjunto dos pontos focais de N
serd chamado o conjunto focal F(N) C M de N.

4.6 Exemplo. Seja N? C R?® uma superficie regular de R3.
As componentes conexas do conjunto focal F(N) C R3 sao as
chamadas “superficies focais” (ou superficies dos centros) da ge-
ometria diferencial classica. Em geral tais conjuntos nao sao
superficies regulares e podem degenerar em pontos ou curvas.
Por exemplo, se N? é a esfera S?, entdo F(S?) é o centro de S?;
se N2 ¢ o cilindro circular reto C, F(C) é o eixo de C. Uma ma-
neira de construir geometricamente os pontos focais de N? C R3
€ a seguinte.
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Sejaz: U C R? - N C R® uma parametrizacdo de N em
p € N. Se indicarmos por (u;,us) as coordenadas de U e por
n = n(u1, u2) um campo normal unitério em z(U) C N, podemos
escrever a aplicacdo expt: T(U)* — R3 como

exp™((u1, uz), t) = T(u1,uz) +tn, t€R.

A base do espago tangente T(p ¢n)(T(N)*) ~ R3? associada a esta

parametrizagao é
or Orx

—_——,n
Ouy’ Ouy’

Nesta base, a aplicacao linear dexp* é dada pela matriz

<ng1 té’lﬁ,auﬁ <a_m+tau2’aul> <"’au1
depr‘= <<’%l+t{iﬁ’6u2> <a_’u,2+ta’u,2’3u2> < ’3‘1.1,2

<g:1+t8u1 > <<‘%2 tgz:: > <nan)

< au,,au’ > 0

onde a matriz linha B nao importa no que se segue. Pela Propo-
si¢ao 4.4, £ +tn é um ponto focal de N se e s6 se a matriz acima

é singular. como os coeficientes da segunda forma quadratica H,

Oz Oz
na base Bur Bug S8O dados por

or Oz or Ox 0%z
g = Hn (3_W’6_w> = <B (a—m*a—w) ’"> = <—auz-au;">’

concluimos que a matriz acima é singular se e sé se a matriz

(9i5 — thij)
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é singular. E possivel escolher a parametrizacao £ de modo que
em p, (g;;) seja a matriz identidade. Portanto, £ +tn é um ponto
focal se e s6 se  é um valor proprio de (h;;), isto é, } é alguma
curvatura principal de N? em p. _

Em resumo, para construir uma componente conexa de F'(N),
fixamos uma curvatura principal k; e marcamos sobre a normal
a cada p € N, na diregdo dada por n(p), um comprimento igual
a 1/k;(p) (este ponto é o centro do circulo osculador da segdo
normal de N na diregao principal e;, o que justifica o nome de
“superficies dos centros”).

Passaremos agora a uma extensao do Teorema de Rauch em
que a noc¢ao de ponto conjugado € substituida pela de ponto
focal. Precisamos de uma definigao.

4.7 Definigao. Seja v: [0,a] — M uma geodésica de M. Seja
B:(0) C /(0)* uma bola contida no complemento ortogonal de
7'(0), de raio € e centro na origem 0. Diremos que 7y é livre de
pontos focais em (0, a] se existe algum € > 0 tal que y ndo possui
pontos focais relativamente & subvariedade ), = exp,(q)(Be(0))
(Fig. 5).

)L
7 +(0)

Y(0)

Figura 5



258 [CAP. X: O TEOREMA DE COMPARAGAO DE RAUCH

Observe que como Y, é geodésica em p, um campo de Jacobi
J ao longo de v, com J(0) # 0 e J'(0) = 0, satisfaz automatica-
mente a condicao:

Svo(J(0) = 0.
O Lema do Indice para pontos focais é o seguinte.

4.8 Lema. Seja v: [0,a] — M™ uma geodésica livre de pontos
focais em (0,a]. Seja J um campo de Jacobi ao longo de 7,
com (J,7') =0, e seja V um campo de vetores diferencidvel por
partes ao longo de v com (V,v') = 0. Suponhamos que J'(0) =0
€ J(to) = V(to), to € (0,0,]. Entao

I, (J, J) < Iy (V, V)

e a igualdade ocorre se e s6 se V = J em [0, o).
Demonstragao: Seja {Ji,...,Jy—1} uma base do espago veto-
rial dos campos de Jacobi J tais que J'(0) = 0, (J,7') = 0. O
fato de que «y é livre de pontos focais em (0, a] implica que, para
cada t € (0,a], {J1(t),...,Jn_1(t)} é uma base para (v'(t))*.

A partir dai, a prova segue de maneira inteiramente andloga
4 do Lema do Indice. O

4.9 Teorema. Sejam 7: [0,a] — M™ e 7: [0,a] — Mr+k

geodésicas, com a mesma velocidade e sejam J e J campos de
Jacobi ao longo de v e 7, tais que

0= J'(0) = J(0),(J(0),7(0)) = (J(0),7(0)) =0,

~

[7(0) = [J(0)].

Admita que 7 € livre de pontos focais em (0,a] e que, para todo
t e todo x € Ty (M), & € Ty (M), tem-se

K(z,9(1) 2 K(z,7(¢)-

Entdo |J| < |J|. Além disto, se para algum ty € (0,a], tem-se
|7 (o)| = |J(to)|, entdo K(J(¢),¥'(t)) = K(J(t),7(t)) para todo
t € [0,1].
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Demonstragao: A demonstragao é andloga & do Teorema 2.3

. . ~ 2 rd . - ~ 7
com as seguintes modificagoes: %:—2 estd bem definida, pois v é

livre de pontos focais e I, (¢(U), d(U)) > Ito(ﬁ ,U) pelo Lema
4.8. O

Outras extensoes tteis do teorema de comparagao de Rauch
podem ser encontradas em F. Warner, Extensions of the Rauch
comparison theorem to submanifolds, Trans. A.M.S. 122 (1966),
341-356 e em H. Heintze e H. Karcher, A general comparison
theorem with applications to volume estimates for submanifolds,
Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 11 (1978), 451-470.

O teorema de Rauch admite uma generalizacao global extre-
mamente importante, que é o chamado Teorema de Toponogov.
Uma de suas versoes se enuncia da seguinte maneira.

Teorema (Toponogov). Seja M uma variedade Riemanniana
completa com curvatura seccional K > H. Sejam v, € 7y, seg-
mentos de geodésicas normalizadas em M com v,(0) = ~v2(0).
Indiquemos por M*(H) uma variedade de dimensdo dois com
curvatura constante H. Admitamos que a geodésica vy, € mini-
mizante e que, se H > 0, {(y2) < T5 Consideremos em M?(H)
duas geodésicas normalizadas 71, 7, tais que %1(0) = 2(0),
t(y) = €(%) = &, i = 1,2, e ang(¥,(0),%(0)) = ang(71(0),
v4(0)). Entdo

d(n(6), 12(f2)) < d(Ta(f), Y2(£2))-

Uma demonstracao deste teorema pode ser encontrada em
Cheeger e Ebin [CE].

O Teorema de Toponogov é um instrumento essencial para
o estudo das relagoes entre topologia e curvatura mencionadas
na Introducao do Capitulo IX. Um dos pontos culminantes deste
estudo, o Teorema da esfera, sera apresentado no Capitulo XIII
deste livro. A demonstragao ai apresentada nao utiliza o Teo-
rema de Toponogov. Uma demonstragao utilizando o Teorema
de Toponogov, além de varias aplicagoes deste teorema ao estudo
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das relacoes entre topologia e curvatura, pode ser encontrada em
Mercuri e Rigas [MR].

Exercicios

1. (Lema de Klingenberg). Seja M uma variedade Riemanni-
ana completa com curvatura seccional K < Ky, onde Kj é
uma constante positiva. Sejam p,q € M e seja g € y; duas
geodésicas distintas unindo p a ¢ com £(y) < £(71). Ad-
mita que v € homotodpica a v, , isto é, existe uma familia
continua de curvas oy, t € [0,1] talque ag = ey =71 -
Prove que existe ¢y € [0,1] tal que

2
VK

(Assim, a homotopia dada tem que passar por uma curva
“longa”. Fig. 6).

Z(’YO) + g(ato) Z
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Sugestdo: Admita £(yp) < T (de outro modo, ndo hé o
que provar). Pelo Teorema de Rauch, exp,: T,M — M
nao possui pontos criticos em uma bola aberta B de raio
7/v/ Ko centrada em 0. Para t pequeno, é possivel levantar
a curva a; ao espago tangente T,M, i.e., existe uma curva
& em T,M, ligando exp,'(p) = 0 a exp,'(q) = ¢, tal
que exp,0d; = o;. E claro que ndo é possivel fazer o
mesmo para todo t € [0, 1], pois a; néo pode ser levantado
mantendo as extremidades fixas. Conclui-se que para todo
€ > 0 existe um t(¢) tal que a() pode ser levantado em d)
e Q) contém pontos a distancia < & do bordo 0B de B.
Caso contrario, para algum £ > 0, todo levantamento &,
estd a uma distancia > € de 0B; o conjunto dos t’s para os
quais € possivel levantar o, seria entao aberto e fechado e a;
poderia ser levantado, o que é uma contradi¢dao. Portanto,
para todo € > 0, tem-se

2
£(0) + £asey) > T 2.

VKo

Escolha agora uma seqiiéncia {e,} — 0, e considere uma
subseqiiéncia convergente de {t(e,)} — to. Entdo existe
uma curva g, com

U0) + £ag) >

Vi

2. Use o lema de Klingenberg do exercicio anterior para pro-

var o Teorema de Hadamard (v. Teorema 3.1 do Cap.
VII).
Sugestdo: Faca Ky = 1/n, n inteiro, no lema de Klingen-
berg e mostre que se M é simplesmente conexa, existe uma
unica geodésica ligando dois pontos p,q € M. Pois se e-
xistissem duas tais geodésicas, elas seriam homotépicas e,
pelo lema de Klingenberg, existiria uma seqiiéncia de cur-
vas de comprimentos > 7/n nesta homotopia.

.

3. Seja M uma variedade Riemanniana completa com curva-
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tura seccional nao positiva. Prove que
|(dexp,), (w)| = |uwl,

para todo p € M, todo v € T,M e todo w € T,(T,M).
4. (Conjuntos focais de curvas do plano).

a) Seja C C R? uma curva regular. Mostre que o con-
junto focal F(C) C R? de C é obtido tomando na
normal positiva n de p € C um comprimento igual a
1/k, onde k é a curvatura de C em p.

Sugestdo: Use o mesmo argumento do Exemplo 4.6.

b) Mostre que o conjunto focal da elipse f:- + %; =1é
dado por

{(z,9) € R (a2)”* + (by)** = (a® - 07)*%}
(Fig. 7).

~no

Figura 7
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c) Mostre que o conjunto focal da curva
t — (cost+tsent,—sent + tcost)
é o circulo t — (cost, —sent) (Fig. 8).

5. (O teorema de comparagdo de Sturm). Neste exercicio
apresentaremos uma demonstragdo direta do Teorema de
Rauch em dimensédo dois, sem utilizar o material do pre-
sente capitulo. O que faremos serd indicar uma demons-
tragdo do Teorema de Sturm mencionado na Introdugéo do
capitulo.

Sejam

F'O+K@®f)=0, f0)=0, teo,4,
&)+ K@) ft)=0, f0)=0, telo,4,

duas equagées diferenciais ordindrias. Suponhamos que
K(t) > K(t) para t € [0,4], e que f'(0) = f'(0) = 1.

\ "/

Figura 8
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a) Mostre que para todo t € [0, £],

1) o= /0 [P+ Kf) - f(F" + B}t
= (Fr = £7Y+ [ (K= Roffae
0

Conclua daf que o primeiro zero de f néo ocorre antes
do primeiro zero de f (isto é, se f(t) > 0 em (0,%o) e
f(to) = 0, entdo f(t) > 0 em (0, t)).

Sugestdo: Pela condigdo inicial, f(t) é positivo em uma
vizinhanga de zero. Admita que f(t;) =0, t; < t,. Entao
f'(t1) <0, f(t1) > 0, e isto contradiz (1).

b) Suponha que f(t) > 0 em (0,4]. Use (1) e o fato que
f(t) > 0 em (0,¢] para mostrar que f(t) > f(t), t €
[0,4], e que a igualdade se verifica para t = t; € (0, ¢]
se e s6 se K(t) = K(t), t € [0,11].

Verifiqgue que isto € o Teorema de Rauch em dimensdo
dois.

Sugestdo: De (1) conclui-se que f'/f>f"/f, isto é, (log f)'>

(log f). Seja 0 < to < t < £. Integrando a ltima desi-
gualdade entre ¢, e ¢, obteremos

log f(t) — log f(to) > log f(t) — log f(to),
isto é,
f@)/F() > f(to)/f(to), paratodo to € (0,4

Observe agora que
lim (£(t0)/ f(to)) = Jim,(f'(t0)/ ' (t0)) =

donde a desigualdade pedida. Para a igualdade, volte a (1).
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6. (O teorema de oscilagio de Sturm). O que se segue é
uma pequena generalizagao do teorema de comparagao de
Sturm. Apresentaremos o resultado em forma geométrica.
Seja M? uma, variedade Riemanniana completa de dimensao
2, e seja v: [0,00) — M? uma geodésica. Seja J(t) um
campo de Jacobi ao longo de v com J(0) = J(to) = 0,
to € (0,00), e J(t) # 0, t € (0,%y). Entao J é um campo
normal a 7 e pode ser escrito J(t) = f(t)ex(t), onde es(t)
é o transporte paralelo de um vetor unitério e; € Ty ) (M)
com ey L 4/(0). Como J é um campo de Jacobi,

')+ K@) f(t) =0,
onde K é a curvatura Gaussiana de M?2. Admita que
K(t) < L(2),

onde L é uma funcdo diferencidvel em [0,00). Prove que
toda solugao da equacgao

'O+ LOf) =0

possui um zero em [0,2g], isto é, existe t; € [0,%p] com
f(t) =0.

Sugestio: Suponha que f(t) # 0 para todo t € [0,%).
Usando a expressao (1) do exercicio anterior, obteremos

® ° (K = D)f fdt + Ft0)f (to) - FO)£(0) = 0.

Suponha, por exemplo, que f(t) > 0 e f(t) < 0 em (0,1).
Entdo f'(0) < 0e f'(t) > 0. Isto contradiz (2). Os outros
casos sao tratados do mesmo modo.

7. (Critério de Kneser para pontos conjugados em superficies).
Seja M? uma variedade Riemanniana completa de dimensao
dois e seja 7v: [0,00) — M? uma geodésica com ¥(0) = p.
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Seja K(s) a curvatura Gaussiana de M? ao longo de 7.
Admita que:

>
/ K(s)ds < 0+t 1) , paratodo t >0,

no sentido que a integral converge e tem a limitagao indi-
cada.

a) Defina

w(t) -—/ K(s)ds + 4(ti-1)
e mostre que w'(t) + (w(t))? < —K(¢).

b) Parat > 0, faga w’(t)+(w(t))?> = —L(t) (donde L(t) >
K(t)) e defina

Ft) = exp ( / tw(s)ds) o0

Mostre que
7o)+ L f) =0, FO0)=1.

c) Observe que f(t) > 0 e use o teorema de oscilagio
de Sturm (Exercicio 6) para mostrar que nio existe
um campo de Jacobi J(s) em v(s) com J(0) =
e J(sg) = 0, para algum sy € (0,00). Portanto, a
condigdo (8) implica que ndo existem pontos conjuga-
dos a p ao longo de ~.



Capitulo XI

O Teorema do Indice de
Morse

1 Introducao

Neste capitulo pretendemos demonstrar o Teorema do Indice
de Morse. Tal resultado relaciona o nimero de pontos conju-
gados em um segmento de geodésica, contados com suas mul-
tiplicidades, ao indice de uma certa forma quadratica definida
a partir da férmula da segunda variagdo (essencialmente, a ex-
pressdo I,(V,V)).

O Teorema do Indice de Morse é uma generalizacao de um
resultado cldssico de Jacobi (v. Cor. 2.9) que afirma que um
segmento de geodésica minimiza o comprimento de arco relati-
vamente as curvas “vizinhas”de mesmas extremidades se e s6 se
um tal segmento nao possui pontos conjugados. A demonstragao
do Teorema do Indice que aqui apresentamos utiliza o Lema do
Indice do Capitulo X.

2 O Teorema do Indice

Seja«y: [0,a] — M™ uma geodésica. Indiquemos por V(0,a)=
V o espago vetorial formado por campos vetoriais V' ao longo de
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~, diferencidveis por partes e se anulando nas extremidades de
7, isto é, V(0) = V(a) = 0.

2.1 Definicao. A forma do indice de v é a forma quadratica
associada a forma bilinear simétrica I, definida em YV por

1) LV,W)= / (VLW — (RO, V)Y, W)Y,

onde V,W € V. (Cf. Obs. 2.10 do Cap. IX).

Observe que a simetria de I, decorre da parte (d) da Proposi-
¢ao 2.5 do Capitulo IV.

De uma maneira geral, chamamos indice de uma forma bili-
near simétrica B em um espago vetorial V a dimensao maxima
de um subespago de V no qual a forma quadratica associada a B
é negativa definida. A nulidade de B é a dimensao do subespago
de V formado pelos elementos V' € V tais que B(V, W) = 0, para
todo W € V; tal subespago é o espago nulo de B. Diz-se que B
é degenerada se a sua nulidade for estritamente positiva.

Podemos agora enunciar o teorema principal deste capitulo.

2.2 Teorema do Indice (Morse). O indice da forma I, é finito
e igual ao nimero de pontos (t), 0 < t < a, conjugados a ¥(0),
cada um contado com a sua multiplicidade.

Antes de iniciar a demonstragido do teorema, precisamos de
algumas proposicoes preliminares.

2.3 Proposigao. Um elemento V € V pertence ao espago nulo

de I, se e somente se V € um campo de Jacobi ao longo de 7.

Demonstragao: Primeiro observamos que, como apenas para
um nimero finito de pontos t;, j = 1,...,k — 1, BL(t]) #

BY.(t}), temos a seguinte expressdo para, Ia. (Compare Obs.
2.10 do Cap. IX)

@  LV,W)=-— / V" ROV, WY de

- Z( (t) - S W) ).
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Se V' é um campo de Jacobi, entdo por (2), V estd no espago
nulo de I, .

Reciprocamente, suponha que I,(V, W) = 0 para todo W €
V. Seja0 =ty <t; <:-- < tg_1 < txy = a uma subdivisao de
[0,a] tal que a restricio V|[t;—1.t;] é diferencidvel, j = 1,...,k.
Seja f: [0,a] — R uma fungdo diferencidvel com f(t) > 0, para
t#tije f(tj)=0,5=0,...,k. Defina W por

w(t) = f&(V" + R, V)v).
Entao

0= L(V,W) = / FOIV" + RO, V)Y|P dt.
0

Segue-se dai que o integrando se anula, e portanto a restrigao
V|(tj-1,t;) é um campo de Jacobi. Para ver o que ocorre em
cada t; , escolha T' € V de modo que

DV DV 6 _ )
T(tj)=g(tf)—ﬁ(tj), j=1,...,k—-1
Como
k-1 2
DV, _
0= 22t~ =)
j=1

concluimos que V é de classe C' em cada t;. Por unicidade das
solugbes de uma equagao diferencial ordindria, V é (pelo menos)
C?. Portanto V é um campo de Jacobi. O

2.4 Corolario. I, é degenerada se e somente se os pontos (0)
e y(a) sdo conjugados ao longo de y. Neste caso, a nulidade de
I, € igual a multiplicidade de y(a) como ponto conjugado.

Para a préxima proposigao, bem como para a demonstragao
do Teorema do Indice, precisamos de algumas consideragoes pre-
liminares.



270 [CAP. XI: O TEOREMA DO iNDICE DE MORSE

Como cada ponto de M estd contido em uma vizinhanga
totalmente normal e ([0, a]) é compacto, podemos escolher uma
subdivisao

O=to<ti<---<tr1<txy=a

de [0, a] tal que cada v|[tj-1,t;], 7 = 1,...,k, esteja contido em
uma vizinhanca totalmente normal. ASSlIIl cada 7|[tj—1,t;] é uma
geodésica minimizante e ndao contém pontos conjugados. No que
se segue, uma tal subdivisao serd chamada normal e sera fixada
até mencao em contrario.

Seja V~(0,a) = V~ o subespago vetorial de V formado pelos
campos V tais que V|[t;—1,t], ¢+ = 1,...,k, é um campo de
Jacobi; YV~ tem dimensdo finita. Seja V* o subespago de V
constituido pelos campos W tais que W (t;) = W(tx) = --- =
W (tg-1) =0

2.5 Proposicao. V € a soma direta V =Vt ® V™, e o0s sub-
espagos V* e V™ sao ortogonais em relagdo a I,. Além disto,
I, restrita a V* € positiva definida.

Demonstragao: Dado V € V, seja W um campo em V- dado
por W(t;) = V(t;); como +|[tj-1,t;] ndo posui pontos conjuga-
dos, um tal W existe e é tinico. Assim V — W € V* e, portanto
Y=V*® V. Além disto,se X € V™ e Y € V*, temos

L(X,Y) = kz< DX e - f(t;)>=o

isto é, V* e V™ sdo ortogonais relativamente a I, . Isto demonstra
a primeira parte da Proposigao 2.5.

Como 7|[tj-1,t], 5 = 1,...,k, sdo geodésicas minimizantes,
elas tém energia menor do que qualquer outro caminho entre os
seus extremos. Logo, se V € V*, entdo I,(V,V) > 0.

Resta mostrar que I,(V,V) > 0se V € V* — {0}. Supo-
nhamos, por absurdo, que I,(V,V) = 0 com V € V+, V #
0. Vamos primeiro mostrar que isto implica que V pertence ao
espago nulo de I, . Com efeito, se W € V~, entdo I,(V,W) =0,
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pela ortogonalidade acima. Se W € V1, considere a desigualdade
0 < L(V+ W,V + W) = 2cl,(V,W) + S L(W, W),

valida para todo real c¢. Isto quer dizer que existem reais A > 0
e B tais que Ac?>+ 2Bc > 0 para todo ¢ € R, o que s6 é possivel
quando B = 0, isto é, I,(V,W) = 0. Portanto V pertence ao
espago nulo de I, . Como o espago nulo é constituido de campos
de Jacobi e V se anula em t;, concluimos que V' = 0, o que é
uma contradigao, e conclui a demonstragao. O

2.6 Corolario. O indice de I, € igual ao indice de I, restrito
a V~; em particular, o indice de I, € finito. O mesmo se passa
com a nulidade de I, .

Demonstracio do Teorema do Indice: Convém introduzir
a seguinte notagdo. Se t € [0, a], indicaremos por +y; a restri¢do
de v ao intervalo [0,t]; a forma do indice correspondente sera
indicada por I;, e o indice de I; serd indicado por i(t). Desta
maneira, definimos uma fungédo i: [0,a] — N, cujo comporta-
mento queremos estudar.

Lembrando que a subdivisgo de [0,a] por pontos t;, j =
0,...,k, (que estamos supondo fixada) foi escolhida de modo que
v|[tj-1,t;] é uma geodésica minimizante, concluimos que #(t) é
zero em uma vizinhanga de 0. Além disso, i(t) é ndo decrescente,
isto é, se t > t, entdo i(t) > i(t). Com efeito, por defini¢do
de i(t), existe um subespaco U C V(0,t) tal que I; é negativa
definida em U e dimU = i(t). Todo elemento V' € U se estende
a um elemento V € V(0,7) definindo V = 0 em [t,]. E claro que
I(V,V) = Iz(V,V). Pela defini¢io de indice, i(f) > i(t), como
haviamos afirmado.

Para obter outras propriedades de i(t) procederemos da ma-
neira seguinte. Primeiro, observamos que por defini¢do, i(t) ndo
depende da escolha da subdivisdo normal de [0,a]; podemos,
portanto, escolher tal subdivisdo de modo que t € (¢;-1,t;). Em
seguida, observamos que o indice de I; é o indice da restrigao de
I ao subespago V~(0, t); tal restrigdo sera ainda indicada por I; .
Entéo, como cada elemento de V~(0,t) é determinado pelo seu
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valor nos pontos y(t1),...,7(tj-1), temos que V~(0, t) é isomorfo
a soma direta

V7 (0,t) =Tye)M & - - @ Tyr,_)M = ;.

Decorre dai que fazendo ¢ variar em (t,_1,t;), os espagos V~(0, 1)
sao isomorfos entre si e isomorfos a S;. Podemos, portanto,
considerar as formas quadraticas I; como uma familia de formas
quadréticas em um espago fixo S;. Além disto, como os elemen-
tos de V~(0,t) sdo campos de Jacobi “quebrados”, decorre de
(2) que I depende continuamente de t € (t;_1,1;).

Podemos agora obter mais informagdes sobre i(t) que serdo
colecionadas nos lemas abaixo.

2.7 Lema. Se ¢ > 0 € suficientemente pequeno, i(t — €) = i(t).

Demonstragao do Lema 2.7: Como i(t) é ndo decrescente,
i(t) > i(t — €), para todo €. Por outro lado, se I; é negativa
definida em um subespago S C S, com dim(S) = i(t), entdo,
por continuidade de I; , existe € > 0 tal que I;_. ainda é negativa
definida em S, donde i(t —¢) > i(t). Portanto i(t) = i(t—¢). O

Seja agora d a nulidade de I ; observe que d = 0 se 7(t) ndo
é conjugado a ~y(0).

2.8 Lema. Se e > 0 € suficientemente pequeno, i(t + €) =
i(t) + d.

Demonstragcao do Lema 2.8: Mostraremos primeiro que
i(t+¢€) < i(t)+d. Com efeito, como dim(S;) = n(j —1), I; é po-
sitiva definida em um subespago de dimensdo n(j — 1) —i(t) —d.
Por continuidade, I;. é ainda positiva definida neste subespago,
para € > 0 suficientemente pequeno. Logo

i(t+e) <n(i—1) — {n(j — 1) —i(t) — d} = i(t) + d.
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Figura 1

Para mostrar a desigualdade oposta, necessitaremos do Lema
do Indice (Lema 2.2. do Cap. X). SejaV € S;, com V (t;_1) # 0,
e indiquemos com V;, o campo de Jacobi “quebrado”que concide
com V(t;) em t;, i = 1,...,7 — 1, e que se anula no ponto
to € (tj-1,t;). Afirmamos que

Ito(Vthto) > It0+5(‘/;0+5, V;o+e)~

Com efeito, se indicarmos por W;, (v. Fig. 1) o campo de vetores
definido ao longo de ~([0, to + €]) por

Wto(t) = Vto(t)a te [OytO],
Wy (t) =0, t € [to, to + €]

teremos, pelo Lema do fndice,
Ito (Vtovto) = Ito+€(m0’ Wto) > Ito+€(V;o+e> V;o+€),

onde a ultima desigualdade é estrita, pois Wy, nao é um campo
de Jacobi. Isto prova a afirmacao feita.

Logo, se V € S; e I(V,V) < 0, entdo I4.(V,V) < 0. Por-
tanto, se I; é negativa definida em um subespago S C S;, Iite
ainda serd negativa definida na soma direta de S com o espago
nulo de I;. Logo

i(t+¢) >i(t) +d,

0 que, junto com a desigualdade anterior implica que i(t +¢) =
i(t) + d. Note que se V(t;—1) = 0, ou V é identicamente nulo,
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ou V' é um campo de Jacobi “quebrado”. Em ambos os casos, V'
nao contribui para a nulidade d. O

As informagdes que obtivemos sobre i(t) permitem descrever
i(t) como uma fungao que é zero em uma vizinhanca da origem, é
continua a esquerda e tem descontinuidade tipo “salto”nos pon-
tos conjugados a y(0), o salto sendo precisamente igual a mul-
tiplicidade do ponto conjugado (v. Fig. 2). Mas este € precisa-

mente o enunciado do Teorema do Indice. O
N _—
—b
I
—
0 '

Figura 2. A funcado i(t)

2.9 Corolario (Jacobi). Seja v: [0,a] — M um segmento de
geodésica em M tal que y(a) ndo seja conjugado a (0). Entdo
v ndo possui pontos conjugados em (0,a) se e somente se para
toda variagdo prépria de v existe um § > 0 tal que E(s) > E(0)
para 0 < |s| < 8. Em particular, se v é minimizante, vy ndo
possui pontos conjugados em (0, a).

2.10 Corolario. O conjunto dos pontos conjugados ao longo de
uma geodésica é um conjunto discreto.

2.11 Observagao. O teorema do indice pode ser generalizado
para o caso em que os pontos v(0) e y(a) podem se deslocar sobre
subvariedades. Veja-se W. Ambrose [Am 2]. Para uma versio
extremamente geral do teorema do indice, v. S. Smale [Sm].

2.12 Observagao. O fato de que o indice e a nulidade de I sao
finitas reflete o fato fundamental que a “variedade de dimensao
infinita” (2, ; = {2 mencionada na Observagao 2.7 do Capitulo IX



[SEC. 2. O TEOREMA DO iNDICE 275

pode ser substituida, em certas condigGes, por uma variedade
de dimensao finita. Este foi o ponto de vista original de Morse
para demonstrar seu teorema. Para algumas aplicagtes (cf. o
Teorema de Esfera, Prop. 3.1), convém ter em mente esta cons-
trugdo que pode ser resumida do modo seguinte. (Para maiores
detalhes, v. Milnor [Mi], pp. 88-92).

Seja Q¢ (resp. Q2¢°) o subconjunto de €2 formado pelas curvas
de Q de energia < ¢ (resp. < c). E claro que as curvas de Q°
estao contidas em um subconjunto compacto S C M. Seja d > 0
tal que dados dois pontos de S & distancia menor do que 4, exis-
te uma unica geodésica minimizante ligando estes dois pontos.
Suponha que as curvas de ¢ estdo definidas em [0,1] e d1v1da
[0,1] por pontos t;, 3 = 0,...,k, de modo que |t; —t;_;| < &

Seja B C € (resp. B C Qc) o conjunto das geodésicas quebradas
em t;, isto é, w € B se w(0) = p, w(1l) = q, e w|(t;—1,t:) = w;
é uma geodésica ligando w(t;_1) a w(t;). Uma tal geodésica é
inteiramente determinada pelos pontos w(t;) pois

LA(w;) = ( — tim1) B(w;) < 6%

A correspondéncia

o

’w—*(’U)(tl),...,’w(tk_l))GMX"'XM, ?.UGB,

o
é bijetiva e leva B em um aberto de M x --- x M. Isto permite
introduzir uma estrutura diferencidvel (de dimenséo finita) em

B. Observe que o espago tangente T,,(B) de uma geodésica
quebrada w corresponde ao conjunto de campos de Jacobi ao
longo de w, quebrados em t E possivel mostrar que existe

uma homotopla hs: Q° — Q° s € [0,1] com hy = ident. e
hy: Q° — B isto é B é um “retrato de deformagao” de Q°
Restringindo a energia E a uma funcdo F em B verifica-se

[o]
que as geodésicas vy de )¢ estao na variedade B e sdo precisa-
mente os pontos criticos de E. Além disso, o indice a a nulidade
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de I em v coincidem com o indice e a nulidade, respectivamente,
do hessiano de E em r, pois pelo Coroléario 2.6 eles coincidem
com o indice e a nulidade, respectivamente, de I restrito aos
campos de Jacobi quebrados ao longo de 7.

Deste modo, para muitos efeitos, podemos substltulr 0 con-

junto Q° por sua aproximacao de dimensao finita B

Exercicios

1. Prove a seguinte versao do Teorema de Bonnet-Myers: Se
M € completa e a curvatura seccional K satisfaz K > § >
0, entdo M é compacta e diam M < 7/ /3, usando o Teo-
rema de Comparagdo de Rauch e o teorema de Jacobi.
Sugestdo: Comparando M com uma esfera de curvatura 4,
conclui-se, pelo Teorema de Rauch, que o primeiro ponto
conjugado a y(0) ao longo de uma geodésica normalizada
74: [0,00) — M ndo ocorre depois de y(m/v/§). Portanto
uma geodésica de comprimento maior do que 7/ /8 contém
pontos conjugados. Pelo teorema de Jacobi, tal geodésica
nao é minimizante.

2. Demonstre a seguinte desigualdade sobre fungoes reais. Seja
f:[0,7] — R uma fungao real de classe C? tal que f(0) =
f(m) = 0. Entéo

/ "< / (e

e a igualdade ocorre se e s6 se f(t) = csent, onde ¢ é uma
constante. (No préximo exercicio, utilizaremos este fato
para demonstrar um fato geométrico interessante).

Sugestao: Uma solugdo geométrica é a seguinte. Considere
uma geodésica v normalizada ligando os pontos antipodas
p e —p de uma esfera unitdria S2. Seja v(t) um campo
paralelo ao longo de v, com (v,7) =0, |[v| = 1. Faga V =
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fv e calcule a segunda variagdo para o vetor variacional V,
obtendo

L = [y [ ra

Pelo teorema do indice de Morse, I,(V,V) > 0, o que
fornece a desigualdade. Para a igualdade, use o fato que
I(V,V) =0 implica que V é um campo de Jacobi.

3. Seja M? uma variedade Riemanniana de dimensao dois

completa e simplesmente conexa. Suponha que para todo
ponto p € M, o lugar C(p) dos (primeiros) pontos con-
jugados de p se reduz a um unico ponto ¢ # p e que
d(p,C(p)) = m. Prove que, se a curvatura seccional K
de M satisfaz K < 1, entdo M é isométrica a esfera S2
com curvatura constante 1.
Sugestdo: Seja J um campo de Jacobi ao longo de uma
geodésica normalizada «y: [0,7] — M ligando p a g com
J(0) = J(m) =0, (J,7') = 0. Escolhendo campos ey, ey, .. .,
en—1,7 paralelos e ortonormais ao longo de -y, podemos es-
crever J = 3.7 a;e; . Entdo, indicando K (t) = K(v', J),
usando integracao por partes e o Exercicio 2, teremos

0=I(J,J)= - /0 (4 RO, Ty ) dt
:_/OW(Zi:a;’ai)dt—/oﬂK(t)(;af)dt
- /07r Z(a;)z dt — /07r K(t)(Zaf)dt
> Z/O” (1 — K(t))dt > 0

Conclui-se que K(t) = 1.

4. Seja a: R — R uma fungdo diferencidvel com a(t) > 0,
t € R, e a(0) > 0. Prove que a solugdo da equagao dife-
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rencial 2
7
W +ap=0
com condigdes iniciais ¢(0) = 1, ¢'(0) = 0, possui pelo

menos um zero positivo e um zero negativo.

Suponha que M™ seja uma variedade Riemanniana com-
pleta com curvatura seccional estritamente positiva e seja
m: (—00,00) — M uma geodésica normalizada de M. Mos-
tre que existe ¢y € R tal que o segmento y([—to, to]) tem
indice maior ou igual do que n — 1.

Sugestio: Seja Y um campo paralelo ao longo de v com
(¥,9) =0, |[Y]=1. Faga

py(t) = (R(Y,Y)Y,Y), K(t)=infey(t),
e seja a: R — R uma fungdo diferenciavel tal que
0<a(t) < K(), 0<a(0)< K(0).

Seja ¢ a solugdo de ¢ + ap = 0 com ¢'(0) =0, ¢(0) =1,
e sejam —t1,ty 0s zeros dados pelo Exercicio 4. Mostre que
para o campo X = Y a forma do indice fornece

t2

I[—t1,t2](X’ X) < _/ ((,0” + a(p)()odt =0.

—t

. Uma linha em uma variedade Riemanniana completa é

uma geodésica 7: (—00,00) — M que minimiza o compri-
mento de arco entre dois quaisquer de seus pontos. Mostre
que se a curvatura seccional K de M é estritamente posi-
tiva, M nao possui linhas. Dé um exemplo mostrando que
o resultado ¢ falso se K > 0.



Capitulo XII

O Grupo Fundamental das
Variedades de Curvatura
Negativa

1 Introducao

Seja M™ uma variedade Riemanniana completa com curva-
tura seccional K < 0. Uma informacao fundamental sobre a to-
pologia de M é que o recobrimento universal de M é difeomorfo
ao R™ (Cf. Teorema de Hadamard, Cap. VII). Neste capitulo,
obteremos informagdes sobre o grupo fundamental 1 (M) de M.

A importéancia de estudar 7 (M), quando M tem curvatura
negativa, provém do fato que, em um certo sentido, toda a to-
pologia de M estd contida em m;(M). Mais precisamente, se
estudam em Topologia Algébrica certos invariantes topoldgicos,
chamados grupos de homotopia de dimensao k > 1, que genera-
lizam o grupo fundamental (= grupo de homotopia de dimensao
um). Tais grupos podem ser definidos, a grosso modo, como
classes de homotopia de aplicacdes f: S¥ — M de esferas S* de
dimenséo k em M. E possivel provar (v. M. Greenberg [Gb], pg.
32) que se M é recoberta pelo R™, entao toda tal f é homotépica
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a uma constante se k > 2. Isto significa que os grupos de ho-
motopia de dimensao superior a um sao triviais e que, portanto,
ao nivel de homotopia, as informagoes sobre a topologia de M
estdao contidas em 71 (M).

O objetivo do capitulo é demonstrar o Teorema de Preiss-
man que afirma o seguinte: Se M é compacta e K < 0 entdo
todo subgrupo abeliano ndo-trivial de (M) é ciclico infinito.
Isto mostra, por exemplo, que o toro S* x S! x S! cujo grupo
fundamental é Z & Z & Z nao pode ser munido de uma métrica
de curvatura estritamente negativa.

Na Secgao 2 introduziremos algumas nogbes importantes e
demonstraremos um teorema de E. Cartan sobre existéncia de
geodésicas fechadas que ndo usa hipétese alguma sobre a cur-
vatura. Na Secao 3 demonstraremos o Teorema de Preissman.
Demonstraremos também que se M é compacta e K < 0, entao
m1 (M) néo é abeliano. Finalmente, demonstraremos que é possi-
vel substituir no enunciado do Teorema de Preissman, a condigao
“subgrupo abeliano” pela condi¢ao mais fraca “subgrupo solivel”.

2 Existéncia de geodésicas fechadas

Indicaremos por 7: M — M o recobrimento universal de uma
variedade Riemanniana completa M com a métrica do recobri-
mento e por A(M ) o grupo das transformagoes de recobrimento
de M (automorfismos do recobrimento). Observe que os elemen-
tos diferentes da identidade de A(]T/f ) sdo isometrias sem pontos
fixos de M e que A(M) é isomorfo a m (M;p), p € M (cf. Mas-
sey [Ma]). Convém recordar que este isomorfismo depende da
escolha de um ponto p € M , com m(p) = p, e faz corresponder
a cada g € m(M;p) uma isometria a; € A(ﬁ ) definida do se-
guinte modo: Se § € M , liga-se ¢ a p por um caminho 7, faz-se
7(6) = 0 e B = 07 lgo, onde, por abuso de notagao, indicamos
também por g um caminho na classe g. No que se segue, se
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B:[0,1] — M é um caminho em M, ﬁq(l) indicar4 o ponto final
do levantamento em M de (3 a partir de §. Tomando 3 = ogo 1,
definimos

a5(q) = B4(1).
2.1 Definigao. Um conjunto £ de caminhos fechados em M

é chamado uma classe livre de homotopia se quando f € L, e
g: I — M é tal que existe uma homotopia

F:Ix1— M, F(0,t) = f(t), F(1,t) = g(t), F(s,0) = F(s,1),

entdo g € L. O conjunto de tais classes sera indicado por C;(M).

A diferenca entre a defini¢ao acima e a de grupo fundamental
é que na classe livre permitimos que as origens dos caminhos
variem em M.

O teorema abaixo mostra que em uma variedade Riemanni-
ana compacta M com 7 (M) # {e} existe sempre uma geodésica
fechada, isto é, uma curva fechada que é geodésica em todos os
seus pontos. Convém distinguir uma geodésica fechada de um
lago geodésico que é uma curva fechada que é geodésica em todos

menos um de seus pontos, onde ela deixa de ser regular (v. Fig.
1).

Z\

uma geodésica
fechada

Figura 1

2.2 Teorema (Cartan). Se M é compacta e L € Cy(M) néo é
a classe constante, entdo eziste uma geodésica fechada de M na
classe L.
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Demonstragao: Seja d o infimo dos comprimentos das cur-
vas diferencidveis por partes pertencentes a £. Como L é nao
trivial, d > 0. Seja <; uma seqiiéncia de curvas diferencidveis
por partes pertencentes a L tal que 4(y;) — d. Podemos supor
que +y; é uma geodésica quebrada definida no intervalo [0, 1] pa-
rametrizada proporcionalmente ao comprimento de arco. Seja
L = sup{(v;). Entao

t2

Ay (ta), w3 () < / (0l dt < Lita — 1),

t1

para todo ¢; < t; € [0, 1]. Portanto o conjunto {v;} é equiconti-
nuo. Como M é compacta, existe uma subseqiiéncia de ;, que
indicaremos ainda por +; , que converge uniformemente para uma
curva fechada continua vo: [0,1] — M.

Seja agora 0 = tg < t; < --- < tx = 1 uma particao do
intervalo [0, 1] tal que 70|[ti—l;ti]’ 1 =1,...,k, estd contida em
uma vizinhanca totalmente normal. Seja y: [0,1] —» M a curva
diferencidvel por partes tal que 7¢ = 'y| ftes ] ¢ o tnico segmento
de geodésica que liga os pontos Yo(ti_1) € Yo(t;). E claro que
v € L, onde £(vy) > d. Vamos mostrar que 4(y) = d.

Figura 2

Suponhamos que ¢(y) > desejae = %~ Existe um inteiro
j tal que

l(vj) —d<e e d(v;(t),n(t)) <e, paratodo te(0,1].
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Indicando por fyj- = teremos

‘ [t’l.— 1 1t1.] ’

k
D (%) +26) = £(7;) + 2ke < d + (2k + 1)e

= {(v) = ZE(Vi)'

Portanto, existe um inteiro i, 1 < i < k, tal que
€(v;) +2e < £(v),

o que contradiz o fato de ser 4* minimizante e prova que £(7) = d.

Parametrizemos -y pelo comprimento de arco. Entao +: [0,d]—
M ¢é uma geodésica quebrada que tem comprimento minimo na
classe £. Vamos mostrar que <y é regular no ponto p; = v(t),
para todo:=0,...,k.

Suponhamos o contrario e seja B uma bola convexa centrada
em p; . Escolha pontos ¢; e ¢ em YN B de modo que o triangulo
geodésico p;q1q2 seja homotdpico a um ponto (v. Fig. 2). Entdo
a curva fechada constituida pela geodésica minimizante ¢;q; €
pelo arco de « entre q; € g; que ndo contém p; estd na classe L e
tem comprimento menor do que 7, o que é uma contradicao. O

2.3 Observagao. Se M nao é compacta, o teorema é falso,
como mostra o exemplo da Fig. 3. A Fig. 3 representa uma
superficie de revolugao gerada por uma curva que assintota o eixo
de revolugdo. Como existem curvas arbitrariamente pequenas
nas classes livres de homotopias que nao sao triviais, tais classes
nao admitem curvas de comprimento minimo.

2.4 Observagdo. Se M é simplesmente conexa (e compacta), a
existéncia de uma geodésica fechada em M, embora verdadeira,
¢ um problema bem mais dificil. Em verdade, o problema de de-
terminar o nimero e a natureza das geodésicas fechadas de uma
variedade Riemanniana é um dos belos capitulos da Geometria.
Uma boa referéncia é Klingenberg [KZ 4].
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Para os nossos objetivos, é importante saber quando uma
isometria de M sem pontos fixos deixa invariante uma geodésica.

2
&
=

Figura 3. Uma superficie que ndo possui
geodésicas fechadas

2.5 Definigao. Uma isometria f: M — M sem pontos fixos
é uma translagdo de M se deixa invariante alguma geodésica ¥
de M, isto é, se f(c) = ¢, onde ¢ = F((—o00,00)). Neste caso,
diremos que f é uma transla¢do ao longo de 7.

2.6 Proposigao. Seja M uma variedade Riemanniana com-
pacta e a uma transformagao de recobrimento de M considerada
com a métrica do recobrimento. Entdo a € uma translagdo de M.
Demonstragao: Seja p € M e seja g € m(M;p), p = 7(p), o
elemento corresponde a «a pelo isomorfismo mencionado no inicio
desta Se¢ao. Podemos supor a # ident. Pelo Teorema de Cartan,
existe uma geodésica fechada v de M na classe livre determinada
por g. Escolha um ponto q € . Entao v é homotdpica a um
caminho fechado o7'go, onde ¢ é um caminho ligando p a q.
Seja § = 65(1), isto é, G é o ponto final de levantamento de o
a partir de p. Seja 7 o levantamento de v a partir de §; vamos
mostrar que a deixa 7 invariante.

Para isto, seja o € A(M) aisometria correspondente & classe
[v] € m(M;q) e ao ponto §, no isomorfismo acima indicado.
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Afirmamos que a; = a. Com efeito, como y é homotépica a

ogo~!, seus levantamentos a partir de § tém o mesmo ponto

final, isto é,
a(q) = a4(q)-

Portanto, § € um ponto fixo de aoaq_l, e a afirmacao feita decorre
facilmente.

Decorre dai que se 7(s) € um ponto de levantamento de vy a
partir de ¢, teremos, por unicidade do levantamento,

a(¥(s)) = ag(7(s)) €7,

0 que mostra que 7 é invariante por «, e demonstra a Proposicao.
O

3 O Teorema de Preissman

Um triangulo geodésico T em uma variedade Riemanniana
M é um conjunto formado por trés segmentos de geodésicas mi-
nimizantes normalizadas (chamadas lados do tridngulo)

M [0’31]_)M’ Y2 [07£2]'_)M) V3 [an3]—')M,
de modo que ¥;(4;) = %i4+1(0), 2 = 1,2 e y3(¢3) = 11(0). Os pon-

tos terminais dos segmentos de geodésicas sao chamados vértices
de T'. O angulo

4 (_7:(£1)7’71,+1(0))’ 1= 1)27

I (—73(45),71(0)),

é chamado o dngulo (interno) do vértice correspondente.
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Figura 4

3.1 Lema. Seja M uma variedade Riemanniana completa, sim-
plesmente conexa com curvatura K < 0. Sejam a, b e ¢ trés pon-
tos de M. Tais pontos determinam um iunico tridngulo geodésico
T de M com vértices a, b e c. Sejam a, B ey os angulos dos
vértices a, b, c, respectivamente, e sejam A, B, C os compri-
mentos dos lados opostos aos vértices a, b ¢, respectivamente.
Entao

(i) A2+ B?—-2ABcosy<C?* (<(C? seK <0)
(i) a+B8+y<7m (<m se K<0).

Demonstragao: Sejam v4, vB, Yc as geodésicas de comprimen-
tos £(ya) = A, £(v8) = B, ¢(yc) = C que formam os lados de T'.
Sejam 'y = exp;'(v4), I'p = exp;*(78) e T'c = exp;*(1¢) cur-
vas em T.(M). Como 74 e yp sdo geodésicas, radiais de origem
¢, temos

A={L(ya) =tT4), B=1L(yp)=1{Tp)

Além disto, indicando por I'y o segmento de reta em TC(M ) que
liga as extremidades de I'c, temos que £(Ty) < 4(T¢) (v. Fig.
4) e

£(T)? = A%+ B? — 2AB cos .



[SEC. 3: O TEOREMA DE PREISSMAN 287

Como K <0e TC(M ) tem curvatura nula, podemos aplicar a
Proposicgdo 2.5 do Capitulo 10 (aplicagdo do teorema de Rauch)
e obter que

UTe) <fllve) (<, se K <0).

Conclui-se dai que
A? + B —2ABcosy < U(T¢)? < Ll(yc)*=C? (<, se K <0),

o que demonstra (i).
Para demonstrar (ii), observamos que

C =d(a,b), B =d(a,c), A=d(b,c)

e, portanto, cada comprimento A, B ou C é majorado pela soma
dos outros dois. Podemos entdo encontrar no espago euclideano
T.(M) um tridngulo cujos lados tém comprimentos A, B e C.
Indicando os angulos opostos deste tridngulo por o/, 5 e v/,
respectivamente, obtemos de (i),

a<d, BB, v<9 (<, se K <0).

Como o + '+ v =, segue-se (ii). O

De agora por diante, M indicard uma variedade Rieman-
niana completa com curvatura seccional K < 0. Como sem-
pre, m: M — M indicara o recobrimento universal de M com
a métrica do recobrimento. O nosso objetivo é demonstrar o
seguinte teorema.

3.2 Teorema (Preissman [Pr]). Se M ¢é uma variedade Rie-
manniana compacta de curvatura negativa, entdo todo subgrupo
abeliano diferente da identidade do grupo fundamental m (M) €
ciclico infinito.

A demonstragdo depende de uma série de lemas.

3.3 Lema. Se K <0e f: M — M é uma translagao ao longo
da geodésica 7y, f # id., entdo 4 € a unica geodésica invariante
por f.
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Demonstragao: Suponhamos que f deixa invariante duas geodé-
sicas 74, € 42. Como f ndo tem pontos fixos, 71 N ¥, = 0; caso
contrario, 4; N 42 tem pelo menos dois pontos, o que contra-
diz o fato que a aplicacdo exponencial é um difeomorfismo em
M (teorema de Hadamard). Sejam p; € 7, P2 € 2, € seja
Y3 a geodésica minimizante ligando p; e p,. Consideremos o
“quadrildtero geodésico”pq, f(p1), P2, f(P2) em M (Fig. 5) e
indiquemos os seus angulos (internos) por a, m — o' (adjacen-
tes ao lado %), B, m — @' (adjacentes ao lado #42). Como f é
uma isometria, @ = o’ e § = #'. Portanto, a soma dos angulos
internos de um tal quadrildtero é igual a 2w. Dividamos agora
este quadrilatero em dois triangulos T; e T e indiquemos por
>, a soma dos angulos internos do tridngulo T;, i = 1,2. E
claro que, em cada vértice, a soma dos angulos dos triangulos
que ai chegam é maior ou igual que o angulo do quadrilatero
neste vértice. Portanto ), + >, > 2m. Decorre dai que um dos
dois triangulos tem uma soma dos angulos internos > 7, o que
contradiz o Lema 3.1 (ii). O

Figura 5§

3.4Lema. Se K <0eg: M — M ¢é uma isometria sem pontos
fizos que comuta com uma translagao f ao longo de 7, f # id.,
entao g € uma translagdo ao longo de 7.
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Demonstragao: Basta observar que

fog®) =gof(¥) =9(®),
donde, pela unicidade do lema anterior g(5) = 7. a

3.5 Lema. Se todos os elementos de um subgrupo ndo-trivial
H C m(M), considerados como isometrias de M, deizam inva-
riante uma geodésica fiza 7, entdo H € ciclico infinito.

Demonstragao: Fixe um ponto p € 4 como origem e considere
a aplicagdo 0: H — R dada por 8(h) = +d(p, h(p)), onde o
sinal — ou + é usado conforme h(p) estd “antes”ou “depois”de
D, respectivamente, na orientacao de 4. Como os elementos de H
sao isometrias que deixam 4 invariante, 8§ é um homomorfismo de
H no grupo aditivo dos reais R. § é um homomorfismo injetivo;
caso contrario, hy(p) = ho(p), com hy # hs, donde P seria um
ponto fixo de h;h; . Portanto, H é um subgrupo aditivo de R.
Mas todo subgrupo aditivo de R ou é denso em R ou ¢ ciclico
infinito. Como as isometrias de H operam de modo totalmente
descontinuo, H nao é denso. Logo H é ciclico infinito. O

Demonstragao do Teorema de Preissman: Seja H C m (M)
um subgrupo abeliano com H # {e}. Pela Proposigao 2.8 e pelos
Lemas 3.3 e 3.4, existe uma tnica geodésica 4 que é invariante
por todos os elementos de H. Pelo Lema 3.5, H é ciclico infinito.

O

3.6 Exemplo. Seja N uma superficie de género dois e seja
M = N x S a variedade produto de N por um circulo S*. Entao
M nao possui uma métrica de curvatura negativa. Com efeito,
se C C m(N) é um subgrupo ciclico, entdo C & Z C m (M) é
um subgrupo abeliano que nao é ciclico.

3.7 Exemplo. O m-toro S! x---x S =T™, m > 2, ndo possui
métrica de curvatura negativa, pois o seu grupo fundamental é
Z&---®Z (m vezes).

A mesma técnica usada no Teorema de Preissman permite
obter um resultado um pouco mais geral. Antes, precisamos de
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um outro resultado sobre o grupo fundamental, também devido
a Preissman.

3.8 Teorema. Se M é compacta e K < 0, entdo m;(M) ndo é
abeliano.

Demonstracao: Para demonstrar o pedido, demonstraremos o
lema abaixo que é um pouco mais geral.

3.9 Lema. Se M ¢é completa, K < 0, e eriste uma geodésica
invariante pelos elementos de A(M), entGo M ndo é compacta.

Demonstracao do Lema: Seja 7 a geodésica invariante pelos
elementos de A(M). Fixe um ponto p € 4, um nimero real ¢ > 0,
e considere a geodésica normalizada 3: [0,t] — M, B(0) = 5,
perpendicular a 4 em p. Sejam f=mo 3,y =mwo7F, p = m(p),
e a; uma geodésica minimizante em M ligando 3(t) a p. Vamos
mostrar que o comprimento #(a;) = t. 5

Seja @& o levantamento de oy a partir de §(t). Como 7 é
invariante, o ponto final de & pertence a 4. (V. Fig. 6). Como
K <0, pelo Lema 3.1 (i), £(&) > 4(B). Por outro lado,

£(&) = £(a) < £(B) = £(B) =,

donde ¢(a;) = t, como haviamos afirmado.
Como t é arbitrario, M nao é limitada, o que conclui a de-
monstragao do Lema 3.9. O

Figura 6
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O teorema segue agora do fato que se M é compacta, K < 0
e m (M) é abeliano, existe uma geodésica invariante por todos
os elementos de A(M). O

Podemos agora refinar o Teorema de Preissman e demonstrar
o fato seguinte

3.10 Teorema (Byers, [4]). Se M é compacta, K <0, e H é um
subgrupo solivel de m (M), H # {e}, entdo H é ciclico infinito.
Além disto, m (M) ndo possui subgrupo ciclico de indice finito.
Demonstragao: Como H é solivel, existe uma seqiiéncia finita
de subgrupos

H=H03H13°"3Hk_1DHk={e}

tal que H;,; é normal em H; e H;/H;,, é abeliano. Entdao Hy_,
é abeliano, donde, pelo Teorema de Preissman, ciclico infinito.

Seja g € m (M) um gerador de Hy_; e seja 5 a geodésica
de M invariante por g. Sejam a € Hy_5 e b € Hi_;. Como
a~b~lab € Hy_,, temos, para algum inteiro n,

a b7 lab = ¢g".
Decorre dai que
a”'blab(7) = ¢"(%) = 7

Como b € Hy_1, b(¥) = 7. Logo b~'a(¥) = a(¥y), isto é, b~! deixa
invariante a geodésica a(¥). Por unicidade, a(¥) = 4. Portanto,
todos os elementos de H;_, deixam 7 invariante. Pelo Lema 3.5,
H;._5 é ciclico infinito.

Repetindo o argumento acima um nidmero finito de vezes,
concluiremos que H ¢ ciclico infinito, o que demonstra a primeira
afirmacgao do teorema.

Para provar a afirmacao final, suponhamos que existe um
subgrupo H C m(M), ciclico e de indice finito. Seja g um
gerador de H e seja 4 a geodésica de M invariante por g. Seja
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a € m(M)— H. Como H tem indice finito, existem inteiros m
e n tais que a” = g™. Logo

a*(y) = g™(%) =%

Por unicidade a(¥) = 4, para todo a € m(m) — H. Decorre dai
que todos os elementos de (M) deixam invariante a geodésica
4. Pelo Lema 3.5, m(M) é ciclico infinito, o que contradiz o
Teorema 3.8. a

3.11 Observagao. Variedades Riemannianas de curvatura nao-
positiva formam um tépico amplo da Geometria Riemanniana, e
apenas tocamos no assunto. Ao leitor interessado em alguns de-
senvolvimentos recentes, recomendamos o excelente “survey”’de
P. Eberlein, “Structure of manifolds of nonpositive curvature”,
in Global Differential Geometry and Global Analysis 1984, Pro-
ceedings, Berlin, edited by D. Ferus, R. Gardner, S. Helgason
and U. Simon, Lecture Notes in Math. 156, Springer Verlag,
1985, pp. 86-153. Outras relagoes entre a geometria de uma
variedade M de curvatura nao-positiva e w1 (M) sdo descritas na
Segao 7 deste “survey”.



Capitulo XIII

O Teorema da Esfera

1 Introducao

Um dos mais belos resultados da Geometria Diferencial Glo-
bal é o teorema da esfera que afirma o seguinte:

1.1 Teorema. Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta,
simplesmente conexa, cuja curvatura seccional K satisfaz

(1) 0 < hKumax < K < Kuax.

Entdo se h=1/4, M ¢é homeomorfa a uma esfera.

O nimero h é chamada o “pinching”de M. Multiplicando a
métrica por uma constante, podemos supor que Ky = 1, e (1)
pode ser escrita, sem perda de generalidade, como

1) O<h<K<L.

O teorema da esfera foi demonstrado pela primeira vez por
Rauch [R 1] para h ~ 3/4. Uma contribui¢do fundamental foi
dada por Klingenberg [K¢ 1] que introduziu no problema a consi-
deragdo do “cut locus” (v. Definigdo na Segdo 2). No caso em que
a dimensdo de M é par, Klingenberg obteve em [K¢ 1] uma esti-
mativa para a distancia de um ponto ao seu “cut locus”e provou
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o teorema para h ~ 0.55. Utilizando o teorema de Toponogov e
a estimativa acima mencionada, Berger [Br 1] obteve o teorema,
ainda em dimensdo par, com h = 1/4. A utilizagido do teorema
de Toponogov é de fato desnecessaria, como foi mostrado por
Tsukamoto [Ts|. Finalmente, Klingenberg [KZ 2] estendeu a sua
estimativa para dimensao impar, o que junto com o trabalho de
Berger [Br 1] implica o teorema como enunciamos acima.

No caso de dimensao par, o teorema é falso se substituimos

(1) por
) 0<1/4<K <1.

E possivel mostrar (v. Exercicio 12, Cap. VIII) que o espago
projetivo complexo P*(C), n > 1, é simplesmente conexo, com-
pacto, possui uma métrica cuja curvatura seccional satisfaz (2) e
nao é homeomorfo a uma esfera. Em verdade, em [Br 1] Berger
demonstrou que se (2) é satisfeita entdo: ou diam(M) > m, e M
é homeomorfa a uma esfera, ou diam(M) = 7, e M é isométrica
a um espago simétrico. (Para maiores detalhes, V. Cheeger e
Ebin [CE].)

No caso de dimensao impar, sabe-se que o teorema ainda vale
substituindo (1’) por (2), mas ignora-se se este resultado pode
ser melhorado.

Para dimensao dois e trés, o teorema € valido supondo apenas
h >0, isto é, se M™, n = 2,3, é compacta simplesmente conexa
e possui curvatura seccional positiva, entao M™ é homeomorfa a
S™. Para n = 2 isto é uma consequéncia imediata do teorema
de Gauss-Bonnet, e para n = 3, decorre de um resultado de
Hamilton [H].

Neste capitulo apresentaremos uma exposigao do teorema da
esfera que nao usa o teorema de Toponogov. Na Segao 2 in-
troduzimos a nogao de “cut locus’e estudaremos algumas de
suas propriedades. Na Sec¢ao 3 obteremos uma estimativa para a
distancia de um ponto ao seu “cut locus”. Em um ponto crucial
da demonstragdo desta estimativa é necessario utilizar alguns
fatos basicos de Teoria de Morse. Citaremos explicitamente os
fatos necessarios, com referéncias. Para dimensao par, a prova
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desta estimativa pode ser feita sem o uso da Teoria de Morse. A
fim de tornar possivel uma apresentagdo do teorema da esfera,
pelo menos no caso de dimensao par, independente da Teoria de
Morse, apresentaremos aqui esta demonstragdao. Na Secao 4 de-
monstraremos o teorema da esfera e na Se¢ao 5 mencionaremos
alguns desenvolvimentos recentes.

Salvo mencgédo explicita em contrario, as variedades considera-
das neste capitulo serdo completas e as geodésicas serao norma-
lizadas.

2 O lugar dos pontos minimos (cut lo-
cus)

Seja M uma variedade Riemanniana completa, seja p € M
um ponto de M, e seja y: [0,00) — M uma geodésica norma-
lizada com (0) = p. J4 sabemos que se t > 0 é suficientemente
pequeno, d(v(0),v(t)) = t, isto é, ¥([0,t]) é uma geodésica mi-
nimizante. Além disto, se ([0,¢;]) ndo é minimizante, o0 mesmo
se passa para todo t > t;. Por continuidade, o conjunto dos
ndimeros ¢t > 0 para os quais d(y(0),v(t)) = t é da forma [0, to]
ou [0, 00). No primeiro caso, ¥(to) é chamado o ponto minimo de
p ao longo de v; no segundo caso, diz-se que tal ponto minimo
nao existe.

Definimos o lugar dos pontos minimos de p (“cut locus”de
p), indicado por C,(p), como a unido dos pontos minimos de p
ao longo de todas as geodésicas que partem de p.

Observe que se M é compacta, o seu didmetro é finito, donde
existe o ponto minimo de qualquer ponto p € M ao longo de
qualquer geodésica partindo de p. A reciproca deste fato é ver-
dadeira e serd provada adiante (v. Cor. 2.11).

2.1 Observacgao. Sob o nome de “ligne de partage”o cut locus
foi introduzido para superficies por H. Poincaré em 1905 [Po].
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Para variedades Riemannianas, o cut locus foi introduzido por
J.H. Whitehead em 1935, [Wh], que provou algumas das propri-
edades que apresentaremos adiante (v. pp. 700-704 de [Wh]). O
interesse pelo cut locus foi reanimado em 1959 quando Klingen-
berg mostrou em [KZ 1] que a sua introduggo é 1til para melhorar
o “pinching”do teorema da esfera.

Antes de apresentarmos alguns exemplos, convém demons-
trarmos uma propriedade fundamental do cut locus.

2.2 Proposigao. Suponha que y(to) € o ponto minimo de p =
~(0) ao longo de . Entdo:

a) ou y(ty) € o primeiro ponto conjugado de ¥(0) ao longo de
%Y,

b) ou existe uma geodésica o # vy de p a y(to) tal que £(0) =
£(7)-

Reciprocamente, se (a) ou (b) se verifica, entdo eziste t em
(0,to] tal que y(t) € o ponto minimo de p ao longo de 7.

Demonstragao: Seja t; nas condigoes do enunciado, e seja
{to+¢€;} uma seqiiéncia, onde ; > 0 e {&;} — 0. Considere uma
seqiiéncia de geodésicas minimizantes o; ligando p a y(to + €;)
e seja {0;(0)} € T,M a seqiiéncia de seus vetores tangentes em
p. Como a esfera unitaria de T, M é compacta, podemos supor,
tomando se necessario uma subseqiiéncia, que {0;(0)} converge.
Logo existe uma geodésica o tal que ¢;(0) — ¢’(0). Por conti-
nuidade, o é uma geodésica minimizante ligando p a (o), isto
é, £(0) = £(y). Se o # v, a afirmagao (b) é verificada. Se 0 =,
vamos mostrar que (a) se verifica. Como v é minimizante até
7(to), bastard mostrar que dexp, é singular em t¢7'(0).
Suponhamos portanto que o’(0) = +'(0) e que dexp, néo é
singular em tyy'(0). Entdo existe uma vizinhanga U de t¢y'(0)
onde exp, é uma difeomorfismo (Fig. 1). Por definicdo de
o5, Y(to + €;) = a;(to + €}), onde €} < €;, pois o; é minimi-
zante. Tome ¢, suficientemente pequeno para que (to+€7)07(0) e
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(to +€;)7'(0) pertencam a U. Entao

expy(to +€5)7'(0) = Y(to + &)
= 04(to + €;) = exp,(to + €5)075(0),

donde (to +£;)7'(0) = (to + €)073(0), isto &, v'(0) = 07(0), o que
contradiz a defini¢ao de ¢y, e conclui a prova da primeira parte
da proposigao.

1 |
{1, +€))0; 0

{1, +€;)7'0),

Figura 1

Reciprocamente, se (a) se verifica, como uma geodésica nao
minimiza disténcias depois do primeiro ponto conjugado, (v. Co-
rolario 2.9 do Teorema do indice, Cap. XI), o ponto minimo de
p ao longo de v ocorre em (t), t < tg.

Suponhamos agora que (b) se verifica. Seja € > 0 suficiente-
mente pequeno para que o(ty — €) e y(tp + €) estejam contidos
em uma vizinhanga totalmente normal de (o), e consideremos
a Unica geodésica minimizante T que liga o(to — €) a y(to + €)
(Fig. 2). A curva po(to — €) U T tem comprimento estritamente
menor do que ty+ €. Portanto, o ponto minimo de p ao longo de
7 ocorre em y(t), t < tg. O
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Agora estamos em condigbes de apresentar alguns exemplos.

2.3 Exemplo. Se M™ é a esfera S™, e p € S™, o cut locus de p
é o seu ponto antipoda. Observe que, neste caso, o cut locus de
p coincide com o lugar dos pontos conjugados a p.

oltg - €)

o)
Y ‘7(‘0 + €

Figura 2

2.4 Exemplo. Se M™ é o espago projetivo real P"(R), obtido
por identificagdo dos pontos antipodas de S™, o cut locus de
[p, —p] € P™(R) é o subconjunto P*~}(R) C P*(R) obtido por
identificagao dos pontos antipodas do “equador’de p. Observe
que o lugar dos pontos conjugados de [p, —p] é o préprio [p, —p).

2.5 Exemplo. Consideremos o toro plano T obtido por iden-
tificagao dos lados opostos do quadrado ABCD da Fig. 3. E
imediato verificar que o cut locus do ponto A é o conjunto for-
mado pelas mediatrizes dos segmentos BA e BC. Observe que o
lugar dos pontos conjugados é vazio. Analogamente, o cut locus
de um ponto de um cilindro em R3 é a “geratriz oposta”aquela
que passa por p.

B £ c
E G
- A . H D

Figura 3
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2.6 Observagao. No Exemplo 2.3 as situagoes (a) e (b) da
Proposicao 2.2 ocorrem simultaneamente. No Exemplo 2.4 a si-
tuagdo (b) ocorre antes da situagdo (a). No Exemplo 2.5, apenas
a situagdo (b) ocorre. No exemplo do elipséide da Figura 4, ex-
ceto para duas diregoes, a situagdo (b) ocorre antes de ocorrer

(a)-

Figura 4

2.6’ Observagao. Uma variedade Riemanniana compacta M
para a qual o cut locus C,,(p) de todo ponto p € M se reduz a um
unico ponto é chamada uma variedade wiedersehen. Existe um
resultado devido a L. Green [Gn] que as superficies (dim M = 2)
wiedersehen sdo isométricas as esferas. Este resultado foi gene-
ralizado por M. Berger e J. Kazdan [Be, pp. 236-246] para o caso
em que dim M é par, e por C.T. Yang [Yg] para o caso em que

dim M é impar. Para uma exposi¢ao desta questao, v. Kazdan
[Ka).

2.7 Corolario da Proposicao 2.2. Se q € o ponto minimo de
p ao longo de vy, entdo p € o ponto minimo de q ao longo de —;
em particular, ¢ € Cp,(p) se e sd se p € Cr(q).

Demonstragao: Se q é o ponto minimo de p ao longo de uma
geodésica vy, entao, pela Proposic¢ao 2.2, ou ¢ é conjugado a p, ou
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existe uma geodésica o # v, ligando p a q, tal que £(0) = £(y) =
d(p,q). Em ambos os casos, o ponto minimo de g ao longo de
—~ néo ocorre depois de p. Como £(—v) = d(p, q), concluimos
que p é o ponto minimo de g ao longo de —+. O

2.8 Coroldrio da Proposigao 2.2. Se g € M — C,,(p), existe
uma dnica geodésica minimizante ligando p a q.

O Coroldrio 2.8 mostra que exp, ¢ injetiva em uma bola
aberta B,(p) centrada em p se e somente se o raio 7 é menor
ou igual a distancia de p a Cp,(p). Por esta razdo, é usual cha-
mar

(M) = inf d(p,Cm(p))

o rato de injetividade de M.

O Corolario 2.8 mostra também que M —C,,(p) € homeomorfo
a uma bola aberta do espago euclidiano. Em um certo sentido,
isto indica que a topologia de M estd contida no seu cut locus.

A proposigado abaixo mostra que a distancia de um ponto p €
M ao seu ponto minimo ao longo de v depende continuamente
da diregdo inicial de v. Em verdade, a proposi¢do é um pouco
mais geral. Seja Ty M o fibrado tangente unitario de M e defina
uma funcdo f: T1M — R U {oo} por:

to, se v(to) € o ponto minimo de 7(0)
ao longo de v,

F(7(0),7'(0)) =

00, se 0 ponto minimo ao longo de y
nao existe.

Introduza em R U {oo} a topologia cuja base de abertos é dada
juntando os intervalos abertos (a,b) C R com os conjuntos da
forma (a, 0] = (a,00) U {oo}. Observe que o conjunto [a, 0] é
compacto nesta topologia, e que uma seqiiéncia {t,} — oo nesta

topologia quando lim ¢, = 0o no sentido usual.
n—oo

2.9 Proposigao. A fungao f, acima definida, € continua.
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Demonstragio: Consideremos seqiiéncias ;(0) — ~(0) e
v4(0) — +'(0), e sejam ;(5) e v(to) os pontos minimos de ~;(0) e
v(0) ao longo de +; e v, respectivamente, onde t§,ty € RU {c0}.
Queremos provar que limth = 4.

Primeiro provaremos que limsupt} < ty. Se to = 0o, ndo ha
o que provar. Seja entdo t; < oo seja € > 0. Observe que nao
existem infinitos indices j tais que to + € < t}. Caso contrério,

d(’YJ(O)a 7j(t0 + 5)) =ty+¢

e, por continuidade de d, d(y(0),v(to + €)) = to + €, 0 que con-
tradiz o fato de ser y(ty) o ponto minimo de 7(0) ao longo de
v. Portanto limsupt} < t; + €, para todo € > 0, o que prova a
afirmacao feita.

Seja agora t = liminf ¢ . Como

t=liminft <limsupt) <t,,

bastard mostrar que ¢ > ¢, para concluir a prova.

Para isto suponha £ < 0o (se ¢ = oo ndo hd o que provar),
e considere uma subseqiiéncia da seqiiéncia t}, ainda indicada
por t), que converge para t. Como um ponto de acumulagdo
de pontos conjugados é um ponto conjugado, se para toda tal
subseqiiéncia, os pontos y;(t)) sdo conjugados de 7;(0) ao longo
de 7v;, entdo v(t) é conjugado de y(0) ao longo de vy, donde
t > to, e teriamos concluido a demonstracao. ‘

Suponhamos, portanto, que existe uma subseqiiéncia ¢}, — t
na qual, para todo 7, ;(t}) ndo é conjugado a 7;(0) ao longo de
7; - Pela Proposicao 2.2, existem geodésicas o; # y; com

0;(0) =;(0), o;(t)) =(th), €(oz) = E(v)-

Tomando, se necessdrio, uma subseqiiéncia, podemos supor que
o; — o, onde o é uma geodésica ligando v(0) a (). Se o # v,
pela Proposicao 2.2, terfamos tq < ¢, como querfamos. Se o =
v, entdao, por um argumento semelhante ao da Proposigao 2.2,
mostrarfamos que 7(t) é conjugado a (0), donde t > ¢, . O
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2.10 Coroldrio. Para todo p € M, C,,(p) € fechado; em parti-
cular, se M é compacta, Cy,(p) é compacto.

Demonstragao: E imediato verificar que

Cm(p) = {7(t); t = f(p,7'(0))}

onde y: [0,00) — M é uma geodésica normalizada com (0) = p
e f é a funcao da Proposi¢dao 2.9. Logo, se ¢ é um ponto de
acumulacdo de Cn,(p), existe uma seqiiéncia v;(t;), com t; =
f(p,7;(0)), tal que lim~y;(¢;) = q. Passando a uma subseqiiéncia,
se necessario, a seqiiéncia v;(0) converge para um vetor unitdrio
v. Seja v a geodésica com v(0) = p, v/ (0) = v. Entdo, como f é
continua,

q = lim;(t;) = lim;(f(p, 7;(0)))
= lim exp,(f(p, 7;(0))7;(0)) = exp,(f(p,¥'(0))7'(0))
=7(f(p,7'(0))) € C(p),

o que mostra que Cy,(p) é fechado. O

2.11 Corolario. Suponha que M € completa e que existep € M
o qual possui ponto minimo para toda geodésica partindo de p.
Entao M é compacta.

Demonstragao: Observe que

M = {»(t); t < f(p,7(0))}

para toda geodésica vy de M com (0) = p. A hipétese do co-
rolario e a continuidade de f implicam que f é limitada. Por-
tanto M é limitada e o resultado segue do Teorema de Hopf-
Rinow. O

2.12 Proposicao. Seja p € M. Suponha que ezista um ponto
q € Cr(p) que realiza a distincia de p a Cr,(p). Entdo:

a) ou eziste uma geodésica minimizante v de p a q ao longo
da qual q € conjugado a p,
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b) ou ezxistem eratamente duas geodésicas minimizantes vy e
o de p aq; além disto, v'(£) = —0o'(¢), £ = d(p,q).

Demonstragao: Seja 7 uma geodésica minimizante ligando p
a q. Pela Proposicao 2.2, ou q é conjugado a p, ao longo de v,
e (a) se verifica, ou existe outra geodésica minimizante o # 7,
ligando p a ¢ com £(o) = £(7y). Suponhamos entdo que g nao é
conjugado a p ao longo de v e o, que v'(¢) # —d’'(¢), e vamos
obter uma contradi¢do. Em particular, isto mostrara que, nesta
situagao, s6 podem existir duas tais geodésicas.
Como /() # —0o’(£), existe V € T,(M) tal que

(V,Y(0) <0, (V,d'(0) <0.

Seja r: (—e,€) —» M uma curva com r(0) = ¢, '(0) = V. Como
g nao é conjugado a p ao longo de 7, existe uma vizinhanga U C
T,M de £+'(0) onde exp, é um difeomorfismo. Seja v: (—¢,€) —
U uma curva tal que exp,, v(s) = 7(s), s € (—¢,¢), e seja () =
exp, tu(s), t € [0, 4], uma variagéo de y (v. Fig. 5). Pela férmula
da primeira variagao,

d 14 =(V,v'(£

La)| =0y <o

s=0

Como ¢ nao é conjugado a p ao longo de o, obteremos de
maneira andloga uma variagao o,4(t) de o tal que:

o) =W©) <o,
=0

os(f) = r(s).

Portanto, se s > 0 é suficientemente pequeno, £(7;) < £(7) e
los) < £(0).

Se £(vys) = £(o,), pela Proposicdo 2.2, 7(s) = 7,(£) é ponto
minimo de p. Como

d(p, 'Ys(g)) = g(’)’s) < d(p, Cm(p))a
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isto contradiz o fato de ¢ realizar a distancia de p a Cy,(p). Se
l(ys) < £(0s), 0s ndo é minimizante, donde existe um ponto
minimo o,(t), ¢ < £, de p ao longo de o,. Mas isto contradiz
de novo o fato de g realizar a distancia de p a Cp,(p). O caso
¢(vs) > £(os) é andlogo. O

(o)

Figura 5

A proposi¢gdo abaixo mostra, se M é compacta e tem cur-
vatura seccional positiva, que a determinagdo de uma cota in-
ferior para a distancia de um ponto ao seu cut locus depende
da determinagdo de uma cota inferior para os comprimentos das
geodésicas fechadas de M.

2.13 Proposigao. Se a curvatura seccional K de uma variedade
Riemanniana completa M satisfaz

0 < Knin £ K < Kiax
entao:
a) (M) > 7/v/Kmax, 0U
b) ezxiste uma geodésica fechada v em M, cujo comprimento

¢ menor do que o de qualquer outra geodésica fechada em
M, tal que
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1

5 £07)-

Demonstragao: Pelo Teorema de Bonnet-Myers (Teor. 3.1
do Cap. IX), M é compacta. Como T1M é compacto, segue-
se da Proposicao 2.9 que existe p € M tal que d(p,Cp(p)) =
Tlélﬂfl d(r,Cp(r)). Como Cp,(p) é compacto, existe ¢ € Cp,(p) tal
que q realiza a distancia de p a Cp,(p).

Se g é conjugado a p, d(p,q) > 7/+v/Kmnax pela Proposigio
2.4 do Capitulo X. Se ¢ nao é conjugado a p, existem, pela
Proposigao 2.12, duas geodésicas minimizantes e o de p a g,
com u'(¢) = o'(¢), £ = d(p,q). Como q € Cp(p), temos que
p € Cn(q) e, pela sua prépria definigdo, p realiza a distancia de
g a Cn(q). Decorre dai que p/'(0) = —0’(0), donde p e o formam
uma geodésica fechada 7 que, evidentemente, satisfaz (b). O

i(M) =

3 A estimativa do raio de injetividade

A proposigao abaixo é uma pega crucial do teorema da esfera,
e sua demonstragao usa elementos da Teoria de Morse. O leitor
que desejar se restringir ao teorema da esfera em dimensao par
podera omitir sua demonstragao e passar diretamente para a
Proposicao 3.4.

3.1 Proposigao (Klingenberg [K¢ 2]). Seja M™, n > 3, uma
variedade Riemanniana compacta, simplesmente coneza, tal que
1/4 < K < 1. Entdo, i(M) > .

Precisaremos de alguns lemas.

3.2 Lema. Sejam M e M variedades Riemannianas de mesma
dimensao e tais que as curvaturas seccionais respectivas K e
K satisfagam sup K < inf K. Consideremos uma geodésica

0:[0,4] = M, o(0) = p, e fizemos um ponto p € M. Seja
1: ToM — T M uma isometria linear e seja 6: [0,£4] — M dada
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por
(t) = exp;t(ic’(0)) t e (0,4
Entao indice o > indice &.
Demonstragao: Seja W um campo vetorial diferenciavel por

partes ao longo de . Definamos, como usualmente (Cf. Cap.
X), um campo W ao longo de o por

W(t) = ¢ 2 (W)(t) = Poi™t o YW (),

onde, por exemplo, F; é o transporte paralelo ao longo de o de
0 a t. E imediato que (Cf. Eq. (4) do Cap. X)

W,o'y = (W,5"), W)= |W@)|, W, W)=W,W).

Como supK < inf K, concluimos que I(W,W) < I (W w).

Portanto se I(W, W) < 0, temos que I(W, W) < 0, o que de-
monstra o lema. O

Para o préximo lema precisamos dos fatos seguintes. Seja
f: M™ — R uma fungao diferencidvel em uma variedade dife-
renciavel M. Um ponto p € M é um ponto critico de f se
df(p) = 0; f(p) é entdo chamado um walor critico de f. Se
p é um ponto critico e (z1,...,Z,) é um sistema de coordena-
das de M em torno de p, o hesszano de f, definido pela matriz
(5_,‘79’;—) (p), representa uma forma bilinear simétrica em T, M que
nao depende do sistema de coordenadas escolhido. Diz-se que o
ponto critico é ndo-degenerado se o determinante desta matriz
é diferente de zero. Um tal ponto critico é isolado, e é possivel

escolher o sistema de coordenadas (z1,...,Zn—x,¥1,---,Yr) de
modo que, na vizinhancga coordenada considerada, f se escreve
f@y,.p) =Ff) +ai++ah -y - -

O nidmero inteiro A é o 7ndice do ponto critico ndo-degenerado
p. (Para mairoes detalhes v. Milnor [Mi].)

3.3 Lema. Seja M™ uma variedade diferencidvel e seja f: M™ —
R uma fungdo diferencidvel cujos pontos criticos sdo todos ndo-
degenerados. Dadosp,q € M e uma curva diferencidvel v:[0, 1]—
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M com~(0) = p, ¥(1) = g, indiqguemos por a = max{f(p), f(9)},
por

M® = {z € M; f(z) < a},

e por b = tlél[(?'}f](f o(t)). Admita que f~'([a,b]) é compacto e
nao contém pontos criticos de indice zero ou um. Entao, para
todo § > 0, v € homotdpica, mantendo as extremidades fixas, a
uma curva 7 tal que ¥([0,1]) C Ma+e.

Demonstragao: Escolha uma métrica Riemanniana em M.
Usaremos ao longo da prova o fato seguinte (cf. Milnor [Mi], pg.
12). Se f~!([a1, az]) é compacto e ndo contém pontos criticos de
f, usando o campo grad f (que se anula exatamente nos pontos
criticos de f), obteremos uma aplicagdo h: M — M*, que é
uma retra¢do por deformagdo, isto é, h|M? = ident., e existe
uma homotopia hs: M — M s € [0,1], tal que hg = ident.
e hl = h.

Seja b como no enunciado. Podemos supor b > a; caso
contrario, nao ha o que provar. Sejam p;,...,px 0s pontos
criticos de f em M® — M®, com valores f(p;) =¢;,i=1,...,k.
Como os pontos criticos sao isolados, podemos perturbar f em
M?®— M de modo que todos os ¢;’s sejam distintos. Suponhamos
portanto que b > ¢y > co > --- > ¢ > a.

Se b nao é um valor critico de f, f~!([e1 + €, b]) ndo contém
pontos criticos de f para € > 0 suficientemente pequeno. Pela
observagao acima, existe uma retragao por deformagao h;: M°® —
M®*€ e a curva y; = hy oy estd em M+, Se b = ¢; é valor
critico de f, procederemos do seguinte modo.

Por hipétese, p; tem indice A > 2. Seja H uma vizinhanga
de p; onde f pode ser escrita na forma

f=atai+t ot -y — -

Suponhamos que H e € > 0 sejam suficientemente pequenos para
que Mat+e — (M a-tJH ) nao contenha pontos criticos. Entao,
usando o campo grad f obtém-se uma retragao por deformagao
hi: Mate — Ma—¢ U H. Seja 3, = hioy C M*¢UH.
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Seja agora L o conjunto dos pontos de H tais que y; =y, =
-+ =1y, =0 (v. Fig. 6). Como

dim9y; +dimL <1+ n -2 < dim M,

é possivel, por transversalidade, perturbar 4; de modo que
7([0,1])NL = B; tal perturbagao pode ser feita em H, de modo a
deixar fixas as extremidades de 7; . Como, para os pontos fora de
L, as trajetdrias de grad f se afastam do ponto critico p; , existe
uma retragao por deformagio hy: MU (H — L) — M. E
claro que v = hy oy, C M5,

Prosseguindo indutivamente, obteremos ; C M%~¢. Dado
d > 0, ndo existem pontos criticos em M%~¢ — M9 e podemos
obter uma retracdo por deformacio hj,i: M%~¢ — Moo E
claro que 7: hj4; 0; C M%, como querfamos. O

Figura 6

Demonstragao da Proposigao 3.1: Suponha i(M) < 7. Pela
Proposigao 2.13, existe uma geodésica fechada v em M de com-
primento £ = {() < 2.

Pelo Corolério 2.10 do Cap. XI, o conjunto dos pontos con-
jugados a v(0) ao longo de <y é discreto. Escolha um € > 0 satis-
fazendo as seguintes condigdes (B,(g) indicard uma bola aberta
de centro ¢ e raio a):

1) v(£ — €) néo é conjugado a p = (0) ao longo de ~;

2) exp,, é um difeomorfismo em By (p);
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3) 3 <2r—7/V K, onde K = i]ﬁfK;

4) 3¢ < 21 — £;

5) 5¢ < 2.

Pelo Teorema de Sard, existe um valor regular ¢ €
B.(v(€ —€)) de exp,. Por (1), é possivel escolher ¢ de modo

que ¢ = (t), onde 7; é uma geodésica saindo de p com 3¢ <
f(y) <€ (v. Fig. 7).
Seja vy a geodésica minimizante ligando p a gq. Entéo por (2),

£(v0) < d(p,7(£ —€)) +d(v(£ —¢€,9) < 2,

donde g # 71 -

Figura 7

Considere o espago (27 , da Observagio 2.12 do Capitulo XI
e sua aproximacao de dimensao finita B. Como g é um valor
regular de exp,, todos os pontos criticos de {27 , sdo nao-dege-
nerados. Pelo fato de ser M simplesmente conexo, existe uma
homotopia s entre vy € 7;, mantendo fixos os pontos p e q.
Como B é um retrato de deformagdo de 27 ,, a homotopia s
(que é uma curva em 2 ) é deformada em uma curva em B.
Pelo Lema 3.3, para todo § > 0, 7; pode ser deformada em

uma homotopia 7, de v a ; de tal modo que a curva de maior
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comprimento 4 de 7, satisfaga a seguinte condigdo: £(¥) < a+9,
onde a = max{4(v),4(11),4(c)} e o é a geodésica de maior
comprimento com indice 0 < 2 em €27 .

Faca § = €. J4 vimos que £(y) < 2¢ e que (1) < £ <
21 — 3g, por (4). Para estimar £(o), aplique o Lema 3.2 para o
€aso em que M & uma esfera com curvatura K = ilr‘llf K >1/4

obtendo
indice ¢ < indice o < 2.

Como & é uma geodésica em S™, n > 3, segue-se do teorema
do indice de Morse que se £(c) > m/V K entdo indice & > 2.
Portanto, por (3), 4(0) < n/VK < 2m — 2. Segue-se dai por

(5), que
l(A)<a+e<2m—3e+e=2m—2

Por outro lado, o Lema de Klingenberg (v. Exercicio 1 do
Cap. X) afirma que na homotopia ¥, existe uma curva 75, com
2(v0) + £(¥s,) = 2m. Decorre dai que

E(’S’) 2 e(;yso) > 2m — 6(70) > 2m — 2,

o que contradiz o fato acima que £(%) < 27 — 2¢, e mostra que a
hipdtese i(M) < 7 é insustentédvel. Isto termina a demonstragao
da Proposigao 3.1. a

Para o caso particular de dimensao par € possivel provar uma
versao mais forte da Proposicao 3.1, e a demonstragao nao utiliza
a Teoria de Morse.

3.4 Proposigao. Se a curvatura seccional K de uma variedade
Riemanniana M™, compacta, orientdvel e de dimensao par, sa-
tisfaz 0 < K <1, entdo i(M) > .
Demonstragao: Por compacidade, existem pontos p,q € M
tais que:

g€ Cn(p) e d(p,q) =i(M).

Suponhamos que d(p,q) < 7 e vamos obter uma contradigao.
Se p é conjugado a g, decorre da Proposigao 2.4 do Cap. X
que d(p,q) > m, o que contradiz a hip6tese. Portanto p nao
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é conjugado a q e, pelas Proposicoes 2.12 e 2.13, existe uma
geodésica fechada v passando por p = v(0) e g, e tal que £(v) <
2m. O transporte paralelo ao longo da curva fechada v deixa
invariante um vetor V ortogonal a -y (cf. Lema 3.8 do Cap. IX).
Calculando a segunda variagdo EY,(0) para um tal V, vemos que
ela é estritamente negativa. Logo existe uma variagao por curvas
regulares fechadas v;(t) de v, s € [0, €], tal que £(~y;) < £(7) para
todo s # 0 (o fato de ser par a dimensdo de M desempenha aqui
um papel crucial).

Seja gs um ponto de s a uma distancia maxima de 7,(0) (v.
Fig. 8). Como d(vs(0),qs) < d(p, q), existe uma tinica geodésica
minimizante o, ligando g; = 045(0) a s(0). Como ¢ é o tdnico
ponto de v que estd & distdncia méxima de p, ll_If(l) 0s(0) = q.
Além disto, por compacidade local do fibrado tangente, existe
em T,(M) um ponto de acumulagdo w dos vetores o,(0). Por
continuidade, a geodésica o(t) = exp, tw, é uma geodésica mini-
mizante ligando g a p. Por outro lado, seja o,; a geodésica mi-
nimizante ligando 7,(0) a um ponto 7,(t), préximo de gs. Entéo
0s¢ € uma variacao de —o; e, aplicando a férmula da primeira
variagdo, conclui-se que ¢%(0) é ortogonal a «, em g, para todo
s € [0, €]; portanto ¢’(0) é ortogonal a 4" em q. Decorre dai que
existem trés geodésicas minimizantes ligando p a q. Como p nao
é conjugado a g, isto contradiz a Proposig¢ao 2.12. O

Figura 8
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3.5 Observagao. Pelo teorema de Synge (v. Cap. IX, Cor.
3.10), as variedades que satisfazem as hipéteses da Proposicao
3.4 sao simplesmente conexas. Por outro lado, uma variedade
simplesmente conexa é orientdvel; caso contrario, ela possuiria
um recobrimento com duas folhas (v. Exercicio 12 do Cap. 0), o
que contradiz o fato de ela ser simplesmente conexa. Portanto,
a hipdtese de orientabilidade na Proposigao 3.4 é equivalente a
hipétese de ser M simplesmente conexa.

4 O teorema da esfera

No que se segue, o fato da dimensdo de M ser par ou impar
nao desempenhara papel algum. Precisamos de mais alguns le-
mas.

4.1 Lema (Berger [Br 1]). Seja M uma variedade Riemanniana
compacta, e sejam p,q € M tais que d(p,q) = diam M. Entao,
para todo W € T,M, existe uma geodésica minimizante vy de
p="(0) aq com (y'(0), W) > 0.

Demonstracao: Seja A(t) = exp, tW e seja v;: [0,£(y:)] — M
uma geodésica minimizante tal que v(0) = A(t), n(¢(1)) =
g. Suponhamos, primeiro, que para todo inteiro n exista t,,
0 < t, < i, tal que (v, (0),X(tn)) > 0. Passando a uma
subseqiiéncia, se necessario, a seqiiéncia -y, converge para uma
geodésica minimizante v que satisfaz

0 < (¥'(0), X(0)) = (¥'(0), W),

e a demonstragao estaria terminada.

Suponhamos agora que exista n tal que para todo t, 0 <t <
1/n, se tenha (v;(0), N'(¢)) < 0, e vamos mostrar que isto leva a
uma contradigao.

Considere uma vizinhanga totalmente normal U de A(t), e
seja go € U um ponto de ;. Seja € > 0 suficientemente pequeno,
s € (t—e,t+¢) e o, a geodésica minimizante ligando gy a A(s)
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(v. Fig. 9). Usando a férmula da primeira variacdo da energia,
obtém-se

= —(1:(0), N'(#)) > 0.

s=t

d
ds E(US)

1
2

AN =¥, ()

Figura 9

Portanto, para s < t, tem-se d(go, A(s)) < d(qo, A(t)), donde
d(q, A(s)) < d(q,qo) + d(qo, A(s)) < d(g, qo)
+ d(go, A(t)) = d(g, A(2))-

Por outro lado, como p estd a uma distancia maxima de q,
d(q, A(t)) < d(g,A(0)), o que fornece a contradigdo procurada.
O

O lema seguinte foi originalmente provado por Berger [Br 1]
utilizando o teorema de Toponogov. A prova que apresentamos
aqui é devida a Tsukamoto e utiliza o Teorema de Rauch.

4.2 Lema. Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta,
simplesmente conexa cuja curvatura seccional K satisfaz

i<5_<_K§1,

e sejam p,q € M tais que d(p,q) = dim(M). Entdo
M = B,(p) U B,(q),
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onde B,(p) C M indica a bola geodésica aberta de raio r e centro
PEM ep étal que /26 < p < .
Demonstragao: (Tsukamoto [Ts]). Pela estimativa do raio de
injetividade da Segéo 3, B,(p) ndo contém pontos do cut locus
de p. Logo B,(p) é difeomorfa, pela aplicagdo exponencial, a
uma bola euclidiana, e o mesmo se passa com B,(q). E neste
ponto que a estimativa i(M) > 7 entra, da maneira crucial, no
Teorema da Esfera.

Suponhamos que existe r € M tal que d(p,r) > p, d(q,7) >
p, € vamos obter uma contradi¢do. Podemos supor que d(p,r) >
d(g,r) = p-

Uma geodésica minimizante de g a r intersecta 0(B,(g)) em
um ponto ¢’ ¢ B,(p); caso contrario,

d(r,q') > d(r, By(p)) = d(r, By(q)) = d(r,q'),

o que é um absurdo. Por outro lado, pelo Teorema de Bonnet-
Myers, diam(M) < w/v/§ < 2p. Portanto, se ¢ é um ponto de
intersecgdo de uma geodésica minimizante de ¢ a p com 0B,(q),
entdo ¢" € B,(p), pois,

d(p,q") = d(p,q) — d(q,4") <20—p=p.

Como 0B,(q) é conexo por caminhos (pois B,(q) é homeomorfa
a uma bola euclidiana), decorre que 0B,(p) N9B,(q) # 0, donde
existe 7o € M tal que d(ro,p) = d(ro,q) = p. A contradigdo que
procuramos sera obtida a partir da existéncia de um tal 7.

Consideremos uma geodésica minimizante A ligando p a 7.
Pelo lema de Berger, existe uma geodésica minimizante vy de p a
q com (¥'(0), N'(0)) > 0 (Fig. 10). Seja s um ponto de - tal que
d(p, s) = p. Apliquemos o Teorema de Rauch a esta situagio (v.
Proposigdo 2.5 do Cap. X), comparando M™ com uma esfera
S™ de curvatura constante §. Como o angulo Jrops < 7/2 e
d(ro, s) é menor ou igual ao comprimento de qualquer curva em
M ligando rg a s, concluimos que

d(ro, s) < 7/2V3.
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Como d(rg,p) = d(ro,q) = p, e existe um ponto s de y com
d(ro,8) < p, a distancia de ry a -y é realizada por um ponto sg
no interior de y. A geodésica minimizante de ry a so € ortogonal
a-y,e

d(ro,v) = d(ro, s0) < T/2V6.

Figura 10

Como d(p,q) < 7/+/8, temos que ou d(p,se) < m/2v/8 ou
d(g,s0) < 7/2v/6. Em qualquer dos dois casos, obteremos a.
contradigdo procurada. Consideremos o caso d(p, so) < 7/2/3,
o outro sendo andlogo. Neste caso, como d(rg, s) < 7/2v/6 e o
angulo < psero = /2, teremos, pelo teorema de comparagdo de
Rauch acima citado, d(p,r¢) < 7/2V/8 < p, o que contradiz o
fato de ser d(p,r0) = p, e conclui a demonstragao. O

E possivel mostrar que uma variedade topolégica compacta
coberta por duas bolas, como no Lema 4.2, é homeomorfa a uma
esfera, o que concluiria a demonstragdo do teorema da esfera.
No caso presente, é possivel construir explicitamente este homeo-
morfismo, o que faremos a seguir. O lema abaixo descreve o que,
no homeomorfismo procurado, corresponde ao “equador”’de M.

4.3 Lema. Nas condicées do Lema 4.2, em cada geodésica de
comprimento p partindo de p existe um unico ponto m tal que

d(p,m) = d(q,m) < p.
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Analogamente, em cada geodésica partindo de q de comprimento
p existe um unico ponto n equidistante de p e gq.

Demonstragao: Seja v(s) uma geodésica com (0) = p e con-
sidere a diferencga

d(q,7(s)) — d(p,7(s)) = f(s).

A funcdo f é evidentemente continua e f(0) = d(g,p) > 0. Seja
So tal que v(so) é o ponto minimo de p ao longo de . Entdo
pela estimativa de Klingenberg (Prop. 3.1, ou Prop. 3.4 para
o caso de dimenséo par), d(p,7v(so)) = m > p. Pelo Lema 4.2,
d(g,7(s0)) < p. Logo,

f(s0) = d(g,7(s0)) — d(p,7(s0)) < 0.

Decorre daf que f se anula para algum s; € (0, sp); isto é, existe
m = ~y(s;) satisfazendo o pedido.

Para provar a unicidade, suponha que existem m; # ms,
ambos equidistantes de p e ¢. Podemos supor que m; esta entre
p e mq (Fig. 11). Entéo

d(g, mz2) = d(p, mz) = d(p, m1) + d(m1,my)
= d(q, m1) + d(mq, m2).

Sejam oy a (dnica) geodésica minimizante ligando g a m; . Pela
igualdade acima, o, coincide com -y, donde g pertence a y. Como
d(p,m1) = d(g, m1), d(p, m3) = d(q,m3) e my # mgy, concluimos
que p = ¢, o que contradiz a hipétese. A situagao para o ponto
q é inteiramente andloga. O

4.4 Observagao. Note que, devido a sua unicidade, o ponto m
depende continuamente da (diregdo inicial da) geodésica que o
contém.
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Figura 11

Podemos agora construir explicitamente o homeomorfismo
mencionado no teorema da esfera.

Demonstragao do Teorema 1.1: Sejam p,q € M tais que
diam M = d(p,q). Sejam D; e D, os subconjuntos de M for-
mados pelos segmentos de geodésicas pm e qn, respectivamente,
onde os pontos m e n sao dados pelo Lema 4.3. Pela continui-
dade de m (v. Obs. 4.4), D; e D, s@o subconjuntos fechados de
M. Afirmamos que Dy UDy =M e 0Dy = 0Dy = Dy N D,.
Para ver isto, seja r € M. Pelo Lema 4.2, ou d(p,r) < p
ou d(g,r) < p. Consideremos o primeiro caso, o segundo sendo
anélogo. Como d(p, Cy,(p) > 7 > p, existe uma tdnica geodésica
minimizante v passando por p e r. Pelo Lema 4.3, existe um
unico ponto m em vy com d(p,m) = d(g,m) < p. Se d(p,r) <
d(q,r), entdo r € pm, isto é, r € D;. Se d(p,r) = d(q,r), por
unicidade, r = m, isto é, r € dD;. Se d(p,r) > d(q,r), entdo
d(g,7) < p e, usando o argumento anterior com ¢ no lugar de p,
teriamos que r € gn e portanto r € Dy. Portanto r € Dy U D, .
Se r € Dy N Dy, segue-se do argumento anterior que d(p,r) =
d(g,r), donde r = m = n, o que prova a afirmagdo feita.
Podemos agora definir uma aplicagao ¢: S™ — M™ do seguin-
te modo. A um ponto fixado N € S™ associamos p, e ao seu
ponto antipoda S € S™ associamos ¢q. Escolha uma isometria
linear 7: Ty S™ — T,M. Para cada ponto e do equador E de S™
relativamente ao pélo norte N, considere a geodésica y(s) de S™,
0 < s < m, dada por ¥(0) = N, v(7/2) = e. Seja m o ponto
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dado pelo Lema 4.3 na geodésica de M que passa por p com o
vetor velocidade 77y/(0). Defina:

{w(v(S)) = exp, (s2d(p,m)(i0v(0))), 0<s<
o(1(s)) =exp, ((2 — &)d(g,m)V), E<s<m,

onde V é o vetor tangente unitario em ¢ da unica geodésica
minimizante de q a m.

E imediato verificar que ¢ aplica o hemisfério norte fechado
biunivocamente sobre D;, o hemisfério sul fechado biunivoca-
mente sobre Dy e o equador F em 0D, = 0Dy = D; N D,y . Pela
unicidade dos pontos m e n dados no Lema 4.3, ¢ é continua.
Como M = D; U D,, ¢ é sobrejetiva. Finalmente, como D; N
Dy = 0D, = 0Dy = ¢(E), ¢ é injetiva. Como S™ é compacto,
€ um homeomorfismo. O

5 Alguns desenvolvimentos poste-
riores

O teorema da esfera deu origem a um grande nimero de
questoes. Isto provocou uma intensa atividade de pesquisa que
se estende até os nossos dias e se constitue em um dos ramos
mais vigorosos da Geometria Diferencial.

A primeira questdo natural é se é possivel substituir “ho-
meomorfa”’ por “difeomorfa”no enunciado do teorema da esfera.
Observe que o homeomorfismo do teorema da esfera (v. Segéo 4)
é obtido “colando”dois discos pelos seus bordos. Uma tal cons-
trucao é compativel com qualquer estrutura diferenciavel em M
distinta da estrutura usual da esfera. Portanto, a prova do te-
orema da esfera aqui apresentada nao é suficiente para fornecer
um difeomorfismo.

Em 1966, D. Gromoll [G/] e E. Calabi (no publicado) prova-
ram que, para um “pinching”h, suficientemente pequeno (h,
depende da dimensdo n de M), o teorema da esfera é vélido
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subsituindo “homeomorfa” por “difeomorfa”. O “pinching”h,, foi
melhorado em vérios trabalhos posteriores (por exemplo, [Sh] e
[SSK]) mas ainda ndo se conhece o seu valor 6timo; a melhor
estimativa no momento é lim h,, ~ 0,68 quando n — oo [IHR].

Uma outra pergunta natural é o que se passa, no caso de
dimensdo par, para h < 1/4.

Um ponto de vista possivel neste problema é, seguindo uma
idéia de Rauch [R 2], comparar a curvatura da variedade M com
a curvatura de um dos espagos simétricos (compactos, simples-
mente conexos, de posto um) e tentar mostrar que se as curva-
turas estdo “préximas”’, em um certo sentido, as topologias sao
“semelhantes”. Depois de resultados preliminares de do Carmo
[dC 1], Klingenberg [KI 3], Kobayashi [Ko| e Cheeger [Cr 1], um
resultado satisfatério foi obtido por Min-Oo e Ruh em [MR].

Um outro ponto de vista é tentar mostrar que se h = (1/4)—e,
para algum € > 0, uma variedade Riemanniana simplesmente co-
nexa compacta e h-pinched é ainda homeomorfa a uma esfera ou
a um dos espagos simétricos mencionados anteriormente. Isto foi
obtido recentemente por Berger [Br 3] mas ainda néo se conhece
estimativa alguma para o valor de €.

No caso de dimensao impar, também se poe a questao de sa-
ber o que acontece para h < 1/4. Entretanto, o problema neste
caso parece bem mais dificil. Uma das dificuldades é que a es-
timativa i(M) > m do raio de injetividade (v. Prop. 3.1), ndo
pode ser valida em dimensao impar sem alguma restri¢gao sobre
h. Por um exemplo de Beger (v. Cheeger-Ebin [CE] pp. 70-71
para detalhes), o melhor que se pode esperar é que a estima-
tiva seja vélida para h = 1/9, mas mesmo isto ainda ndo estd
demonstrado.

Em 1977, Grove e Shiohama [GS| provaram um teorema da
esfera, no qual a hipdtese de “pinching”(1’) é substituida por
uma hipbtese sobre o diametro: Se M € compacta, K > 1, e
diam(M) > ©/2 entdo M é homeomorfa a uma esfera. O caso
diam(M) = 7/2 (onde o teorema é falso, como mostra o exem-

plo do espago projetivo real) foi essencialmente classificado por
Gromoll e Grove [G{-Gl.
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Motivados pelo teorema da esfera, podemos perguntar se uma
variedade Riemanniana M™ compacta com curvatura seccional
K satisfazendo —1 — ¢ < K < —1, para algum € > 0, ad-
mite uma métrica Riemanniana de curvatura constante —1. Em
1978, Gromov [Gv 0] mostrou que se o didmetro de M é limi-
tado superiormente por D, existe um ¢ = &(n, D), dependendo
da dimensao n e da limitagdo D do didmetro, que responde afir-
mativamente a pergunta acima.

Um resultado surpreendente sobre a topologia das varieda-
des compacta, conexas, de curvatura nao-negativa foi obtido por
Gromov [Gv 2], e afirma que, neste caso, existe uma constante
C(n), dependendo apenas da dimensao n da variedade, tal que
a soma »_b;, 1 <1 < n, dos nimeros de Betti b; (em um corpo
qualquer) é limitada superiormente por C(n). Isto mostra que a
soma conexa de um numero suficientemente grande de copias dos
produtos S™ x S" P, 0 < p < n, (S* é uma esfera de dimensao
k) ndo admite métrica de curvatura nio negativa.

A experiéncia com os problemas sugeridos pelo teorema da
esfera conduziu a uma mudanca do ponto de vista inicial, e levou
a formulagdo da seguinte questao: Quantos tipos topolégicos
distintos podem possuir métricas Riemannianas com restrigoes
dadas?” O ponto de vista inicial era caracterizar a topologia
de uma variedade por meio da curvatura, ou, se necessario, da
curvatura e de outros elementos geométricos simples, tais como
o diametro e o volume. No ponto de vista acima mencionado,
procuramos olhar o conjunto das variedades Riemannianas com
certas propriedades a fim de determinar que topologias podem
al aparecer.

Um resultado surpreendente e fundamental nesta diregao é
devido a Cheeger [Cr 2] (v. também Weinstein [Wel] e Peters
[Pe]) e afirma que, fixada a dimens&o, sé existe um ndmero fi-
nito de tipos de homotopia no conjunto das variedades Rieman-
nianas compactas com volume limitado inferiormente, diametro
limitado superiormente e curvatura seccional limitada em valor
absoluto. A limitacao inferior do volume pode ser substituida
por uma limitagao inferior do raio de injetividade; todas as
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condicoes sao, entretanto, necessarias.

O ponto de vista adotado no teorema anterior revelou-se ex-
tremamente fecundo. M. Gromov [Gv 1] demonstrou que o con-
junto das variedades Riemannianas (dimensdo fixada) que satis-
fazem as hipé6teses do teorema de Cheeger é compacto em uma
topologia conveniente. Este resultado tem varias aplicagoes, en-
tre as quais o (i — e)-teorema de Berger, acima citado. Para
maiores detalhes sobre o assunto, recomendamos a exposi¢ao de
Pansu no Semindrio Bourbaki [Pa).

E impossivel, em poucas paginas, fazer justica a importancia
do teorema da esfera. Por falta de espago e tempo, deixaremos
sem mengao varios desenvolvimentos importantes que se rela-
cionam com o teorema da esfera ou foram por ele motivados
(o caso completo nado-compacto; a utilizagdo de outros tipos de
curvatura, tais como a curvatura Ricci ou a curvatura escalar;
outras hipéteses de “pinching”, etc.). Uma parte deste mate-
rial é coberto no excelente survey de M. Berger [Br 3], onde o
“leitmotiv” € o papel do teorema da esfera no desenvolvimento
da Geometria Riemanniana. Uma ampla lista de referéncias
pode ser encontrada no survey de Sakai [Sa]. Finalmente, uma
outra demonstragao do teorema da esfera, devida a Gromov, se-
guindo um caminho completamente distinto do aqui apresentado,
pode ser encontrada em Eschenburg [E].

O caso diferencidvel do Teorema da Esfera, que menciona-
mos no inicio desta segao, foi completamente resolvido por Si-
mon Brendel and Richard Schoen (cf. [BrScl]) utilizando modi-
ficagbes ndo-triviais das técnicas do fluxo de Ricci. A estratégia
da prova é usar o fluxo de Ricci para deformar uma métrica
(1/4)-pinched em uma métrica de curvatura constante. O pro-
blema é que a condigdo de (1/4)-pinched ndo é preservada ao
longo da deformagdo pelo fluxo de Ricci. E necessario, entao,
obter condigoes envolvendo a curvatura que sejam implicadas
pelo (1/4)-pinching e sejam preservadas pelo fluxo de Ricci.

A descrigao deste e de outros resultados se encontra no belo
“survey” de Brendel e Schoen [BrSc2], onde se encontram também
véarios aspectos do Teorema da Esfera e uma excelente lista de
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referéncias. Aqui, mencionaremos apenas o enunciado do Teo-
rema de Brendel e Schoen, para o que rpecisamos de algumas
definigoes:

Uma variedade Riemanniana M é fracamente §-pinched no
sentido pontual se

0 <6K(P) < K(Py),

para todo p € M e todo par de planos P, P, C T,M, onde
K(P;) é a curvatura seccional de M em P;,. Se valem as desi-
gualdades estritas, dizemos que M é estritamente §-pinched no
sentido pontual.

Teorema (S. Brendel and R. Schoen [BrScl]). Seja M uma vari-
edade Riemanniana compacta, que € estritamente (1/4)-pinched
no sentido pontual. Entdo M é difeomorfa a uma forma espacial
esférica.



REFERENCIAS

[Am 1] Ambrose, W., Parallel translation of Riemannian curva-
ture, Ann. of Math. 64 (196), 337-363.

[Am 2] Ambrose, W., The index theorem in Riemannian geome-
try, Ann. of Math. 73 (1961), 49-86.

[Br 1] Berger, M., Les variétés Riemannienes (1/4)-pincées, Ann.
Scuola Norm. Sup. Pisa, Ser. III, 14 (1960), 161-170.

[Br 2] Berger, M., Sur les variétés riemanniennes pincées juste
au-dessous de 1/4, Ann. Institut Fourier 33 (1983), 135-
150.

[Br 3] Berger, M., H.E. Rauch, Géometre Différentiel, in Diffe-
rential Geometry and Complex Analysis, Eds. I. Chavel,
H.M. Farkas, Springer Verlag, Berlin, Heidelberg, 1985.

[Be] Besse, A., Manifolds all of whose geodesics are closed,
Springer Verlag, Berlin, Heidelberg, 1978.

[Bo] Bonnet, O., Sur quelques proprétés des lignes geodesiques,
C.R. Ac. Sc. Paris, 40 (1855), 1311-1313.

[BrScl] Brendel, S. and Schoen, R., Manifolds with (1/4)-pinched
curvature are space forms, J. Amer. Math. Soc. 22 (2009),
287-307.

[BrSc2] Brendel, S. and Schoen, R., Curvature sphere theorems
and the Ricci flow, Bull. Amer. Math. Soc. (New Series)
48 (2011), 1-32.

[By] Byers, W., On a theorem of Preissmann, Proc. Am.
Math. Soc. 24 (1970), 50-51.

[dC 1] Carmo, M. do, The cohomology ring of certain kahlerian
manifolds, Ann. of Math. 81 (1965), 1-14.

[dC 2] Carmo, M. do, Differential Geometry of Curves and Sur-
faces, Prentice-Hall, New Jersey, 1976.



324 REFERENCIAS

[dC 3] Carmo, M. do, O Método do Referencial Mével, III Escola
Latino-Americano de Matematica, IMPA, Rio de Janeiro,
1976.

[dC 4] Carmo, M. do, Formas Diferenciais e Aplicagdes, 82 Co-
l6quio Brasileiro de Matematica, IMPA, 1971, e Differen-
tial Forms and Applications, Universitext, Springer-Verlag,
Berlin, Heidelberg, 1994.

[Ca] Cartan, E., Legons sur la Geométrie des Espaces de Rie-
mann, (2a. edigdo) Gauthier-Villars, Paris, 1951.

[CE] Cheeger, J. e Ebin, D., Comparison Theorems in Rieman-
nian Geometry, North-Holland, Amsterdam, 1975.

[Cr 1] Cheeger, J., Pinching theorems for a certain class of Rie-
mannian manifolds, Amer. J. Math. 91 (1969), 807-834.

[Cr 2] Cheeger, J., Finiteness theorems for Riemannian mani-
folds, Amer. J. Math. 92 (1970), 61-74.

[Ch 1] Chern, S.S., Differentiable manifolds, mimeographed no-
tes, University of Chicago. Reproduzida nos Textos de
Matematica do Recife, 4, 1959.

[Ch 2] Chern, S.S., Minimal Submanifolds of a Riemannian Ma-
nifold, Department of Math., Univ. of Kansas, Lawrence,
Kansas, 1968.

[Cf] Christoffel, E.B., Uber die Transformation der homoge-
nen Differentialausdriicke zweiten Grades, J. Reine An-
gew. Math. 70 (1869), 46-70.

[Da] Dajczer, M. et al. Submanifolds and Isometric Immer-
sions, Math. Lecture Series 13, Publish or Perish, Inc.,
Houston, Texas, 1990.

[E] Eschenburg, J., Local convexity and nonnegative curva-
ture - Gromov’s proof of the sphere theorem, Invent.
Math. 84 (1986), 507-522.

[G] Gelfand, I.M., Lectures on Linear Algebra, Interscience
Tracts in Pure and Applied Mathematics, Interscience Pu-
blishers, New York, 1961.



REFERENCIAS 325

[Ga] Gauss, K.F., General Investigations of Curved Surfaces,
Raven Press, New York, 1965.

[Gb] Greenberg, M., Lectures on Algebraic Topology, W.A.
Benjamin, Inc., New York, Amsterdam, 1967.

[GKM] Gromoll, D., Klingenberg, W., Meyer, W., Riemannsche
Geometrie im Grossen, Lecture Notes in Mathematics,
n. 55, Springer, 1968.

[Gn] Green, L.W., Auf Wiedersehensflichen, Ann. of Math.
78 (1963), 289-299.

[G€] Gromoll, D., Differenzierbare Strukturen und Metriken
positiver Krimmung auf Sphéren, Math. Ann. 164 (1966),
353-371.

[G£G] Gromoll, D. e Grove, K., Rigidity of positively curved
manifolds with large diameter, Seminar of Diff. Geometry,
ed. S.T. Yau, Annals of Math. Studies 102 (1982), 203-
207.

[GS] Grove, K. e Shiohama, K., A generalized sphere theorem,
Ann. of Math. 106 (1977), 201-211.

[Gv 0] Gromov, M., Manifolds of negative curvature, J. Diff.
Geom. 13 (1978), 223-230.

[Gv 1] Gromov, M., Structures métriques pour les variétés rie-
manniennes, rédigé par Lafontaine et Pansu, Textes mathé-
matiques 1 (1981), CEDIC-Nathan.

[Gv 2] Gromov, M., Curvature, diameter and Betti numbers,
Comm. Math. Helvetici 56 (1981), 179-195.

(H] Hamilton, R., Three-manifolds with positive Ricci curva-
ture, J. Diff. Geometry 17 (1982), 255-306.

[HR] Hopf, H. e Rinow, W., Uber den Begriff der vollstandigen
differentialgeometrischen Flachen, Comm. Math. Helv. 3
(1931), 209-225.

[[HR] Im Hof, H.C., Ruh, E., An equivariant pinching theorem,
Comment. Math. Helv. 50 (1975), 389-401.



326 REFERENCIAS

[Ka] Kazdan, J.L., An isoperimetric inequality and wiedersehen
manifolds, Seminar on Differential Geometry, Ed. S.T.
Yau, Annals of Math. Studies 102 (1982).

[K¢ 1] Klingenberg, W., Contributions to Riemannian Geometry
in the large, Ann. of Math. 69 (1959), 654-666.

[K¢ 2] Klingenberg, W., Uber Riemannsche Mannigfaltigkeiten
mit positiver Kriimmung, Comm. Math. Helv. 35 (1961),
47-54.

[K¢ 3] Klingenberg, W., Manifolds with restricted conjugate lo-
cus, Ann. Math. 78 (1963), 527-547.

[K¢ 4] Klingenberg, W., Lectures on Closed Geodesics, Springer
Verlag, Yellow series n. 230, 1978.

[Ko] Kobayashi, S., Topology of positively pinched Kéhler ma-
nifolds, Toéhoku Math. J. 15 (1963), 121-139.

[Ku 1) Kulkarni, R., Curvature and metric, Ann. of Math. 91
(1970), 311-331.

[Ku 2] Kulkarni, R., Curvature structures and conformal trans-
formations, J. Diff. Geom. 4 (1970), 425-451.

[La] Lawson, B., Lectures on Minimal Submanifolds, vol. 1,
Monografias de Matematica, 14, IMPA, 1973, 2a. edigao,
Publish or Perish, Berkeley, 1980.

[LC] Levi-Civita, T., Nozione di parallelismo in una varieta
qualunque..., Rend. Circ. Math. Palermo, 42 (1917), 173-
205.

[Li 1] Lima, E., Introdugdo & Topologia Diferencial, Notas de
Matematica, 23, IMPA, Rio de Janeiro, 1961. Reeditado
em Pulicagoes Matematicas, IMPA, 2001.

[Li 2] Lima, E., Variedades Diferencidveis, Monografias de Ma-
tematica do IMPA, 15, 1973.

[Ma] Massey, W., Algebraic Topology, an Introduction, Har-
court, New York, 1967.



REFERENCIAS 327

[MR] Mercuri, F. e Rigas, A., Curvatura e Topologia, Escola
de Geometria Diferencial, Universidade Federal do Cear4,
1978.

[Me] Meeks III, W.H., A survey of the geometric results in

the classical theory of minimal surfaces, Bol. Soc. Bras.
Math. 12 (1981), 29-86.

[MR] Min-Oo, Ruh, E., Comparison theorems for compact sym-
metric spaces, Ann. Scient. Ecole Norm. Sup. 12 (1979),
335-353.

[Mi] Milnor, J., Morse Theory, Annals of Mathematics Studies,
51, Princeton University Press, Princeton, N.J. 1963.

[Mo] Moore, J.D., An application of second variation to sub-
manifold theory, Duke Math. Journal 42 (1975), 191-193.

[My] Myers, S.B., Riemannian manifolds with positive mean
curvature, Duke Math. J. 8 (1941), 401-404.

[Os] Osserman, R., A Survey of Minimal Surfaces, Van Nos-
trand-Reinhold, New York, 1969, 2a. edicao, Dover Pub.,
New York, 1986.

[Pa] Pansu, P., Séminaire Bourbaki, 36e. année, 1983/84,
n.618.

[Pe] Peters, S., Cheeger’s finiteness theorem for diffeomorphism

classes of Riemannian manifolds, J. reine angew. Math.
349 (1984), 77-82.

[Po] Poincaré, H., Sur les lignes géodésiques des surfaces con-
vexes, Trans. Amer. Math. Soc. 17 (1905), 237-274.

[Pr] Preissman, A., Quelques propriétés globales des espaces
de Riemann, Comm. Math. Helv. 15 (1943), 175-216.

[R 1] Rauch, H.E., A contribution to differential geometry in
the large, Ann. of Math. 54 (1951), 38-55.

[R 2] Rauch, H.E., Geodesics, symmetric spaces and differential
geometry in the large, Comment. Math. Helv. 27 (1953),
294-320.



328 REFERENCIAS

[R 3] Rauch, H.E., Geodesics and Curvature in Differential Geo-
metry in the Large, Yeshiva University, N.Y., 1959.

[Ri] Riemann, B., Sur les hypotheses qui servent de fondement
a la géométrie, Oeuvres Mathématiques de Riemann, tra-
duites par L. Langel, Librairie Albert Blanchard, Paris,
1968, 280-299.

[Ro] Rodriguez, L., Geometria das Subvariedades, Monografias
de Matemadtica, 26, Rio de Janeiro, 1976.

[Sa] Sakai, T., Comparison and finiteness theorems in Rieman-
nian Geometry, in Advanced Studies in Pure Math. 3,
North-Holland, (1984), Geometry of geodesics and related
fields, 125-181.

[Sh] Shikata, Y., On the differentiable pinching problem, Osa-
ka J. Math. 4 (1967), 279-287.

[Sm] Smale, S., On the Morse index theorem, J. Math. Mech.
14 (1965), 1049-1056.

[Sy] Synge, J.L., On the connectivity of spaces of positive cur-
vature, Quart. J. Math. (Oxford Series) 7 (1936), 316-320.

[SSK] Sugimoto, M., Shiohama, K., Karcher, H., On the dif-
ferentiable pinching problem, Math. Ann. 195 (1971),
1-16.

[Ts] Tsukamoto, Y., On Riemannian manifolds with positive
curvature, Memoirs of Fac. Sci. Kyushu Univ. Ser. A,
Math. 15 (1962), 90-96.

[We 1] Weinstein, A., On the homotopy type of positively pinched
manifolds, Arch. Math. 18 (1967), 523-524.

[We 2] Weinstein, A., A fixed point theorem for positively curved
manifolds, J. Math. Mech. 18 (1968), 149-153.

[Wh] Whitehead, J.H., On the convering of a complete space by
the geodesics through a point, Annals of Math. 36 (1935),
679-704.



REFERENCIAS 329

[Yg] Yang, C.T., Odd-dimensional wiedersehen manifolds are
spheres, J. Diff. Geometry, 15 (1980), 91-96.

[Ya] Yau, S.T., Curvature preserving diffeomorphisms, Ann.
of Math. 100 (1974), 121-130.






Indice Remissivo

Algebra de Lie, 44

Agao de um grupo, 23
Acao propriamente desconti-
nua, 24
Aplicagao
conforme, 187
diferencidvel, 6
exponencial, 73
normal de Gauss, 143
Axioma,
da base enumeravel, 31
de Hausdorff, 31

Bola normal, 79

Campo
de Jacobi, 124
de Killing, 91
de vetores, 26, 44
colchete, 28
de vetores v ao longo de
uma, superficie, 76
variacional, 213
vetorial ao longo de uma
curva, 47
vetorial paralelo, 58
Campos
de Jacobi

em variedades de cur-
vatura constante, 124
Caracterizagao geométrica dos
espagos localmente si-
métricos, 210
Conexao
afim, 55
compativel com a métrica,
59
de Levi-Civita, 62
de uma submersao Rie-
manniana, 206
Riemanniana, 62
simétrica, 60
Conexoes de métricas confor-
mes, 201
Conjunto focal, 255
Conjunto formemente convexo,
83
Coordenadas normais, 97
Coordenadas polares, 135
Curva
divergente, 169
Curva diferenciavel, 7
Curva diferenciavel por par-
tes, 74
Curvatura, 99
de Gauss-Kronecker, 142



332

de Ricci, 108
de uma submersao Rie-
manniana, 207
do espago projetivo com-
plexo, 209
escalar, 108
média, 142
seccional, 105
constante, 107
seccional de um grupo de
Lie, 115
Curvatura média como diver-
géncia, 156
Curvatura seccional da esfera,
145
Curvaturas principais, 142

Difeomorfismo, 11

Difeomorfismo local, 11

Diferencial covariante de um
tensor, 113

Diferencial de uma aplicagao,
11

Diregoes principais, 142

Distancia, 161

Divergéncia, 93

Elemento de volume, 95
Equacao

de Codazzi, 151

de Gauss, 143, 149

de Jacobi, 123

de Killing, 91

de Ricci, 149
Esfera normal, 79
Espaco

hiperbélico, 178

iNDICE REMISSIVO

lenticular, 201
projetivo complexo, 208
projetivo real, 4, 21
tangent, 9
Espago localmente simétrico,
117
Estrutura diferenciavel, 3

Férmula
da primeira variagao, 215
da segunda variagao, 218
Faixa de Mobius, 26, 34
Fibrado normal, 148
Fibrado tangente, 15
Fluxo geodésico, 71
Forma do indice, 268
Forma volume, 49
Formas espaciais, 182
Funcao energia, 214

Garrafa de Klein, 26, 36
Geodésica, 68
fechada, 281
minimizante, 75
normalizada, 69
Geodésica livre de pontos fo-
cais, 257
Geodésicas
da esfera, 74
de superficies de revolugao,
86
do espago hiperbdlico, 180
Geodésicas de um grupo de
Lie, 90
Geodésicas do plano de Lo-
batchevski, 82
Geodésicas radiais, 79



iNDICE REMISSIVO

Geometria
eliptica, 186
esférica, 186
hiperbdlica, 186
nao-euclidiana, 186

Gradiente, 93

Grupo de Lie, 43

Hiperesferas, 198, 203
Hipersuperficie, 142
Hipersuperficies umbilicas do
espaco hiperbdlico, 202
Horoesferas, 197, 203

Identidade de Jacobi, 29
Imersao, 11

isométrica, 43

minima, 147

totalmente geodésica, 145
Imersao umbilica, 202
Indice de uma forma bilinear

simétrica, 268

Inversao, 188
Isometria, 42

infinitesimal, 91

local, 42
Isometrias

do espaco hiperbdlico, 194

Laplaciano, 93
Lema
de Klingenberg, 260
de Otsuki, 248
do indice, 235
Lugar
dos pontos minimos, 295

333

Métrica
bi-invariante, 44, 51
da geometria nao-euclidi-
ana de Lobatchevski,
64
de Lorentz, 66
invariante a esquerda, 44
produto, 46
pseudo-Riemanniana, 65
Riemanniana, 41
Métrica induzida pelo reco-
brimento, 184
Métrica Riemanniana no fi-
brado tangente, 88
Métricas conformes, 178
Mergulho, 11
Modelo do espago hiperbdlico,
196, 199
Multiplicidade do ponto con-
jugado, 129

Nulidade de uma forma bili-
near simétrica, 268

Orientagao, 19

Parametrizacao, 3
Particao da unidade, 32
Plano

projetivo, 34, 36
Ponto

conjugado, 129

critico, 18

focal, 253

minimo, 295
Primeira forma fundamental,

38



334

Primeira identidade de Bian-
chi, 101

Produto interior, 95

Projecao estereografica, 20

Raio de injetividade, 300

Recobrimento duplo orientavel,
37

Referencial geodésico, 92

Relagao de Clairaut, 87

Simbolos de Christoffel, 62
Segunda forma fundamental,
141
Segunda identidade de Bian-
chi, 118
Singularidades de um campo
de Killing, 157
Sistema de coordenadas, 3
Subconjunto contratil, 90
Subgrupo a 1-parametro, 89
Submersao Riemanniana, 205
Subvariedade, 12

Tensor, 111
curvatura, 112
de Ricci, 109
métrico, 112
Teorema
de Bonnet-Myers, 221, 276
de Cartan, 174, 281
de comparagao de Sturm,
263
de E. Hopf, 96
de Hadamard, 165, 261
de Hopf e Rinow, 162
de Jacobi, 274

iNDICE REMISSIVO

de Liouville, 97, 189

de oscilagao de Sturm, 265

de Preissman, 287

de Rauch, 238

de Rauch para pontos fo-

cais, 258

de Schur, 118

de Synge, 227

de Weinstein-Synge, 224

do indice de Morse, 268
Toro de Clifford, 154
Transporte paralelo, 58
Tridngulo geodésico, 285

Vértice, 75
Valor critico, 18
Valor regular, 18
Variagao, 212
Variedade
completa, 161
de Einstein, 120
diferenciavel, 2
estendivel, 160
homogénea, 171
orientavel, 19
produto, 34
Riemanniana, 42
Variedade com curvatura sec-
cional constante, 184
Vetor curvatura média, 147
Vetor tangente, 7
Vizinhanca
coordenada, 3
normal, 79
totalmente normal, 81
Vizinhancas



iNDICE REMISSIVO 335

convexas, 85



Esta obra foi produzida nas
oficinas da Imos Grifica e Editora na
cidade do Rio de Janeiro



	Capítulo 0

	Variedades Diferenciáveis

	1	Introdução

	2	Variedades diferenciáveis; espaço tangente

	3	Imersões e mergulhos; exemplos

	4	Outros exemplos de variedades. Ori entação

	Figura 11


	5	Campos de vetores; colchetes. Topologia das variedades

	Exercícios


	Capítulo I

	Métricas Riemannianas

	1	Introdução

	2	Métricas Riemannianas

	Exercícios


	Capítulo II

	Conexões Afins; Conexão Riemanniana

	1	Introdução

	2	Conexões afins

	vxy = e e

	X,-


	3	Conexão Riemanniana

	(6)	x<Y,z>	=	(vxy,z) + (Y,vxz),

	= <[X, Z], Y} + {[Y, Z], X) + ([X. Y],Z) + 2(Z, VyX).

	(9)	(Z, VyX> = í {X(Y, Z) + Y(Z, X) - Z(X. Yi


	Exercícios


	Capítulo III

	Geodésicas; Vizinhanças Convexas

	1	Introdução

	2	O fluxo geodésico

	3	Propriedades minimizantes das geodésicas

	4	Vizinhanças convexas

	Figura 4


	Exercícios


	Capítulo IV Curvaturas

	1	Introdução

	2	Curvatura

	/,5GP(M), x1,x2,y1,y2g A*(M).

	+ [X, [z,y]] = o,

	(z,x,y,r) = (y,r,z,x).	□

	(2)	= E r'fc r;( - E r'„ r-« + A r-4 - A r-t.


	3	Curvatura seccional

	4	Curvatura de Ricci e curvatura escalar

	5	Tensores em variedades Riemannianas

	vT(y,..., Yr, z) = z(T(Ylt..., y» - r(vzyi,..., y) 	T(Y1,...,Yr^zYrf

	VzT(yx,..., yr) = vr(yx,..., yr, z).

	vzx(Y) = vx(y, z) - z(x(y)) - x(vzy)


	Exercícios


	Capítulo V

	Campos de Jacobi

	1	Introdução

	2	A equação de Jacobi

	3	Pontos conjugados

	Exercícios


	Capítulo VI

	Imersões Isométricas

	1	Introdução

	2	A segunda forma fundamental

	s(x,y) = vTy-vxy

	(vxy - vxy) - (vxyx - vxy) = vx(y - yx) = o,

	B(x,y) = vxy-vxy

	(S,(x),jz> = (B(x,r)(p),jv) = (VxK - vxr,Jv>(p)


	3	As equações fundamentais de uma imersão isométrica

	+ <B(x,r),B(y,r)>

	(Ã(X,y)r,,0 = {R\X,YM - (B(S„x,y),0 + (B(x,s„y),0

	(vxB)(y, z.,) = x(B(y, z,,) - B(vxy, z.,)

	(VxB)(y,z,7,) = x<B(y,z),i,) - (B(vxy,z),i,)

	-(B(y,vxz).r,)-(B(y,z),vÍ7,)

	-(B(y,vxz),t,>.


	Exercícios


	Capítulo VII

	Variedades Completas; Os Teoremas de Hopf e Rinow e de Hadamard

	1	Introdução

	2	Variedades completas: Teorema de Hopf e Rinow

	3	O teorema de Hadamard

	ítn I dc I


	Exercícios


	Capítulo VIII

	Espaços de Curvatura Constante

	1	Introdução

	2	Teorema de Cartan sobre a determinação da métrica por meio da curvatura

	3	O espaço hiperbólico

	4	As formas espaciais

	5	Isometrias do espaço hiperbólico; o teorema de Liouvillé

	Exercícios

	+ S(y,s(x,z»}.

	<vx,y,z) = (vxy,z>, 2<vxy,r) = (r, [x,y]),

	-1 <[x, z]’, [y, W) + J ([V, z]”, [x, -í<[Z,H7]”,[X,y]”>.

	= (VxVyZ, w) -1 ([7. Z]’, [x,



	Capítulo IX

	Variações da Energia

	1	Introdução

	2	As fórmulas das primeira e segunda variações da energia

	= (dexpcW)„V(í) = r(t),


	3	O Teorema de Bonnet-Myers e o Teorema de Synge-Weinstein

	Exercícios

	- (v(0),s<!’0)(v(0)))



	Capítulo X

	O Teorema de Comparação de Rauch

	1	Introdução

	W(o)JW> W(o),J'(o))-

	/"(t) + £(t)/(t) = o, /(o) = o, te [0,4


	2	O Teorema de Rauch

	|js(o)| = |X(o)| = o, |j:(0)| = |j:(0)|


	3	Aplicação do Lema do índice à teoria das imersões

	4	Pontos focais e uma extensão do Teorema de Rauch

	^) = g(0,0) = ^(a(»))

	M = o.


	Exercícios


	Capítulo XI

	O Teorema do índice de Morse

	1	Introdução

	2	O Teorema do índice

	Exercícios


	Capítulo XII

	O Grupo Fundamental das Variedades de Curvatura Negativa

	1 Introdução

	2 Existência de geodésicas fechadas

	3	O Teorema de Preissman


	Capítulo XIII O Teorema da Esfera

	1 Introdução

	2 O lugar dos pontos mínimos (cut locus)

	= (V,</(Q)<0,


	3	A estimativa do raio de injetividade

	4	O teorema da esfera

	5	Alguns desenvolvimentos posteriores


	índice Remissivo


