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Prefácio da I1 edição

O objetivo deste livro é familiarizar o leitor com a linguagem 
básica e alguns resultados fundamentais da Geometria Rieman­
niana. Para evitar apelos a conhecimentos prévios de variedades 
diferenciáveis, foi incluido um Capítulo 0 que contém aqueles 
conceitos e resultados de variedades diferenciáveis que são utili­
zados de maneira essencial no restante do livro.

Os quatro primeiros capítulos do livro apresentam os con­
ceitos básicos da Geometria Riemanniana (métricas Riemannia­
nas, conexões Riemannianas, geodésicas e curvatura). Uma boa 
parte do estudo da Geometria Riemanniana consiste no entendi­
mento das relações entre geodésicas e curvatura. Os campos de 
Jacobi, instrumento essencial para este entendimento, são intro­
duzidos no Capítulo V. No Capítulo VI introduzimos a segunda 
forma fundamental associada a uma imersão isométrica, e de­
mostramos uma generalização do Teorema Egregium de Gauss. 
Isto permite relacionar a noção de curvatura em variedades Ri­
emannianas com o conceito clássico de curvatura Gaussiana em 
superfícies.

A partir do Capítulo VII iniciamos o estudo de questões glo­
bais. Demos ênfase às técnicas de Cálculo das Variações, que 
são apresentadas sem admitir conhecimentos prévios do assunto. 
Entre outros, demonstramos os Teoremas de Hadamard (Cap. 
VII), de Myers (Cap. IX) e de Synger (Cap. IX), os Teoremas 
de comparação de Rauch (Cap. X), e o Teorema do índice de 
Morse (Cap. XI). Uma das mais notáveis aplicações das técnicas 
de Cálculo das Variações, o Teorema da esfera, é apresentado no 
Capítulo XIII. Além disso, incluímos um teorema de “unifor­
mização” para variedades de curvatura constante (Cap. VIII) e 
um estudo do grupo fundamental das variedades compactas de 
curvatura negativa (Cap. XII).

Muitos tópicos importantes estão ausentes. Por limitações de 
tempo e espaço, uma escolha era necessária; esperamos que as 
referências mencionadas em cada capítulo estimulem o leitor a 
completar os seus conhecimentos na direção de seu gosto pessoal.
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Nossa dívida para com as fontes existentes (escritas e orais) 
é enorme e impossível de ser catalogada. Mencionamos apenas 
Chern [Ch 1], Klingenberg-Gromoll-Meyer [KGM] e Milnor [Mi] 
como influências principais.

Este livro teve origem em notas de um curso dado em 
Berkeley em 1968. Posteriormente, com a ajuda de alunos do 
IMPA, as notas foram traduzidas para o Português e publicadas 
na coleção de Monografias do IMPA em 1971. Finalmente, em 
uma forma muito próxima da atual, ele foi apresentado como 
um curso na Escola de Geometria Diferencial de Fortaleza em 
Julho de 1978. Ao longo de todos estes anos, vários colegas e 
alunos contribuiram com críticas e sugestões para a melhoria do 
texto. Destaco, de modo muito especial, minha gratidão ao pro­
fessor Lucio Rodríguez que, em minha ausência se encarregou 
do enfadonho trabalho de corrigir as provas e organizar o índice 
alfabético. A todos, os meus sinceros agradecimentos.

Manfredo Perdigão do Carmo

Rio de Janeiro, junho de 1979
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Prefácio da 2- edição
Além de inúmeras correções e modificações ao longo do texto, 

esta segunda edição difere da primeira nos seguintes aspectos:
O Capítulo XIII foi inteiramente reescrito. Para benefício dos 

leitores pouco familiarizados com Teoria de Morse, a prova do 
teorema da esfera em dimensão par (que não depende de Teoria 
de Morse) pode ser lida de maneira independente.

No Capítulo IV foi introduzida uma exposição concisa so­
bre tensores em variedades Riemannianas. O objetivo é mostrar 
que, em variedades Riemannianas, tensores podem ser derivados 
covariantemente. Entre outras utilidades, isto permite introdu­
zir no Capítulo VI as equações fundamentais de uma imersão 
isométrica.

No Capítulo VIII foi introduzida uma Secção sobre as isome­
trias do espaço hiperbólico e suas relações com as transformações 
conformes do espaço euclidiano.

O número de exercícios aumentou consideravelmente. Al­
guns assuntos que não encontraram lugar no texto, aparecem em 
forma de exercícios: submersões Riemannianas, o espaço pro­
jetivo complexo, as variedades de Einstein, a 2- identidade de 
Bianchi, etc.

Não obstante o plano inicial, não foi possível incluir um 
capítulo sobre Equações Diferenciais Parciais e Geometria, o que 
terá de ficar para uma outra ocasião.

Resta-nos agradecer a uma enorme lista de pessoas que, atra­
vés de correções, críticas e sugestões, contribuiram para melhorar 
este livro; agradecimentos especiais são devidos a Jonas Gomes, 
J. Gilvan de Oliveira e Gudlaugur Thorbergsson. Agradecimen­
tos são também devidos ao Professor Lucio Rodríguez, que cui­
dou com dedicação do sistema TEX aqui utilizado, e ao Wilson 
Góes que se encarregou da apresentação final do texto.

Manfredo Perdigão do Carmo

Rio de Janeiro, 4 de julho de 1988
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Prefácio da 4- edição

Agradeço a Sofia Carolina de Costa Melo que garimpou cui­
dadosamente mais de uma centena de pequenos descuidos que es­
caparam na revisão da 3- edição e foram corrigidos nesta edição. 
Agradeço também a Rogério Dias Trindade pela editoração da 
presente edição.

Rio de Janeiro, março de 2008

Manfredo Perdigão do Carmo

Prefácio da 5- edição

Esta 5- edição da Geometria Riemanniana fez-se necessária 
quando o resultado mais importante do livro, a saber, o Teorema 
da Esfera, havia recebido uma contribuição extraordinária com a 
solução completa de sua versão diferenciável por Simon Brendel 
e Richard Schoen [BrScl]. O enunciado preciso do Teorema de 
Brendel e Schoen é descrito na última seção do Cap. XIII. Um 
esquema da prova, junto com referências e outras versões do 
Teorema da Esfera, é apresentado em [BrSc2].

No resto, fizemos várias correções, algumas das quais nos 
foram enviadas já há algum tempo por Florêncio Guimarães, a 
quem aproveitamos para agradecer estas e outras leituras críticas.

Rio de Janeiro, maio de 2011

Manfredo Perdigão do Carmo
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Como usar este livro

Os pré-requisitos à leitura do livro são:

1) Um bom conhecimento de Cálculo, incluindo a formulação 
geométrica da noção de diferencial e o teorema da função 
inversa.

2) Uma certa familiaridade com elementos de Geometria Dife­
rencial das superfícies. Por exemplo, os Capítulos 2 (2.1 e 
2.4), 3 (3.2 e 3.3) e 4 (4.1 e 4.6) de M. do Carmo [dC 2] 
são suficientes.

Se o leitor for familiar com as definições básicas de varie­
dades diferenciáveis, poderá omitir inteiramente o Capítulo 0. 
Caso contrário, tal capítulo deverá ser considerado como parte 
do curso.

A partir do Capítulo VI, se utilizam propriedades dos espaços 
de recobrimento e do grupo fundamental. Para os elementos de 
espaços de recobrimento, usamos o §5.6 do Capítulo 5 de M. do 
Carmo [dC 2], e para o grupo fundamental e suas relações com 
os espaços de recobrimento, usamos os Capítulos 2 e 5 de Massey 
[Ma],

Em alguns exercícios (nunca, porém, no texto) se utiliza um 
certo conhecimento de formas diferenciais. Os Capítulos 1, 2 e 
3 de M. do Carmo [dC 4] são suficientes.

Os Capítulos de I a VII são indispensáveis ao resto do livro. 
A partir daí, um curso que visa o teorema da esfera, poderá 
omitir os Capítulos VIII e XII. Como uma alternativa, poderão 
ser omitidos os Capítulos VIII e XI e concluir o curso com o 
Capítulo XII. Um curso mínimo poderia conter os Capítulos de 
0 a VII, a Seção 5.6 de M. do Carmo [dC 2], as Seções 1, 2 e 3 
do Capítulo VIII e o Capítulo IX até (incluindo) o Teorema de 
Bonnet-Myers.





Capítulo 0

Variedades Diferenciáveis

1 Introdução
A noção de variedade diferenciável é necessária para estender 

os métodos do Cálculo Diferencial a espaços mais gerais que o R”. 
O primeiro exemplo de variedade accessível à nossa experiência é 
uma superfície regular do R3. Recordemos que um subconjunto 
S C R3 é uma superfície regular se, para todo ponto p G S, 
existem uma vizinhança V de p em R3 e uma aplicação x: U C 
R2 —> V D S de um aberto U C R2 sobre V D S, tais que:

(a) x é um homeomorfismo diferenciável;

(b) A diferencial (dx)q: R2 —> R3 é biunívoca para todo q Ç.U 
(v. M. do Carmo, [dC 2], Chap. 2).

A aplicação x é chamada uma parametrização de S em p.
A conseqüência mais importante da definição de superfície 

regular é o fato que a mudança de parametrizações é um difeo- 
morfismo (M. do Carmo, [dC 2], §2.3. Cf. também o Exemplo 4.2 
adiante). Mais precisamente, se xa: Ua —> S e Xp-. Up —> S são 
duas parametrizações tais que a?a(t/a) A Xp(Up) = W / 0, então 
as aplicações x^1 o xa: x“1(lV) —> R2 e x~x o xp: —> R2
são diferenciáveis.
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Deste modo, uma superfície regular é intuitivamente uma 
reunião de abertos do R1 2, organizados de tal modo que quando 
dois tais abertos se intersectam a transição de um para outro 
se faz de maneira diferenciável. Como conseqüência, tem sen­
tido, em uma superfície regular, falar em funções diferenciáveis 
e aplicar aí os métodos do Cálculo Diferencial.

O maior defeito da definição de superfície regular é a sua 
dependência em relação ao R3. Com efeito, a idéia natural de 
superfície é a de um conjunto que seja bi-dimensional (em um 
certo sentido) e ao qual se possa aplicar o Cálculo Diferencial 
do R2; a presença desnecessária do R3 é simplesmente uma im­
posição de nossa natureza física.

Embora a necessidade de uma idéia abstrata de superfície 
(isto é, sem envolver um espaço ambiente) fosse entrevista desde 
Gauss ([Ga], pg. 21), foi necessário quase um século para que tal 
idéia atingisse a forma definitiva que apresentamos aqui. Uma 
das razões desta demora é que, mesmo para as superfícies do R3, 
o papel fundamental da mudança de parâmetros não era bem 
compreendido (Cf. Obs. 2.2 da próxima seção).

A definição explícita de variedade diferenciável será apresen­
tada na próxima seção. Como não há vantagem alguma em nos 
restringirmos à dimensão dois, a definição será dada para uma 
dimensão n qualquer. Diferenciável significará sempre de classe 
C°°.

2 Variedades diferenciáveis; espaço 
tangente

2.1 Definição. Uma variedade diferenciável de dimensão n é 
um conjunto M e uma família de aplicações biunívocas xa: Ua C 
Rn —> M de abertos Ua de Rn em M tais que:

(1) U®a(UQ) = M.
a
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(2) Para todo par a, ft, com xa(UQ) nxp(Up) = W / 0, os con­
juntos x“1(W) e ££1(Wz) são abertos em R” e as aplicações 
Xp1 oxa são diferenciáveis (Fig. 1).

(3) A família {({7a,£a)} é máxima relativamente às condições 
(1) e (2).

O par (Í7a,Xa) (ou a aplicação xa) comp G xa(Ua) é chamado 
uma parametrização (ou sistema de coordenadas) de M em p; 
^a({7Q) é então chamada uma vizinhança coordenada em p. Uma 
família {((/a,íCa)} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura 
diferenciável em M.

A condição (3) comparece por razões puramente técnicas. 
Em verdade, dada uma estrutura diferenciável em M, podemos 
facilmente completá-la em uma máxima, agregando a ela todas 
as parametrizações que junto com alguma parametrização da es­
trutura satisfazem a condição (2). Portanto, com um certo abuso 
de linguagem, podemos dizer que uma variedade diferenciável é 
um conjunto munido de uma estrutura diferenciável. Em ge­
ral, a extensão à estrutura máxima será admitida sem maiores 
comentários.
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2.2 Observação. Uma comparação entre a Definição 2.1 e a de­
finição de superfície regular em R3 mostra que o ponto essencial 
(a menos da mudança de 2 para n) foi destacar a propriedade 
fundamental da mudança de parâmetros (que é um teorema para 
superfície em R3) e colocá-la como axioma na condição 2 da De­
finição 2.1. Como logo veremos, esta é a condição que permite 
transportar para as variedades diferenciáveis todas as noções do 
Cálculo Diferencial do Rn.

2.3 Observação. Uma estrutura diferenciável em um conjunto 
M induz de uma maneira natural uma topologia em M. Basta 
definir que A C M é um aberto de M se x“1(A D xa(C/a)) é um 
aberto de Rn para todo a. E imediato verificar que Meo vazio 
são abertos, que a união de abertos é aberto e que a intersecção 
finita de abertos é aberto. Observe que a topologia é definida de 
tal modo que os conjuntos xa{Ua} são abertos e as aplicações xa 
são contínuas.

O espaço euclidiano Rn, com a estrutura diferenciável dada 
pela identidade é um exemplo trivial de variedade diferenciável. 
Vejamos um exemplo não-trivial.

2.4 Exemplo. 0 espaço projetivo real Pn(R). Indicaremos por 
Pn(R) o conjunto das retas de Rn+1 que passam pela origem 
0 = (0,..., 0) 6 Rn+1; isto é, Pn(R) é conjunto das “direções”de 
Rn+1.

Vamos introduzir em Pn(R) uma estrutura diferenciável. Para 
isto, seja (zi,... ,zn+i) € Rn+1 e observe, inicialmente, que 
Pn(R) é o espaço quociente de Rn+1 — {0} pela relação de equi­
valência:

(*^1, • • • > ^n+l) (ÀXij • • • j 0,

os pontos de Pn(R) serão indicados por [a?i,..., zn+i]. Observe 
que, se Xi / 0,

, . . . , 3?n4-l] —
*1
Xi Xi Xi

^n+1
Xi

%Í— 1 -| ^2+1
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Definamos em Pn(R) subconjuntos Ví,, Vn+1, dados por:

V = {[xi,... ,xn+i]; Xi ± 0}, i = 1,... ,n + 1.

Geometricamente, V. é o conjunto das retas do Rn+1 que passam 
pela origem e não pertencem ao hiperplano Xi = 0. Vamos mos­
trar que podemos tomar os ViS como vizinhanças coordenadas, 
onde as coordenadas em V são

Xi—i ^i+l ^n+1
Z/l j • • • j Vi—1 , Vi , • • • , 2/n

Xi Xi Xi Xi

Para isto, definamos aplicações Xi: R” —> Vi por

Xi(yi,...,yn) = [yi,...,yi-i,l,yi,---,yn], (yi,---,yn) eRn.

e mostremos que a família {(Rn, Xi)} é uma estrutura diferenciável 
em Pn(R).

Com efeito, cada aplicação Xi é evidentemente biunívoca e 
IJ Xj(Rn) = Pn(R). Resta mostrar que x“1(Vri n Vj) é aberto em 
R" e x~x oxí é aí diferenciável, j = 1,..., n + 1. Ora, os pontos 
de x^ÇVi l~l Vj) são da forma:

{(yi,---,yn) eRn; yj /o}.

Portanto x~1(VÍ D V}) é aberto em Rn, e, supondo i> j (o caso

[2/1 > • • • > yi-111) yii • • • > z/n]

i < j é análogo),

Xj 1 O Xi (,yi, ■ • • > Vn) — X.

= X-
'yi

) yj-1 -i• • • 5 jJ [yj %
= (- %‘-i 2/j+i

\Vj
> • • • 51 5 5

yj yj

yj

yi-i 1 yi

yj yj yj

yn
yj]

) ) • • • 5

que é evidentemente diferenciável.
Em resumo, o espaço das direções de Rn+1 (espaço projetivo

real Pn(R) fica coberto por n + 1 vizinhanças coordenadas V,
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onde Vi é constituído pelas direções de Rn+1 que não estão no 
hiperplano x* = 0; além disto, em cada V temos coordenadas

2*1 1 ^Í+1 3?71+1 \

Xi Xi Xi Xi J
onde (xi,... , a:n+1) são as coordenadas de Rn+1. É usual, na 
terminologia clássica, chamar as coordenadas de V. “coordenadas 
não-homogêneas” correspondentes às “coordenadas homogêneas” 
(xi,..., x„+i) e Rn+1.

Antes de apresentarmos mais exemplos de variedades dife­
renciáveis, convém explorar um pouco mais as conseqüências da 
Definição 2.1. De agora em diante, quando indicarmos uma va­
riedade por Mn, o índice superior n indicará a dimensão de M.

Primeiro, estenderemos a noção de diferenciabilidade às apli­
cações entre variedades.

2.5 Definição. Sejam Mj1 e M™ variedades diferenciáveis. 
Uma aplicação 99: My —> M2 é diferenciável em p E Mi se dada 
uma parametrização y : V C Rm —> M2 em ip(p) existe uma pa­
rametrização x: U cKn —> Mi em p tal que ç>(rc(t/)) C y(V) e 
a aplicação

(1) y-1 ocpox: U cRn Rm

é diferenciável em x-1(p) (Fig. 2). cp é diferenciável em um 
aberto de Mi se é diferenciável em todos os pontos deste aberto.

Decorre da condição (2) da Definição 2.1 que a definição dada 
é independente da escolha das parametrizações. A aplicação (1) 
é chamada a expressão de <p nas parametrizações x ey.

Em seguida, gostaríamos de estender às variedades diferen-✓
ciáveis a noção de vetor tangente. E conveniente, mais uma vez, 
usar a nossa experiência com superfícies regulares do R3. Nas 
superfícies do R3, um vetor tangente em um ponto p da superfície 
é definido como a “velocidade” em R3 de uma curva da superfície 
passando por p. Como não dispomos do suporte de um espaço 
ambiente, precisamos achar uma propriedade característica do 
vetor tangente que substitua a noção de velocidade.
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As considerações seguintes motivam a definição que daremos 
a seguir. Seja o: (—e,e) —> Rn uma curva diferenciável de Rn, 
com a(0) = p. Escreva

a(t) = (xi(t)),...,xn(í)),t G (—e,e),(xi,...,xn) GRn.

Então a/(0) = (^í (0) j • • •, ^(O)) = v € Seja agora f uma 
função diferenciável definida em uma vizinhança de p. Podemos 
restringir f à curva a e escrever a derivada direcional segundo o 
vetor v G Rn como

d(f o a)
dt t=o

=
rir-

i=l

dxi
dtt=0

Portanto a derivada direcional segundo v é um operador sobre 
funções diferenciáveis que depende unicamente de v. Esta é a 
propriedade característica que usaremos para definir vetor tan­
gente em variedades.

2.6 Definição. Seja M uma variedade diferenciável. Uma apli­
cação diferenciável a: (—e, e) —> M é chamada uma curva (dife­
renciável) em M. Suponha que o;(0) = p G M, e seja P o con­
junto das funções de M diferenciáveis em p. O vetor tangente à
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curva a em t = 0 é a função a'(0): T> —> K. dada por

<*'(0)/ =
d(f o a) 

dt
/eP.

t=o

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma 
curva a: (—e, e) —> M com a(0) = p. O conjunto dos vetores 
tangentes a M em p será indicado por TPM.

Se escolhermos uma parametrização x: U Mn em p = 
rc(O), podemos exprimir a função f e a curva a nesta parametri­
zação por

f°x(q) = f(x1,...,xn), q = (xi,...,xn) e U,

x O Oé(t) = (xi(t),xn(t)), 

respectivamente. Portanto, restringindo f a a, obteremos

“W = S(/OQ)
£=0 í=0

Em outras palavras, o vetor az(0) pode ser expresso na parame­
trização x por

(2)

Observe que (| é o 
\dxijo

nada” (Fig. 3):

vetor tangente em p à “curva coorde-

Xi x(0,...,0,Xi,0,... ,0).
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A expressão (2) mostra que o vetor tangente a uma curva 
a em p depende apenas das derivadas de a em um sistema de 
coordenadas. Decorre também de (2) que o conjunto TPM, com 
as operações usuais de funções, forma um espaço vetorial de di­
mensão n, e que a escolha de uma parametrização x: U —» M de­
termina uma base associada < () ,..., (1 em T„M 

WoJ
(Fig. 3). E imediato que a estrutura linear em TPM assim defi­
nida não depende da parametrização x. O espaço vetorial TPM 
é chamado o espaço tangente de M em p.

Com a noção de espaço tangente podemos estender às va­
riedades diferenciáveis a noção de diferencial de uma aplicação 
diferenciável.

2.7 Proposição. Sejam e M™ variedades diferenciávveis 
e seja <p: Mi —» M2 uma aplicação diferenciável. Para cada 
p G Mi e cada v G TpMi, escolha uma curva diferenciável 
a: (—e, e) —> Mi com o(0) = p, a'(0) = v. Faça (3 = (p o a. A 
aplicação dpp: TpMi —> Tv(p)M2 dada por dtpp(v) = /3'(0) é uma 
aplicação linear que não depende da escolha de a. (Fig. 4).

Demonstração: Sejam x: U —> Mi e y : V —> M2 parame­
trizações em p e <p(p), respectivamente. Exprimindo <p nestas 
parametrizações, podemos escrever

y-1 o p o x(<?) = (7/1 (xi,... ,x„),... ,ym(xi,... ,iB)) 

q = (xi,...,xn) EU, (1/1,..., ym) E V.
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Por outro lado, exprimindo a na parametrização x, obteremos 

x-1 o a(t) = (xi(í),..., x„(í)).

Portanto,

2Z-1 o^(í) = (?/i(a;i(t),...,xn(t)),...,2/m(a;i(í),...,a:n(t))).

«O-
Decorre daí que a expressão de /?'(0) na base

, associada à parametrização y, é dada por

(3) dxi=l 1 i=l dxi

A relação (3) mostra imediatamente que /?z(0) não depende da 
escolha de a. Além disto, (3) pode ser escrita como

/T(0) = (*'(o)),

i = 1,... ,ra; j = l,...,n,

onde

parametrizações x ey é precisamente a matriz

í I indica uma matriz m x n e x\ (0) indica uma ma- 
\^i)

triz coluna com n elementos. Portanto, d<pp é uma aplicação 
linear de TpM-í em T^P)M2 cuja matriz nas bases associadas às 

iz (£)■
□

Figura 4
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2.8 Definição. A aplicação linear dipp dada pela Proposição 2.7 
é chamada diferencial de <p em p.

2.9 Definição. Sejam Mi e M2 variedades diferenciáveis. Uma
aplicação —* M2 é um difeomorfismo se ela é diferenciável,
biunívoca, sobrejetiva e sua inversa ip-1 é diferenciável. (p é um 
difeomorfismo local em p G M se existem vizinhanças U de p e 
V de <p(jp) tais que tp: U —> V é um difeomorfismo.

A noção de difeomorfismo é a noção natural de equivalênciaX
entre variedades diferenciáveis. E uma conseqüência imediata do 
teorema da função composta que se y. —> M2 é um difeo­
morfismo, então dipp: TpMi —> Tvçp)M2 é um isomorfismo para 
todo p € Mi; em particular as dimensões de Mi e M2 são iguais. 
Uma recíproca local deste fato é o seguinte teorema.

2.10 Teorema. Seja<p-. —> A/J uma aplicação diferenciável
e seja p G Mi tal que dipp: TpMi —» TV^)M2 é um isomorfismo. 
Então <p é um difeomorfismo local em p.

A demonstração é uma aplicação imediata do teorema da 
função inversa no K”.

Figura 5

3 Imersões e mergulhos; exemplos

3.1 Definição. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma 
aplicação diferenciável (p: M —> TV é uma imersão se d<pp. TpM—> 
TpfâN é injetiva para todo p 6 M. Se, além disto, (p é um 
homeomorfismo sobre <p(M) C N, onde <p(M) tem a topologia 
induzida por N, diz-se que ip é um mergulho. Se M C N e
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a inclusão i: M N é um mergulho, diz-se que M é uma 
subvariedade de N.

Observe-se que se ç?: Mm —> Nn é uma imersão, então 
m < n; a diferença n — m é chamada a codimensão da imersão 
V-

3.2 Exemplo. A curva o: R —> R2 dada por a(í) = (i, |í|) não 
é sequer diferenciável (Fig. 5).

3.3 Exemplo. A curva a: R —> R2 dada por «(t) = (í3,í2) é 
uma aplicação diferenciável mas não é uma imersão. Com efeito, 
a condição de imersão neste caso é equivalente a que a' (t) / 0, 
o que não ocorre para t — 0 (Fig. 6).

3.4 Exemplo. A curva a(t) = (í3 — 4t, t2 — 4) (Fig. 7) é uma 
imersão a: R —> R2 que possui uma auto-intersecção para t = 0. 
Portanto a não é um mergulho.
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3.5 Exemplo. A curva (Fig. 8)

a(t) <
(O, + 2)),
curva regular (v. Fig. 8), 
(-Í,-senj),

t 6 (-3,-1],
4 6 ( - ii-í)

é uma imersão a: (—3,0) —> R2 sem auto-intersecções. Entre­
tanto, a não é um mergulho. Com efeito, uma vizinhança, na 
topologia induzida por R2, de um ponto p na parte vertical da 
curva (Fig. 8) é constituida por uma infinidade de componen­
tes conexas. Por outro lado, uma vizinhança de um tal ponto 
na topologia “induzida” por a (que é a topologia da reta) é um 
intervalo aberto, logo conexo.

3.6 Exemplo. É claro que uma superfície regular S C R3 pos­
sui uma estrutura diferenciável dada por suas parametrizações 
xa: Ua S. Com tal estrutura, as aplicações xa são dife­
renciáveis e, em verdade, são mergulhos de Ua em S; isto é uma 
conseqüência imediata das condições (a) e (b) da definição de 
superfície regular dada na Introdução. Vamos mostrar que a in­
clusão i: S C R3 é um mergulho, isto é, S é uma subvariedade 
de R3.

Figura 8

Com efeito, i é diferenciável, pois para todo p 6 S existe uma 
parametrização x: U C R2 —* S de S em p e uma parametrização 
j: V C R3 —»• V de R3 em i(p) (V é uma vizinhança de p em R3 e
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j é a aplicação identidade), tais que j_1oiox = x é diferenciável. 
Além disto, pela condição (b), i é uma imersão e, pela condição 
(a), i é um homeomorfismo sobre sua imagem, o que prova o 
afirmado.

Na maior parte das questões puramente locais de Geometria 
é indiferente tratar com imersões ou mergulhos. Isto provém da 
seguinte proposição que mostra ser toda imersão localmente (em 
um certo sentido) um mergulho.

3.7 Proposição. Sejap: M™ —> M™, n <m, uma imersão da 
variedade My na variedade M2 . Para todo ponto p G Mi, existe 
uma vizinhança V C Mi de p tal que a restrição <p\V —> M2 é 
um mergulho.
Demonstração: Este fato é uma conseqüência do teorema da 
função inversa. Sejam Xi: Ui C Rn —> Mi e x2: U2 C M2
sistemas de coordenadas em p em <p(p), respectivamente, e indi­
quemos por (aq,..., xn) as coordenadas de Rn e por (j/i,..., ym) 
as coordenadas de Rm. Nestas coordenadas, a expressão de <p, 
isto é, a aplicação tp = x%1 cxpoxi pode ser escrita

<P = (Pi(^i, • • •, xn),..., ym(xi, ■■■, Zn))-

Seja q = xf^p). Como (p é uma imersão, podemos supor, renu- 
merando as coordenadas de Rn e IRm se necessário, que 

(?) / 0.
1, . . . , Xn)

Para aplicar o teorema da função inversa, introduzamos uma 
aplicação (j) = Ui X ^n-n=k flpi pOr

5 * * * 5 ^1 , • • • » ^/c)

= (í/l > • • • >*^n)» • • • i Dnfaxi • • • , %n)i Pn+lO^l) • • • > ^n) "b ^1)

• • • > 2/n+fc(^l, • • • ) ^n) "l” tk)i

onde (ti,..., ffc) G Rm_n=fc. É imediato verificar que </> restrito a 
Ui coincide com <p e que

det(d</>9) = d(pi,...,j/n)
d(xi,...,xn)

(9) / 0.
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Pelo teorema da função inversa, existem vizinhanças Wi C Ui x 
de q e W? C de </>(ç) tais que a restrição </>|Wi é um 

difeomorfismo sobre W2 • Seja V = Wi n Ui. Como <f>\V = (p\V 
e Xi é um difeomorfismo, i — 1,2, concluimos que a restrição a
V = Xi(V) da aplicação </> = x^o (p ° aÇ1: V —> <p(V) C M% é 
um difeomorfismo, donde um mergulho. □

4 Outros exemplos de variedades. Ori 
entação

4.1 Exemplo. (O fibrado tangente). Seja Mn uma variedade 
diferenciável e seja TM = {(p,u);p G G TPM}. Vamos mu­
nir o conjunto TM de uma estrutura diferenciável (de dimensão 
2n); com tal estrutura TM será chamado fibrado tangente de M. 
Este é o espaço natural de se trabalhar quando estamos tratando 
de questões que envolvem posições e velocidades, como no caso 
da Mecânica.

Seja {(f/Q,arQ)} a estrutura diferenciável máxima de M. Indi­
caremos por (x“,...,x“) as coordenadas de Ua e por 
í d d 1
| ~Q~ã' ‘’ 'õ~ã í 818 bases associadas nos espaços tangentes de 

xQ(Ua)- Para cada a, defina

ya: Ua x Rn -> TM,

por

ya(xf,...,x^,u1,...,un) =

í ) • • • j ã ) ’ (^1’ ' • ' >
2=1

Geometricamente, isto significa que tomamos como coordenadas 
de um ponto (p, v) G TM as coordenadas x“,..., de p junto

com as coordenadas de v na base < ——, • • •, -z— 
l&rf ' dx%
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Vamos mostrar que {(Ua x Rn,2Za)} é uma estrutura dife­
renciável em TM. Como (JxQ(f/a) = M e (da:a)9(Rn) = TXa(q)M,

a
q£Ua, teremos que

Uya(UQ X Rn) = TM,

o que verifica a condição 1 da Definição 2.1. Seja agora

(p,v) G ya(Ua x Rn) Hyp(Up x Rn).

Então

(p,u) = (xa(qa),dxa(vQy) = (xp(qp),dxp(ypf),

onde qa €Ua, qp Ç.Up, va, vp G Rn. Portanto,

í// ° !Za(9«» va) = VplMqa), dxa(ya)) =

= ((x^1 oia)(ga), dÇx-1 o®a)(va)).

Como Xp1 oxa é diferenciável, dÇxp1 o xa) também o é. Decorre 
daí que y^1 o yQ é diferenciável, o que verifica a condição 2 da 
Definição 2.1 e conclui o exemplo.

4.2 Exemplo. (Superfícies regulares do Rn). A generalização 
natural da idéia de superfície regular em K3 é a noção de su­
perfície de dimensão k em Rn, k < n. Um subconjunto Mk C 
Rn é uma superfície regular de dimensão k se para cada p G Mk 
existem uma vizinhança V de p em Rn e uma aplicação x: U C 
Rfc —> M n V de um aberto U C Rfc sobre M D V tais que:

(a) x é um homeomorfismo diferenciável.
(b) (dx)q: Rfc —> Rn é injetiva para todo q£U.

A menos das dimensões envolvidas, a definição é exatamente 
a mesma que foi dada para superfícies regulares do R3 na In­
trodução.

De maneira análoga a que se faz para superfície do R3 
(M. do Carmo [dC 2], pg. 71), prova-se que se x : U C Rfc Mk 
ey:V C Rfe —> Mk são duas parametrizações comx(U)ny(V') =
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W / (f>, então a aplicação h = rr_1 oy. > x-1(W) é um
difeomorfismo. Por completação, daremos a seguir um esquema 
desta demonstração.

Primeiro, observamos que h é um homeomorfismo como com­
posta de homeomorfismos. Seja r 6 y~ 1(W) e faça q = h(r). 
Sejam u*) e U e (t>i,..., vn) e Rn, e escreva x nestas
coordenadas como

x(ur,..., uk) = , ufe),..., v„(wi,..., ufc)).

Pela condição (b), podemos supor que

5(íii, . . . , Uk)
(«) / 0.

Estendamos x a uma aplicação F: U x k Rn dada por

p1 (ííi, • • • , Uk, tfc+l, • • • > tn)
= (fi(ui, . . . , Uk), ..., Vfc(ui, . . . , Uk), Vjfc+i(lti, . . . , Uk)

+ ífc+1) • • • , Vn(ui, . . . , Uk) + tn),

onde (tk+i,... ,tn) G Rn_fc. É claro que F é diferenciável e a 
restrição de F a U x {(0,..., 0)} coincide com x. Por um cálculo 
simples, obteremos que

'ktW^ = IfeSyw+0

Podemos então aplicar o teorema da função inversa, que garante 
a existência de uma vizinhança Q de x(q) onde F_1 existe e é 
diferenciável. Por continuidade de y, existe uma vizinhança R C 
V de r tal que y(R) C Q. Note que, restrita a R, h\R = F~l o 
t/|jR é uma composição de aplicações diferenciáveis. Logo h é 
diferenciável em r, donde em y_1(W). Um argumento semelhan­
te mostraria que h_1 é também diferenciável, como queríamos 
provar. □



18 [CAP. 0: VARIEDADES DIFERENCIÁVEIS

Do resultado que acabamos de provar, decorre, por um argu­
mento inteiramente análogo ao do Exemplo 3.6 que Mk é uma va­
riedade diferenciável de dimensão k e que a inclusão i: Mk C Rn 
é um mergulho, isto é, Mk é uma subvariedade de K".

4.3 Exemplo. (Imagem inversa de um valor regular). Para o 
exemplo que se segue, precisamos de algumas definições.

Seja F: U C Rn —> uma aplicação diferenciável de um 
aberto U do Rn. Um ponto p € U é um ponto crítico de F se a 
diferencial dFp: Rn —> não é sobrejetiva. A imagem F(p) de 
um ponto crítico é chamada um valor crítico de F. Um ponto 
a G IRm que não é um valor crítico é chamado um valor regular 
de F. Note que qualquer ponto a F(lF) é trivialmente um 
valor regular de F e que se existe um valor regular de F em Rn, 
então n > m.

Seja agora a G F(U) um valor regular de F. Vamos mostrar 
que a imagem inversa F~l(a) cRn é uma superfície regular de 
dimensão n—m = k. Pelo que foi visto no Exemplo 4.2, F_1(a) 
é então uma subvariedade de IRn.

Para provar o afirmado, usaremos mais uma vez o teorema 
da função inversa. Seja p G F_1(a). Indiquemos por q = 

um ponto de Rn=m+fc e por F(q) =
• • • >/m(ç)) a aplicação F. Como a é um valor regular 

de F, dFp é sobrejetiva. Podemos, portanto, supor que

d(y1,...,ym)
(p) í 0.

Definamos uma aplicação ip: U C R" —> Rn-m+fc por

• • •,2An,zi,. • •, £fc) = (/i(g),. • •, fm(q), xi,..., Xk).

Então
detm = g\vZ''fy^ W * °'

Pelo teorema da função inversa, <p é um difeomorfismo de uma vi­
zinhança Q de p sobre uma vizinhança W de <p(p). Seja Km+k C
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W C Rm+fc um cubo de centro <p(p) e faça V — tp 1(/<m+fc) n Q. 
Então aplica a vizinhança V difeomorficamente sobre Km+k = 
Km x Kk. Defina uma aplicação x: Kk —> V por

. . . , íTfe) = (®1> • • • > ^lj • • • , •£&)>

onde (ai,..., am) = a. É imediato verificar que (p satisfaz às 
condições (a) e (b) da definição de superfície regular dada no 
Exemplo 4.2. Como p é arbitrário, F_1(a) é uma superfície re­
gular do Rn, como havíamos afirmado.

Antes de passarmos a outros exemplos de variedades dife­
renciáveis, convém introduzir a importante noção global de ori­
entação.

4.4 Definição. Seja M uma variedade diferenciável. Diz-se 
que M é orientável se M admite uma estrutura diferenciável 
{(£/<*,®a)} tal que:

(i) para todo par a, (3, com xa(Ua) D Xp(Up) = W 7^ 0, a 
diferencial da mudança de coordenadas Xp ox~l tem deter­
minante positivo.

Caso contrário, diz-se que M é não-orientável. Se M é orientável, 
a escolha de uma estrutura diferenciável satisfazendo (i) é cha­
mada uma orientação de M e M é, então, orientada. Duas es­
truturas diferenciáveis que satisfazem (i) determinam a mesma 
orientação se a união delas ainda satisfaz (i).

Não é difícil verificar que se M é orientável e conexa existem 
exatamente duas orientações distintas em M.

Sejam agora e M2 variedades diferenciáveis e (p: M\z
M2 um difeomorfismo. E imediato verificar que Mi é orientável 
se e só se M2 é orientável. Se, além disto, Ali e M2 são conexas 
e estão orientadas, <p induz uma orientação em M2 que pode ou 
não coincidir com a orientação inicial de M2. No primeiro caso, 
diz-se que (p preserva a orientação e no segundo, que <p reverte 
a orientação.

4.5 Exemplo. Se M pode ser coberta por duas vizinhanças 
coordenadas Vi e V2 de modo que a intersecção Ví D V2 é conexa,
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então M é orientável. Pois, como o determinante Jacobiano 
da mudança de coordenadas é / 0, ele não muda de sinal em 
Vi n V2 ; se é negativo em um ponto, basta trocar o sinal de uma 
das coordenadas para que ele passe a positivo neste ponto, donde 
em Ví n V2 •

4.6 Exemplo. O simples critério do exemplo anterior pode ser 
usado para mostrar que a esfera

gn
f n+1

< (aq,..., zn+1) G Rn+1; xl
„ i=l

C Rn+1= 1 >

é orientável. Com efeito, seja N = (0,..., 0,1) o pólo norte 
e S — (0,... ,0, —1) o pólo sul de Sn. Defina uma aplicação 
Kí: Sn — {TV} —> Rn (projeção estereográfica a partir do pólo 
norte) que leva p = (aq,... ,xn+i) de Sn — {TV} na intersecção 
do hiperplano xn+i = 0 com a reta que passa por p e TV. E 
imediato verificar que (Fig. 9)

• • • > ^n+l)
rei Xn

. 1 ®n+1 1 *^n+l,

A aplicação 7Ti é diferenciável, injetiva e aplica Sn — {TV} sobre o 
hiperplano xn+1 = 0. A projeção estereográfica 7r2: Sn — {S} —> 
Rn a partir do pólo sul sobre o hiperplano xn+i — 0 possui as 
mesmas propriedades.

Figura 9
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Portanto, as parametrizações (Rn, 7TX x), (Rn, 7r2 X) cobrem Sn. 
Além disto, a mudança de coordenadas:

Xi t xi
yj 1 - Xn+1 1 + £n+i ’

eRn, j = l,...,n,

é dada por

é/j n

1=1

Tl-1-1
(aqui usamos o fato que ^2 xk = !)• Portanto, a família 

k=l
{(Rn, 7rf1), (Rn, 71Ç1)} é uma estrutura diferenciável em Sn. Ob­
serve que a intersecção 7rfx(R”) D 7iÇx (Rn) = Sn — {N U S} é 
conexa, logo Sn é orientável e a família dada determina uma 
orientação de Sn.

Seja agora A: Sn —> Sn a aplicação antípoda dada por 
A{p) — — p, p G Rn+1. A é diferenciável e A2 = ident. Portanto 
A é um difeomorfismo de Sn. Observe que quando n é par, A 
reverte a orientação de Sn e quando n é ímpar, A preserva a 
orientação de Sn.

Estamos agora em condições de apresentar outros exemplos 
de variedades diferenciáveis.

4.7 Exemplo. {Outra apresentação do espaço projetivo). O 
conjunto Pn(R) das retas de Rn+X que passam pela origem pode 
ser pensado como o espaço quociente da esfera unitária Sn = 
{p G Rn+X; |p| = 1} pela relação de equivalência que identifica 
p G Sn com o seu ponto antípoda A(p) = —p. Com efeito, 
cada reta que passa pela origem determina na esfera dois pon­
tos antípodas e a correspondência assim obtida é evidentemente 
biunívoca e sobrejetiva.

Levando em conta este fato vamos introduzir uma outra es­
trutura diferenciável em Pn(R) (Cf. Exemplo 2.4). Para isto, 
introduziremos inicialmente em Sn C Rn+1 uma estrutura de
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superfície regular, definindo parametrizações

xt: Sn, xi U Sn, 1, . . . ,Tl + 1,

obtidas do seguinte modo:

Ui = {(xx,.. -, xn+x) <= Rn+1; Xi = 0,

xx -I---- + x?_x + x?+1 -1------ 1- x^+x <

x+(xx,.. • ? •Ei—1 j *Ei-j-l j • • • j ^n+l)

= (Zl, ■ • • •> 1? A, ^i+1, • • • j ^n+l)?
XffXi,.. • • • j

= (*i, • • • j lj • • • 5

onde Di = ^/1 — (xx -I------ H x?_x + x?+x H------ 1- x£+x). É ime­
diato verificar que as condições (a) e (b) da definição do Exem­
plo 4.2 são satisfeitas. Portanto, a família

{tu,,x+m.xr)}, i = i,...,n+i

é uma estrutura diferenciável em Sn. Geometricamente, isto 
equivale a cobrir a esfera Sn com vizinhanças coordenadas que 
são semi-esferas perpendiculares aos vários eixos X; e tomar como



[SEC. 4: OUTROS EXEMPLOS DE VARIEDADES. ORIENTAÇÃO 23

coordenadas em, por exemplo, xf (Ui), as coordenadas da projeção 
ortogonal de xf(Ui) sobre o hiperplano Xi = 0 (Fig. 10).

Seja 7r: Sn —> Pn(R) a projeção canônica, isto é, 7r(p) = 
{p, —p}; observe que tt(x+(Uí)) = tv(x~(Uí)). Vamos definir uma 
aplicação p,: Ui —► Pn(R) por

Vi = ^oxf.

Como % restrito a. xf (Ui) é biunívoca, temos que

Ví1 ° Vj = (tt O xf)_1 o (7T O £+) = (xf )-1 o xf ,

donde a diferenciabilidade de yf1 o y^, para todo i,j = 
1,... ,n + l. Decorre daí que a família {(Ui^)} é uma estrutura 
diferenciável de Pn(R).

Em verdade, esta estrutura diferenciável e a do Exemplo 2.4 
dão origem a uma mesma estrutura máxima. Com efeito, as 
vizinhanças coordenadas são as mesmas e a mudança de coorde­
nadas é dada por:

f Xi—i 1 ^-í+l Xji-j-i
I , . . . , , 1, , • • • , I *
\ Xi Xi Xi Xi J

► (*^i> • • • > 15 Di, ,..., íTfj+i)

que, como Xi / 0 e Di / 0, é diferenciável.
Como veremos no Exercício 9, Pn(R) é orientável se e só se 

n é ímpar.

4.8 Exemplo. (Ação descontínua de um grupo). Uma maneira 
de construir variedades diferenciáveis, que generaliza o processo 
acima, é dada pelas seguintes considerações.

Diz-se que um grupo G age em uma variedade diferenciável 
M se existe uma aplicação <p: G x M —> M tal que:

(i) Para cada g € G, a aplicação <ps: M —> M dada por 
<ps(p) = p € M é um difeomorfismo, e <pe =
identidade.

(ii) Se pi,g2 € G, ygi92 = <p9l o <pg2.
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✓
E freqüente, quando estamos tratando de uma única ação, indi­
car <p(g,p) = gp, com isto, a condição (ii) se escreve como uma 
espécie de associatividade: (pip2)p = í?i(í?2P)-

Diz-se que uma ação é propriamente descontínua se todo 
p G M possui uma vizinhança U C Aí tal que U A g(U) = 0 
para todo g e.

Quando G age sobre M, a ação determina uma relação de 
equivalência ~ em M, onde pi ~ P2 se e só se p^ = gp±, para 
algum g G G. Indicaremos o espaço quociente de M por esta 
relação de equivalência por M/G. A aplicação M —> M/G, 
dada por

7r(p) = classe de equivalência de p = Gp

será chamada a projeção de M em M/G.
Seja agora M uma variedade diferenciável e seja G x M —> 

M uma ação propriamente descontínua de um grupo G em M. 
Vamos mostrar que M/G possui uma estrutura diferenciável de 
modo que a projeção 7r: Aí —> MfG é um difeomorfismo local.

Para cada p € M escolha uma parametrização x: V —> M 
em p de modo que x(V) C U, onde U C M é uma vizinhança 
de p tal que U A g(U) = 0, g e. E claro que 7r|CZ é injetiva, 
donde y = tt o x : V —> M/G é também injetiva. A família 
{(V, j/)} evidentemente cobre M/G\ para que tal família seja uma 
estrutura diferenciável, basta mostrar que dadas duas aplicações 
yx = 7r o xi: Vi —»• M/G ey2 = % o ®2: V2 —> M/G com yx (Vx) A 
^2(^2) / 0, então pf1 oy2 é diferenciável.

Para isto, seja 7Tí a restrição de 7r a rCj(Vi), i = 1,2. Seja 
q € JZi(Vi) Aj/2(^2) e seja r = o n2x(q'). Seja ainda W C V2 
uma vizinhança de r tal que (7t2 o rc2)(W) C JZi(Vi) A p2(V2) 
(Fig. 11). Então, restrita a W,

J/l 1 0 ÍZ2 | W = Xy 1 O 7Tj 1 O 7T2 o x2 ■

Basta, portanto, mostrar que 7rf107r2 é diferenciável em p2 = 
tt2 ^g). Sejapi = 7rf1o7r2(p2). Então pi ep2 são equivalentes em 
Aí, donde existe g € G tal que pp2 = pi. E imediato verificar
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que a restrição 7rf1 o 7t2 | ®2(^) coincide com o difeomorfismo 
tpg | o que prova que 7rf1 o%2 é diferenciável em P2, como
queríamos.

Pela própria maneira como foi construída, esta estrutura dife­
renciável é tal que ir: M —> M/G é um difeomorfismo local. 
Um critério de orientabilidade de M/G é dado no Exercício 9. 
Observe que a situação do exemplo anterior se reduz à presente, 
se tomarmos M = Sn e G o grupo de difeomorfismos do Sn 
constituído pela aplicação antípoda A e a identidade I — A2 de 
Sn.

Figura 11

4.9 Exemplo. (Casos particulares do Exemplo 4.8).
4.9 (a). Considere o grupo G das translações “inteiras”do Rfc 
onde a ação de G em Rfc é dada por

G(£i,...,£fc) = (xi +n1,...,xk + nk), ni,...,nkEZ, 

(£l,...,£fc) G Rfc.
✓

E imediato verificar que a aplicação acima define uma ação pro­
priamente descontínua de G em Rfc. O espaço quociente Rfc/G,
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com a estrutura diferenciável descrita no Exemplo 4.8, é cha­
mado o k-toro Tk. Quando k = 2, o 2-toro T2 é difeomorfo ao 
toro de revolução de R3 obtido como imagem inversa do zero da 
função f: R3 —> R

f(x, y, z) = z2 + (\Jx2 + y2 - a)2 - r2.

(Cf. M. do Carmo [dC 2], pg. 62).

4.9 (b). Seja S C R3 uma superfície regular de R3, simétrica em 
relação à origem 0 G R3, isto é, se p E S então — p — A(p) G S. 
O grupo de difeomorfismos de S constituído por {A,Id.} age 
em S de maneira propriamente descontínua. Introduzamos em 
S/G a estrutura diferenciável dada pelo Exemplo 4.8. Quando 
S é o toro de revolução T2, S/G = K é chamada a garrafa 
de Klein-, quando S é a faixa do cilindro circular reto dada por 
C = {(x,y,z) G R3;rr2 + y2 = 1, — 1 < z < 1}, S/G é chamada 
a faixa de Mõbius. Como veremos no Exercício 9, a garrafa de 
Klein e a faixa de Mõbius são não-orientáveis. No Exercício 6, 
indicaremos como a garrafa de Klein pode ser mergulhda em R4.

5 Campos de vetores; colchetes. Topo­
logia das variedades

5.1 Definição. Um campo de vetores X em uma variedade di­
ferenciável M é uma correspondência que a cada ponto p G M 
associa um vetor X(p) G TPM. Em termos de aplicações, X é 
uma aplicação de M no fibrado tangente TM (v. Exemplo 4.1). 
O campo é diferenciável se a aplicação X: M —> TM é dife­
renciável.

Considerando uma parametrização x: U c Rn —> Aí é possível 
escrever

(4)
n

i=l

d
dxi ’
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onde cada ai: U -> R é uma função em U e í1 é a base 
l&cj

z

associada a x, i = 1,... ,n. E claro que X é diferenciável se e 
só se as funções üí são diferenciáveis para alguma (e, portanto, 
para qualquer) parametrização.

As vezes é conveniente utilizar a idéia sugerida por (4) e 
pensar em um campo de vetores como uma aplicação X : í? —> F 
do conjunto T) das funções diferenciáveis em M no conjunto F 
das funções em M, definida do seguinte modo

(5) W)(p) = Eoí(p)^W, /e®,

i

onde f indica, por um abuso de notação, a expressão de f na 
parametrização x. Em verdade, esta idéia de vetor como de­
rivada direcional foi precisamente a maneira como definimos a 
noção de vetor tangente. Como é imediato verificar, a função 
Xf obtida em (5) não depende da escolha da parametrização x. 
Neste contexto, é imediato verificar que X é diferenciável se e só 
se X: T> —> D, isto é, Xf € T> para todo f G D.

Observe que se : M —> M é um difeomorfismo, v E TPM e f 
é uma função diferenciável em uma vizinhança de ç?(p), teremos

= v(f o 9?)(p).

De fato, seja a: (—e,e) —» M uma curva diferenciável com 
a/(0) = v, a(0) = p. Então

d
(dcp(v)f)(p(p) =—(foyoa) = v(foip)(p). 

dt t=o

A interpretação de X com um operador em T> permite-nos 
considerar os iterados de X. Por exemplo, se X e Y são campos 
diferenciáveis em M e f: M —>Ré uma função diferenciável, 
podemos considerar as funções X(Yf) eY(Xf). Em geral, tais 
operações não conduzem a campos vetoriais, por envolverem de­
rivadas de ordem superior à primeira. Entretanto, podemos afir­
mar o seguinte.
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5.2 Lema. Sejam X e Y campos diferenciáveis de vetores em 
uma variedade diferenciável M. Então existe um único campo 
vetorial Z tal que, para todo fçT>, Zf — (XY — YX)f.

Demonstração: Primeiro provaremos que se Z existe, ele é 
único. Admitamos, portanto, a existência de um tal Z. Seja 
p£Mex:U-> M uma parametrização em p, e sejam

dx-'52aia,r. >
dx dxi

as expressões de X e Y nesta parametrização. Então para todo 
/er,

dbj df \ d2f
ttl dxi dxj 3 dxidxj ’

lt3 J V3 J

,ir ,v. ’ Y“''
S2f

3 dxidxj

Portanto, Z é dado, na parametrização x, por 

Zf = XYf - YXf = £
dxi -b< daj

dxi
df_
dxj

o que mostra a unicidade de Z.
Para a demonstração da existência, defina-se Za em cada

vizinhança coordenada xa(C/Q) de uma estrutura diferenciável 
{(UQ,Xa)} de M pela expressão anterior. Por unicidade, Za = 
Zp em XafUa) r\Xp(Up) / 0, o que permite definir Z em toda a 
variedade M. □

O campo vetorial Z dado pelo Lema 5.2 é chamado o colchete 
[A, K] = XY -YXdeXeY- Zé evidentemente diferenciável.

A operação colchete possui as seguintes propriedades:

5.3 Proposição. Se X,Y e Z são campos diferenciáveis em M, 
a, b são números reais, e f, g são funções diferenciáveis, então:
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(a) [X, Y] = —[Y, X] (anticomutatividade),

(b) [oX + bY, Z] = a(X, Z] + b[Y, Z] (linearidade),

(c) [[X, Y],Z} + [[Y, Z],X} + [[Z,X], Y] = 0 (identidade de Ja­
cobi),

(d) [/X, gY] = fg[X, K] + fX(g)Y - gY(f)X.

Demonstração: (a) e (b) são imediatos. Para demonstrar (c), 
basta observar que, por um lado,

[[X, Y],Z] = (XY - YX, Z] = XYZ - YXZ - ZXY + ZYX 

e, por outro lado,

[X, [Y, Zj] + [Y, [Z, X]] = XYZ - XZY - YZX + ZYX 

+ YZX - YXZ - ZXY + XZY.

Como os segundos membros das expressões acima são iguais, 
concluimos (c) usando (a).

Finalmente, para demonstrar (d), calculamos

[fX,gY]= fXfaY) — gY(fX)
= fgXY + /X(S)r - g/YX - gY(f)X 
= lg\X,Y} + }X(g)X - gY(fiX.

□

O colchete [X, Y] pode também ser interpretado como uma 
derivação de Y ao longo das “trajetórias” de X. Para descre­
ver esta interpretação, precisamos de alguns preliminares sobre 
equações diferenciais.

Como uma variedade diferenciável é localmente difeomorfa a 
um Rn, o teorema fundamental de existência, unicidade e de­
pendência das condições iniciais das equações diferenciais or­
dinárias (que é um teorema local) se estende naturalmente às 
variedades diferenciáveis. Para uso posterior, convém enunciá-lo
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explicitamente. O leitor pouco familiarizado com equações di­
ferenciais poderá admitir o enunciado abaixo, que é tudo que 
precisaremos.

Seja X um campo diferenciável de vetores em uma variedade 
diferenciável M, e seja p € M. Então existem uma vizinhança 
U C M de p, um intervalo (—5, 5), 5 > 0, e uma aplicação
diferenciável ip: (—5,5) x U —> M tais que a curva t —> p(t,q),Q
t E (—5,5), q EU, é a única curva que satisfaz — = X(p(t, ç)) 

dt
e 99(0, q) = q.

Uma curva a: (—5,5) —> M que satisfaz às condições a'(t) = 
X(a(t)) e a(0) = q é chamada a trajetória do campo X que passa 
por q para t = 0. O teorema acima garante que por cada ponto 
de uma certa vizinhança passa uma única trajetória de X e que 
a aplicação assim obtida depende diferenciavelmente de t e da 
“condição inicial”ç. E comum utilizar a notação ç?t(ç) = q) 
e chamar pt'- U —> M o fluxo local de X.

A interpretação acima mencionada do colchete [X, V] está 
contida na seguinte proposição.

5.4 Proposição. Sejam X, Y campos diferenciáveis de vetores 
em uma variedade diferenciável M, seja p E M, e seja (pt 0 fluxo 
local de X em uma vizinhança U de p. Então

t—>0 t

Precisamos do seguinte lema de Cálculo.

5.5 Lema Seja h: (—5,5) xU —> R uma aplicação diferenciável 
com h(0, q) = 0 para todo q E U. Então existe uma aplicação 
diferenciável g : (—5,5) x U —> R com h(t,q) = tg(t,q); em par­
ticular,

dh(t, q)
5(0, q) dt t=o

Prova do Lema: Basta definir

dh(ts, q) 
d(ts)

ds
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e observar que

tg(t, q) = d(ts) = h(t> ?)■

Prova da Proposição: Seja f uma função diferenciável em 
uma vizinhança de p. Faça

h(t,q) = - f(q),

e aplique o lema para obter uma função diferenciável g(t, q~), tal 
que

f ° = f(q) + tg(t, í) e g(0,q) = Xf(q).

Decorre daí que

((dç>,r)/)te(p)) = (Y<j o ^))(p) = y/(p) + í(V9(<.p)). 

Portanto

limi [y -dwy]/(w) = lim -y/W _(y9(0,p))

= W17))(p) - (m/))(p)
= ((xr - yx)/)(p)

= (PcnflM-

□

Até agora não fizemos restrição alguma quanto a topologia 
das variedades diferenciáveis. Em verdade, a topologia natural 
de uma variedade pode ser bastante estranha. Em particular, 
pode acontecer que um (ou ambos) dos seguintes axiomas não 
seja satisfeito:

A) Axioma de Hausdorff. Dados dois pontos distintos de M 
existem vizinhanças destes dois pontos que não se intersectam.

B) Axioma da base enumerável: M pode ser coberta por uma 
quantidade enumerável de vizinhanças coordenadas (diz-se então 
que M tem base enumerável).
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O Axioma A é essencial à unicidade do limite de uma su­
cessão convergente e o Axioma B é essencial à existência de 
uma partição diferenciável da unidade, instrumento quase in­
dispensável ao estudo de certas questões sobre variedades. (Em 
verdade, se M é conexa, os Axiomas A e B são equivalentes à 
existência de partição da unidade; V. Teorema 5.6 adiante.)

Por exemplo, uma questão natural na teoria das variedades 
diferenciáveis é saber se uma dada variedade pode ser imersa ou 
mergulhada em algum espaço euclidiano. Um resultado funda­
mental nesta direção é o famoso teorema de Whitney que afirma 
o seguinte: Toda variedade diferenciável (de Hausdorff e com 
base enumerável!) de dimensão n pode ser imersa em R2n e 
mergulhada em R2n+1, (em verdade, o teorema pode ser refinado 
para R2n_1, n > 1, e R2n, respectivamente). Uma demonstração 
deste teorema escapa à finalidade desta introdução e pode ser 
encontrada em E.L. Lima [Li 2].

A título de informação, mencionaremos sem demonstração 
um teorema de existência de partição da unidade. Necessitare­
mos de algumas definições.

Seja M uma variedade diferenciável. Uma família de abertos 
Va C M com [J Va = M é localmente finita se todo ponto p E M

a
possui uma vizinhança U tal que U nVa apenas para um 
número finito de índices. O suporte de uma função f: M —> R 
é o fecho do conjunto dos pontos onde f é diferente de zero.

Dizemos que uma família {fa} de funções diferenciáveis 
fa: M —> R é uma partição diferenciável da unidade se:

(1) Para todo a, fa>0eo suporte de fa está contido em 
uma vizinhança coordenada Va = xa(Ua) de uma estrutura 
diferenciável {(Up,Xp)} de M.

(2) A família {Va} é localmente finita.

(3) 52 fa(p) = 1) para todo p G M (esta condição faz sentido,
a

pois em cada p, fa(p) 0 para apenas um número finito 
de índices).



[SEC. 5: CAMPOS DE VETORES; COLCHETES. TOPOLOGIA DAS VARIEDADES 33

Costuma-se dizer que a partição {fa} da unidade está subor­
dinada à cobertura {V^}.

5.6 Teorema. Uma variedade diferenciável M possui uma 
partição diferenciável da unidade se e só se toda componente 
conexa de M é de Hausdorff e tem base enumerável.

Para uma demonstração v. F. Brickell e R.S. Clark, Diffe- 
rentiable Manifolds, Van Nostrand Reinhold Co., London 1970, 
Chap. 3.

5.7 Observação. Lembremos que dados p E IRn e uma bola 
aberta Br(p) C IRn centrada em p e de raio r, existe uma vi­
zinhança U de p com U C Br(p) e uma função diferenciável 
f: IRn —> K. tais que 0 < f(q) < 1 para todo q G IRn e

Com efeito, se tomarmos, por simplicidade, r = 3, podemos 
escolher U = Bffp) e definir f como f(q) = /3(—|p—g|), q G IRn,
onde 0: IR —> IR é dada por

e a: R —> IR é a função diferenciável que é igual a

exp ----- —---- — em 1—2, —ll e zero fora deste intervalo. É

imediato verificar que f satisfaz às condições requeridas.

Evidentemente, o mesmo se passa em vizinhanças contidas 
em vizinhanças coordenadas de uma variedade diferenciável M. 
Em outras palavras, se p E M e V C M é uma vizinhança de 
p contida em uma vizinhança coordenada de p e homeomorfa 
a uma bola, então existe uma vizinhança U de p com U C V 
e uma função diferenciável f : M —> IR com 0 < /(ç) < 1 se 
q G M, f(q) = 1 se q G U, e f(g) = 0 se q £ V. Este 
fato permite mostrar que certas entidades definidas globalmente
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em M são, em verdade, locais, isto é, seu comportamento em p 
só depende do comportamento de M em uma vizinhança de p 
(Cf. a definição de colchete de campos de vetores neste capítulo 
e a definição de conexão afim no Capítulo 3).

Exercícios
1. (Variedade produto). Sejam M e N variedades diferenciáveis 

e sejam {(t/a,xa)}, {Vp,yp} estruturas diferenciáveis de 
M e N respectivamente. Considere o produto cartesiano 
M x N e as aplicações zap(p, q) = (xa{p),yp(q)), p€Ua, 
qeVp.

(a) Mostre que {(Ua x Vp,zap)} é uma estrutura dife­
renciável em M x N, na qual as projeções 7Ti: M x 
N —> M ei^: M x N -> N são diferenciáveis. Com 
esta estrutura diferenciável M x N é chamada a va­
riedade produto de M por N.

(b) Mostre que a variedade produto S1 x ■ • • x S1 de 
n círculos S'1, onde S1 C R2 tem a estrutura dife­
renciável usual, é difeomorfa ao n-toro Tn do Exem­
plo 4.9 (a).

2. Prove que o fibrado tangente de uma variedade diferenciável
M é orientável (mesmo que M não o seja).

3. Prove que:

(a) uma superfície regular S C R3 4 é uma variedade ori­
entável se e só se existe uma aplicação diferenciável 
N: S -+ R3 com 7V(p) ± TP(S) e |JV(p)| = 1, para 
todo p € S.

(b) a faixa de Mõbius (Exemplo 4.9 (b)) é não-orientável.

4. Mostre que o plano projetivo P2(R) é não-orientável.
Sugestão: Prove que se a variedade M é orientável, todo
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aberto de M é uma variedade orientável. Observe que 
P2(R) contém um aberto difeomorfo a uma faixa de Mõbius, 
que é não-orientável.

5. (Mergulho de P2(R) em R4). Seja F: R3 —»• R4 dada por

F(x, y, z) = (x2 - y2, xy, xz, yz), (x, y,z)=pe R3.

Seja S2 C R3 a esfera unitária com centro na origem 0 € 
R3. Observe que a restrição <p = PIS12 é tal que <p(p) — 
(p(—p), e considere a aplicação <p: P2(R) —> R4 dada por 

<p([p]) = <p(p)> [p] = classe de equivalência de p = {p, — p}. 

Prove que:

(a) ip é uma imersão.

(b) (p é biunívoca; junto com (a) e a compacidade de 
P2(R), isto implica que <p é um mergulho.

6. (Mergulho da garrafa de Klein em R4). Mostre que a 
aplicação G: R2 —> R4 dada por

G(x, y) = ((r cos y + d) cos x, (r cos y + a) sen x,
X X\ . . o

r sen y cos — , r sen y sen —), (x, y) € R

induz um mergulho da garrafa de Klein (Exemplo 4.9 (b)) 
em R4.

7. (Faixa de Mõbius infinita).
Seja C — {(x, y, z) € R3; x2 + y2 — 1} um cilindro circular 
reto, e seja A : C —> C a simetria em relação a 0 e R3, isto 
é, A(x, y, z) = (—x, —y, —z). Seja M o espaço quociente de 
C pela relação de equivalência p ~ A(p), e seja 7r: C M 
a projeção 7r(p) = {p,A(p)}.

(a) Mostre que é possível munir M de uma estrutura di­
ferenciável tal que 7r é um difeomorfismo local.
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(b) Prove que M é não-orientável.

8. Sejam Mi e M2 variedades diferenciáveis. Seja ç?: À4i —> 
Aí2 uma aplicação diferenciável que é localmente um di­
feomorfismo. Prove que se M2 é orientável, então Mi é 
orientável.

9. Seja G x M —> M uma ação propriamente descontínua de 
um grupo G em uma variedade diferenciável M.

(a) Prove que a variedade M/G (Exemplo 4.8) é orientável 
se e só se existe uma orientação de M que é preservada 
por todos os difeomorfismos de G.

(b) Use (a) para mostrar que o plano projetivo P2(R), a 
garrafa de Klein e a faixa de Mõbius são não-orientáveis.

(c) Prove que Pn(R) é orientável se e só se n é ímpar.

10. Mostre que a topologia da variedade diferenciável M/G do 
Exemplo 4.8 é de Hausdorff se e só se a seguinte condição é 
verificada: dados dois pontos não equivalentes pi,p2 € M, 
existem vizinhanças Ui, U2 de pi e p2, respectivamente, 
tais que Ui A gl/2 — 0 para todo g íG.

11. Consideremos na reta real R as duas estruturas diferen­
ciáveis seguintes: (R, xi), onde x^: R —> Ré dada por 
Xi(x) — x, x € R; (R,x2), onde a;2: R —> R é dada por 
a;2(x) = x3, x G R. Mostre que:

(a) a aplicação identidade i: (R,2i) —> (R,x2) não é um 
difeomorfismo; portanto, as estruturas máximas de­
terminadas por (R,a;i) e (R,x2) são distintas.

(b) a aplicação f : (R,a?i) —► (R,x2) dada por /(x) = 
x3 é um difeomorfismo; isto é, embora as estruturas 
diferenciáveis (R,£i) e (R,x2) sejam distintas, elas 
determinam variedades diferenciáveis difeomorfas.
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12. (O recobrimento duplo orientável). Seja Mn uma variedade 
diferenciável não-orientável. Para cada p E M, considere o 
conjunto B das bases de TPM e defina que duas tais bases 
são equivalentes se elas estão relacionadas por uma matriz 
de determinante positivo. Isto é uma relação de equiva­
lência e divide B em dois conjuntos disjuntos. Seja Op 
o espaço quociente de B por esta relação de equivalência. 
Op E Op será chamado uma orientação de TPM. Seja M o 
conjunto

M — {(p, Op).p E M, Op E Op}.

Seja {(Ua, £«)} uma estrutura diferenciável máxima em M, 
e defina xa: Ua-^> M por

onde («?,..., u“) G Ua e 

de Op determinando pela

(a) {Ua,xa)} é uma estrutura diferenciável em Mea 
variedade M assim obtida é orientável.

(b) A aplicação 7r: M —> M dada por 7r(p, Op) = p é 
diferenciável e sobrejetiva. Além disto, cada p E M 
possui uma vizinhança U C M tal que 7r—1(C7) = 
Vi U V2, onde V. e V2 são abertos disjuntos de M e 
7r restrita a cada Vi, i = 1,2, é um difeomorfismo 
sobre U. Por esta razão, M é chamado o recobrimento 
duplo orientável de M.

(c) A esfera S2 é o recobrimento duplo orientável de P2(R) 
e o toro T2 é o recobrimento duplo orientável da gar­
rafa de Klein K.



Capítulo I

Métricas Riemannianas

1 Introdução
Historicamente, a Geometria Riemanniana foi um desenvol­

vimento natural da Geometria Diferencial das superfícies em R3. 
Dada uma superfície S C R3, temos uma maneira natural de 
medir comprimentos de vetores tangentes a S, a saber: o pro­
duto interno (u, w} de dois vetores tangentes a S em um ponto 
p de S é simplesmente o produto interno destes vetores em R3. 
Como o comprimento de uma curva é, por definição, a integral 
do comprimento do seu vetor velocidade, a definição de (, ) nos 
permite medir comprimentos de curvas em S e, mais geralmente, 
áreas, ângulos, etc. Isto já permite definir em S certas curvas 
especiais, chamadas geodésicas, que possuem a seguinte proprie­
dade: dados dois quaisquer de seus pontos pe q, suficientemente 
próximos (em um sentido a ser precisado posteriormente, Cf. 
Cap. III), o comprimento de uma tal curva é menor ou igual ao 
comprimento de qualquer outra curva ligando p a q. Tais curvas 
se comportam em várias situações como se fossem as “retas” de 
S, e, como veremos adiante, desempenham um papel importante 
no desenvolvimento da Geometria.

Observe que a definição de produto interno equivale a dar, em 
cada ponto p £ S, uma forma quadrática Ip, chamada primeira 
forma fundamental de S em p, definida no plano tangente TPS
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por Ip(v) = (v,v), veTpS.
O ponto crucial deste desenvolvimento é uma observação feita 

por Gauss em seu famoso trabalho (v. Gauss [Ga]) publicado 
em 1827. Neste trabalho, Gauss definiu uma noção de curvatura 
para superfícies, que mede o quanto S se afasta, em cada ponto 
p G S, do seu plano tangente em p. Na linguagem atual, a de­
finição de Gauss se exprime da maneira seguinte. Defina uma 
aplicação g: S —»■ S2 C IR3 de S na esfera unitária S2 de IR3, asso­
ciando a cada p E S um vetor unitário N(p) E S2 normal a TPS', 
se S for orientável, g fica bem definida em S e é diferenciável. 
No tempo de Gauss, a noção de orientação de superfícies não 
estava muito clara (em verdade, só em 1886 Mõbius apresen­
tou explicitamente o seu famoso exemplo conhecido hoje como 
a faixa de Mõbius) de modo que a definição de g era dada em 
“pedaços” de S. De qualquer maneira, é possível falar na diferen­
cial dgp: TPS —> Tg(p)S2. Como N(p) é normal a TPS, podemos 
identificar os espaços vetoriais TP(S) e Tg^S2, e tem, portanto, 
sentido falar no determinante da aplicação linear dgp. Gauss 
definiu sua curvatura como K(p) = det(dgp) e mostrou que ela 
coincidia com o produto das curvaturas principais introduzidas 
em 1760 por Euler.

Talvez convenha mencionar que Euler definia as curvaturas 
principais fci e k2 de uma superfície S considerando as curvaturas 
kn de curvas obtidas por intersecções de S com planos normais 
a S em p e tomando k± = max kn e k2 -- min kn. No tempo de 
Gauss não estava muito claro se a função produto, ou uma outra 
qualquer combinação de k± e k2 , seria a definição mais adequada 
de curvatura. Gauss considerou que os resultdos por ele obtidos 
sobre K justificavam a escolha de K = k\k2.

Os resultados a que Gauss se referia eram os seguintes. Pri­
meiro, que a curvatura acima definida dependia apenas da ma­
neira de medir comprimentos em S, isto é, da primeira forma 
fundamental I. Segundo, que a soma dos ângulos internos de 
um triângulo formado por geodésicas diferia de 180° por uma ex­
pressão que dependia apenas da curvatura e da área do triângulo.

Tudo indica que Gauss percebeu nitidamente as profundas
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implicações de sua descoberta. Um dos problemas fundamentais 
do tempo de Gauss era decidir se o 5° postulado de Euclides (“de 
um ponto fora de uma reta se pode traçar no plano uma única 
reta que prolongada indefinidamente não encontra a primeira”) 
era ou não independente dos outros postulados da Geometria. 
Embora sem aplicações imediatas, a questão tinha sérias im­
plicações filosóficas, o que a transformava em um problema de 
primeira grandeza. Já havia sido mostrado que o fato de não ser 
o 5° postulado independente dos outros é equivalente ao fato de 
ser a soma dos ângulos internos de um triângulo igual a 180°. 
A descoberta de Gauss implicava, entretanto, que era possível 
imaginar uma Geometria (pelo menos em dimensão dois) que 
só dependia de uma primeira forma quadrática dada (não pelo 
espaço ambiente, mas) de uma maneira arbitrária. Em uma tal 
Geometria, definindo retas como geodésicas, a soma dos ângulos 
internos de um triângulo dependería da curvatura e, em verdade, 
como Gauss verificou, a sua diferença para 180° seria igual à inte­
gral da curvatura estendida ao triângulo. Gauss, entretanto, não 
dispunha do instrumento matemático necessário ao desenvolvi­
mento de suas idéias (o que faltava era essencialmente a noção 
de variedade diferenciável) e preferiu não se manifestar expli­
citamente sobre o assunto. O aparecimento explícito de uma 
geometria não-euclidiana é devido, de maneira independente, a 
Lobatchevski (1829) e Bolyai (1831).

As idéias de Gauss foram retomadas por Riemann em 1854 
(V. Riemann [Ri]). Ainda sem uma definição adequada de va­
riedade, ele se lançou audaciosamente a um esquema de desen­
volvimento das idéias implícitas em Gauss. Em uma linguagem 
intuitiva e sem demonstrações, Riemann introduziu o que hoje 
chamamos uma variedade diferenciável de dimensão n, associou 
a cada ponto dela uma primeira forma quadrática e generalizou 
a noção de curvatura de Gauss para esta situação (Cf. Cap. IV). 
Além disto, ele enunciou várias relações entre a primeira forma 
quadrática e a curvatura que levaram décadas para serem de­
monstradas. Em todo o seu trabalho, fica evidente a preocupação 
de Riemann com as questões fundamentais contidas no desen­
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volvimento das Geometrias não-euclidianas, a saber, as relações
entre a Física e a Geometria./

E curioso observar que o conceito de variedade diferenciável, 
necessário à formalização do trabalho de Riemann, só apare­
ceu explicitamente em 1913 em um trabalho de H. Weyl que 
formalizou outra concepção audaciosa de Riemann, a saber, as 
superfícies de Riemann. Mas isto é outra história.

Devido a uma falta de instrumental adequado, a Geometria 
Riemanniana desenvolveu-se muito lentamente. Um estímulo ex­
terno importante foi a aplicação de seus métodos à Teoria da Re­
latividade em 1916. Um outro fato fundamental foi a introdução 
do paralelismo de Levi-Civita. Voltaremos a tratar deste assunto 
no próximo capítulo. O nosso objetivo não é escrever a história 
completa da Geometria Riemanniana, mas simplesmente situar 
suas origens e fornecer motivação para o que se segue.

O nosso ponto de partida será uma variedade diferenciável na 
qual introduzimos em cada ponto uma maneira de medir com­
primentos de vetores tangentes que varia diferenciavelmente com 
o ponto. A definição explícita será dada na próxima secção.

Em todo o livro, as variedades diferenciáveis consideradas 
serão supostas de Hausdorff e com base enumerável. “Dife­
renciável” significará “de classe C00”, e quando Mn = M indicar 
uma variedade diferenciável, n indicará a dimensão de M.

2 Métricas Riemannianas

2.1 Definição. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Rie­
manniana} em uma variedade diferenciável M é uma correspon­
dência que associa a cada ponto p de M um produto interno 
(, ) (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no 
espaço tangente TPM, que varia diferenciavelmente no seguinte 
sentido: Se x: U C —»• M é um sistema de coordenadas lo-Q
cais em torno de p, com x(xi, x%,..., rrn) = q G x(U) e ——(ç) =

UXi
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cfo(O,..., 1,..., 0), então ^T^-(g), = ^(xi,... ,x„) é

uma função diferenciável em U.✓
E claro que esta definição não depende da escolha do sistema 

de coordenadas.
Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica 

Riemanniana é dizer que para todo par X e Y de campos de ve­
tores diferenciáveis em uma vizinhança V de M, a função (X, Y} 
é diferenciável em V. E imediato verificar que esta definição é 
equivalente à anterior.

E usual deixar de indicar o índice p em (, } sempre que 
não houver possibilidade de confusão. As funções (= gji) 
são chamadas expressão da métrica Riemanniana (ou “os py 
da métrica”) no sistema de coordenadas x: U C Rn —* M. 
Uma variedade diferenciável com uma dada métrica Riemanni­
ana chama-se uma variedade Riemanniana.

A primeira coisa a fazer depois de definir uma certa estrutura 
é estabelecer uma noção de equivalência para esta estrutura.

2.2 Definição. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um
difeomorfismo (isto é, f é uma bijeção diferenciável
com inversa diferenciável) é chamado uma isometria se:

(1) {u,v}p = (dfp(u),dfp(v)} f(p) > Para todo p € M, u, v € TpM

2.3 Definição. Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma 
aplicação diferenciável f:M —> N é uma isometria local em 
p G M se existe uma vizinhança U C M de p tal que f:U—> 
f(U) é um difeomorfismo satisfazendo (1).

✓
E usual dizer que a variedade Riemanniana M é localmente 

isométrica à variedade Riemanniana N se para todo p em M 
existe uma vizinhança U de p em M e uma isometria local 
f: U fíU) C N.

O que se deve fazer em seguida é exibir alguns exemplos não 
triviais da dita estrutura.
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2.4 Exemplo. O exemplo quase trivial. M = Rn com ——
OXi

identificado com ej = (0,..., 1,..., 0). A métrica é dada por 
(e^ e^ = Sij. ]Rn é chamado espaço euclidiano de dimensão n 
e a geometria Riemanniana deste espaço é a geometria métrica 
euclidiana.

2.5. Exemplo. Variedades imersas. Seja f: Mn —> Nn+k 
uma imersão, isto é, / é diferenciável e dfp: TPM —> Tf^N 
é injetiva para todo p em M. Se N tem uma estrutura Ri­
emanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por 
(u,v)p = (dfp(u),dfp(v))f^ , u,v 6 TPM. Como dfp é injetiva, 
(,) é positivo definido. Ás demais condições da Definição 2.1 
são facilmente verificadas. A métrica de M é chamada então a 
métrica induzida por f,efê uma imersão isométrica.

Um caso particular importante surge quando temos uma fun­
ção diferenciável h: Mn+k —> Nk e q € N é um valor regular 
de h (isto é, dhp'. TPM —> T^N é sobrejetiva para todo p 6 
h_1(ç)); é sabido que h~x(q) C M é então uma subvariedade de 
M de dimensão n; logo podemos dar-lhe a métrica induzida pela 
inclusão.

Por exemplo, seja h: Rn —> IR dada por h(xi,... ,xn) = 

~ 1- Então 0 é valor regular de h e h_1(0) = {r 6 R" :
i=l
xf -I---- + x2n = 1} = 5n_1 é a esfera unitária do Kn. A métrica
induzida por lRn em Sn_1 é chamada a métrica canônica de Sn_1.

2.6 Exemplo. Grupos de Lie. Um grupo de Lie é um grupo G 
com uma estrutura diferenciável tal que a aplicação G x G —> G 
dada por (x,y) —> xy~\ x,y G G, é diferenciável. Decorre 
daí que as translações à esquerda Lx e à direita Rx dadas por: 
Lx-. G —> G, Lx(y) = xy, Rx: G -* G, Rx(y) = yx são 
difeomorfismos.

Dizemos que uma métrica Riemanniana em G é invariante à 
esquerda se (u, v)y = (d(Lx)yu, d(Lx)yv)Lx^ para todo x,y € G, 
u,v G TyG, isto é, se Lx é uma isometria. Analogamente, defi­
nimos métrica Riemanniana invariante à direita. Uma métrica
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Riemanniana invariante à direita e à esquerda é chamada bi- 
invariante.

Dizemos que um campo diferenciável de vetores X em um 
grupo de Lie G é invariante à esquerda se dLxX = X para todo 
x Ç. G. Os campos invariantes à esquerda ficam inteiramente 
determinados pelos seus valores em algum ponto de G. Isto 
permite introduzir uma estrutura adicional no espaço tangente 
no elemento neutro e G G da maneira seguinte. A cada vetor 
Xe G TeG associamos o campo invariante à esquerda X definido 
por Xa = dLaXe , a G G. Sejam X, Y campos de G invariantes 
à esquerda. Como para todo x G G e toda função diferenciável 
f em G,

dLx[X, Y]f = [X, Y}(f o Lx) = X(dLxY)f - Y(dLxX)f =
= (XY-YX)f=[X,Y\{,

concluimos que o colchete de campos invariantes à esquerda é 
invariante à esquerda. Se Xe,Ye G TeG, definimos [Xe,y,] = 
[X,y]e. Com esta operação, TeG é chamada a álgebra de Lie 
de G e é indicada por Q. De agora em diante, os elementos da 
álgebra de Lie Q serão pensados indiferentemente como vetores 
de TeG ou campos de G invariantes à esquerda.

Para introduzir em G uma métrica invariante à esquerda, 
tome um produto interno qualquer (, }e em Q e defina 

(2) (u,v)x = ((dLx-i)a.(w), (dLx-i)x(u))e, x G G, u,v G TXG.

Como Lx depende diferenciavelmente de x isto fornece realmente 
uma métrica Riemanniana, evidentemente invariante à esquerda.

De maneira análoga podemos construir em G métricas invari­
antes à direita. Como veremos no Exercício 7, se G é compacto, 
G possui uma métrica bi-invariante.

Se G possui uma métrica bi-invariante, o produto interno que 
a métrica determina em Q satisfaz a seguinte relação. Para todo

(3) = -(U, [KX]).
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Para provar a relação acima, precisamos de mais alguns pre­
liminares sobre grupos de Lie.

Para todo a € G, seja Ra-i La: G —> G o automorfismo 
interno de G determinado por a. Tal aplicação é um difeomor­
fismo que deixa e fixo. Portanto, a diferencial d(Ra-i La) = 
Ad(a): Q —> Q é uma aplicação linear (de fato, é um homomor- 
fismo da estrutura de álgebra de Lie, mas não precisamos disto). 
Explicitamente,

Ad(a)Y — dRa-i dLaY = dRa-i Y, para todo YeQ.

Seja xt o fluxo de X E G. Então, pela Proposição 5.4 do Capí­
tulo 0,

[Y, X] = (dxt(Y) — Y).

Por outro lado, como X é invariante à esquerda, Lyoxt = xtoLy, 
donde

Xt(y) = ^(^(e)) = Ly(xt(e)) = yxt(e) = BXt(e)(y). 

Portanto dxt = dRXt(e), e

IY,X] = lim) (dflIl(e)(y) _ Y) = Hm|(Ai(xr'(e))y - Y).

Passemos agora à prova de (3). Seja (, ) uma métrica bi- 
invariante em um grupo de Lie G. Então para todo X,U,V Ç.Ç,

(U, V) = (<á/?it(e) ° dLx-içe)U, dRXt{é} o dLx-i^ V) =

= (dRx^U, dRXt(e)V).

Derivando a expressão acima em relação a t, lembrando que (, ) 
é bilinear, e fazendo t — 0 na expressão obtida, concluimos que 

0 = ([C/,X], V} + (U, [V,X]>,

que é a expressão (3).
O ponto importante da relação acima é que ela caracteriza as 

métricas bi-invariantes de G no seguinte sentido. Se uma forma
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bilinear positiva (, }e definida em Q satisfaz à relação (3), então 
a métrica Riemanniana definida em G por (2) é bi-invariante. A 
prova deste fato não é difícil mas não a apresentaremos aqui.

2.7 Exemplo. A métrica produto. Sejam Mi e M2 variedades 
Riemannianas e considere o produto cartesiano Mi x M2 com 
a estrutura diferenciável produto. Sejam tti : Mi x M2 —» Mi e 
7t2 : Mi x M2 —> M2 as projeções naturais. Introduza em Mi x M2 
uma métrica Riemanniana pondo:

(u, = (dni • u, diri • v)p + (dir2 ■ u, dir2 • v)q para todo

(p, q) € Mi x M2, u,v € 7(p)9)(Mi x M2).
z

E fácil verificar que isto é realmente uma métrica Riemanni­
ana. Por exemplo, o toro S1 x • • • x S1 =p Tn tem uma estrutura 
Riemanniana obtida escolhendo no círculo S1 C R2 a métrica 
Riemanniana induzida por R2 e tomando a métrica produto. O 
toro Tn com esta métrica Riemanniana chama-se toro plano.

Vamos mostrar agora como uma métrica Riemanniana pode 
ser usada para calcular comprimentos de curvas.

2.8. Definição. Uma aplicação diferenciável c: I —> M de 
um intervalo aberto I C R em uma variedade diferenciável M 
chama-se uma curva (parametrizada).

Observe que uma curva parametrizada pode admitir auto- 
intersecção ou “pontas” (Fig. 1).

Figura 1
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2.9 Definição. Um campo vetorial V ao longo de uma curva 
c: I —»• M é uma aplicação que a cada t G I associa um vetor 
tangente V(t) G T^M. Diz-se que V é diferenciável se para 
toda função diferenciável f em M, a função t —>■ V(t)f é uma 
função diferenciável em I.

O campo vetorial dc ( — ], indicado por —, é chamado 
dt J dt

campo velocidade (ou tangente) de c. Observe que um campo 
vetorial ao longo de c pode não ser passível de extensão a um 
campo vetorial definido em um aberto de M.

A restrição de uma curva c a um intervalo fechado [a, b] C I 
chama-se um segmento. Se M é Riemanniana, definimos o com­
primento de um segmento por

Provaremos agora um teorema de existência para métricas 
Riemannianas.

2.10 Proposição. Uma variedade diferenciável M (de Haus­
dorff e com base enumerável) possui uma métrica Riemanniana. 
Demonstração: Seja {fa} uma partição diferenciável da unida­
de de M subordinada a uma cobertura {VQ} de M por vizi­
nhanças coordenadas. Isto significa (V. Cap. 0, Sec. 5) que 
{14} é uma cobertura localmente finita (i.e., cada ponto de M 
possui uma vizinhança U tal que U (~}Va (f> apenas para um
número finito de índices) e que {fa} é um conjunto de funções 
diferenciáveis em M satisfazendo:

1) A > 0, fa = 0 no complementar do fecho Va ■
2) 52 fa(p) = 1 para todo p em M. 

a

É claro que podemos definir uma métrica Riemanniana (, )a
em cada Va: a induzida pelo sistema de coordenadas. Façamos
então (u,v)p = 52fa(p)(u>v)p para todo p G M, u,v G TPM. 

a
z

E imediato verificar que isto define uma métrica Riemanniana 
em M. □
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Para concluir este capítulo, vamos mostrar como uma métrica 
Riemanniana permite definir uma noção de volume em uma va­
riedade Riemanniana orientada Mn.

Precisamos de alguns preliminares. Seja p G M e seja x : U C 
Rn —> M uma parametrização, com p G x(U), na orientação 
de M (diremos que tal parametrização é positiva). Considere 
uma base ortonormal positiva {ei,... ,en} em TPM e escreva

Q
Xi(p) = — (g) na base {ei}: Xz{p) = . Então

OXi ij

9ik{jp) — {Xí, Xk){p) — QjjQfci{&j, q) — dijdhj •

Como o volume vol(Xi(p),..., Xn(p)) do paralelepípedo formado 
pelos vetores Xi(p),... ,Xn(p) em TPM é igual a vol(ei, 
..., en) = 1 multiplicado pelo determinante da matriz (%), te­
mos que

(4) vol(Xi(p),..., X„(p)) = det(oij) = det(^)(p).

Se y. V C Rn —> M é uma outra parametrização positiva emQ
torno de p, com Ví(p) = -r— (p) e hij(p) = (K, K)(p), teremos 

vyi

y/^{9ij){p) = vol(Xi(p),..., Xn(p))

= J vol^p),..., Yn{p)) = Jy/detÇhijM,

onde J = det { J = det(dj/_1 o dx)(p) > 0 é o determinante 
\dxj /

da diferencial da mudança de coordenadas.
Seja agora R C M uma região (= conjunto aberto e conexo),

cujo fecho é compacto. Suporemos que R está contida em uma 
vizinhança coordenada x{U) de uma parametrização x: U —> M 
positiva, e que a fronteira de x_1 (7?) C U tem medida nula em 
R" (observe que a noção de medida nula em Rn é invariante
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por difeomorfismos). Definiremos o volume vol(7?) em R pela 
integral em Rn

(5) ol(-R) = -Jdet(<7ij)ctei... dxn.
Jx~1(R) v

A expressão acima está bem definida. Com efeito, se R está 
contido em outra vizinhança coordenada y(V) de uma parametri­
zação positiva y: V C !Rn —> M, teremos com as notações acima 
e pela fórmula de mudança de variáveis em integrais múltiplas,

/ JdetÇgijjdxr... dxn
Jx~1{R) v

= / y/det hijdy1... dyn = vol(7?),
À-úfí)

o que mostra que a definição (5) não depende do sistema de 
coordenada escolhido (aqui se usa a hipótese da orientabilidade 
de M, para evitar que vol(fí) troque de sinal).

Observação: Os leitores familiarizados com formas diferenci­
ais (em verdade, basta conhecer a definição de forma diferencial 
de grau ri) notarão que (4) implica que o integrando de (5) é 
uma forma diferencial positiva de grau n, chamado usualmente 
a forma volume v de M. Para definir o volume de uma região 
compacta R, que não está contida em alguma vizinhança coor­
denada basta considerar uma partição {ç\} da unidade subordi­
nada a uma cobertura (finita) de R por vizinhanças coordenadas 
x(Ui) e tomar

vol(fl) = Í ViV‘

✓
E imediato verificar que a expressão acima não depende da es­
colha da partição da unidade.

Observação: Pelo que acabamos de ver, basta a existência 
de uma forma diferencial positiva do grau n (elemento de vo­
lume) para que se possa definir uma noção de volume em uma
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variedade diferenciável. Uma métrica Riemanniana é apenas 
uma das maneiras pela qual se obtém um elemento de volume 
(Cf. Exercício 7).

Exercícios
1. Prove que a aplicação antípoda A: Sn —> Sn dada por 

A(p) = — P é uma isometria de Sn. Use este fato para 
introduzir uma métrica Riemanniana no espaço projetivo 
real Pn(IR) tal que a projeção natural 7r: Sn —> P"(R) seja 
uma isometria local.

2. Introduza uma métrica Riemanniana no toro Tn exigindo 
que a projeção natural 7r: Rn —> Tn dada por

7r(rri,... ,xn) = (e’11,... ,e“n), (xx,..., xn) Gl",

seja uma isometria local. Mostre que com esta métrica Tn 
é isométrico ao toro plano.

3. Obtenha uma imersão isométrica do toro plano Tn em R2n.

4. Uma função g: R R dada por g(t) = yt + x, t,x,y e R, 
y > 0, é chamada função afim própria.
O conjunto de todas essas funções com a lei usual de com­
posição é um grupo de Lie G. Como variedade diferen­
ciável, G é simplesmente o semi-plano superior isto é 
{(x,y) e R2;?/ > 0} com a estrutura diferenciável usual. 
Prove que:

(a) A métrica Riemanniana de G invariante à esquerda, 
que no elemento neutro e = (0,1) coincide com a 
métrica euclidiana (</n = <722 = 1, P12 = 0) é dada
por Ou = P22 = À, P12 = 0, (esta é a métrica da

V2
geometria não-euclidiana de Lobatchevski).
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(b) Pondo (x, y) = z = x+iy, i = a transformação

z —> z' = , a, b, c., d € R, ad — bc = 1 é uma
cz + d

isometria de G.

Sugestão: Observe que a primeira forma fundamental pode 
ser escrita:

j 2 dx2 + dy2 4dzdz 
= y2 =~(^W

5. Prove que as isometrias de Sn C Rn+1 com a métrica in­
duzida são as restrições a Sn das transformações lineares 
ortogonais de Rn+1.

6. Mostre que a relação 11M é localmente isométrica a TV” não 
é simétrica.

f 7. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo (dimG = n). 
O objetivo do exercício é provar que G possui uma métrica 
bi-invariante. Para isto, prove as seguintes etapas:

(a) Seja tu uma n-forma diferencial em G invariante à 
esquerda, isto é, L*co = tu, para todo x G G. Prove 
que tu é invariante à direita.

Sugestão: Para cada a G G, R*uj é invariante à esquerda. 
Decorre daí que R*u> — Verifique que f(ab) =

isto é, f: G —> R — {0} é um homomorfismo
(contínuo) de G no grupo multiplicativo dos números reais. 
Como f(G) é um subgrupo compacto e conexo, conclui-se 
que /(G) = 1. Logo fí*tu = tu.

(b) Mostre que existe uma n-forma diferencial invariante 
à esquerda tu em G.

(c) Seja (, ) uma métrica invariante à esquerda em G. 
Seja tu uma n-forma diferencial positiva invariante à
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esquerda em G, e defina uma nova métrica Rieman­
niana ((, )) em G por

((u, v})p = / ((dR^yU, (dRx)yv)yx u>, 

x,y G G, u,v E Ty(G).

Prove que é bi-invariante.



Capítulo II

Conexões Afins; Conexão 
Riemanniana

1 Introdução
Um fato fundamental no desenvolvimento da Geometria Dife­

rencial foi a introdução, em 1917, do paralelismo de Levi-Civita 
(v. Levi-Civita [LC]). No caso de superfícies em R3, uma idéia 
equivalente pode ser descrita da maneira seguinte. Seja S C R3 
uma superfície, c: I —> S uma curva parametrizada em S, e 
V : I —> R3 um campo de vetores tangentes a S ao longo de 
c. O vetor ^(í), t E I, não pertence, em geral, ao plano tan­
gente Tc(t)S. A noção de derivada de um campo vetorial não é, 
portanto, uma noção da geometria “intrínseca” de S. Para reme­
diar este inconveniente, consideramos, em vez da derivada usual 
^(í), a chamada derivada covariante ^-(t) que é a projeção or­
togonal de sobre Tc(t)S; em outras palavras, éa derivada 
de V como “vista de S ”.

O ponto fundamental é que a derivada covariante só depende 
da primeira forma quadrática de S e é, portanto, um conceito que 
pode ser considerado em Geometria Riemanniana. Em particu­
lar, a noção de derivada covariante permite-nos dar um sentido 
à derivada do vetor velocidade de c, isto é, à aceleração da curvaz
c em S. E possível mostrar que as curvas de aceleração nula são



54 [CAP. II: CONEXÕES AFINS: CONEXÃO RIEMANNIANA

precisamente as geodésicas de S e que a curvatura Gaussiana de 
S pode ser expressa em termos da noção de derivada covariante.

Diremos que um campo V ao longo de c é paralelo se = 0. 
Reciprocamente, a partir da noção de paralelismo é possível re- 
obter a noção de derivada covariante (Cf. Exercício 2 deste 
capítulo). As duas noções são, portanto, equivalentes.

Embora hoje seja preferível partir da noção de derivada cova­
riante, historicamente a noção de paralelismo a antecedeu. Para 
superfícies em R3, o paralelismo pode ser introduzido da maneira 
seguinte. Considere a família de planos tangentes a S ao longo 
de c. Esta família determina uma superfície E, a envoltória da 
família, que possui a propriedade de ser tangente a S ao longo 
de c e de ter curvatura Gaussiana K = 0. (v. M. do Carmo 
[dC 2] pp, 195-197). Não é difícil mostrar que o paralelismo ao 
longo de c, definido pelo anulamento da derivada covariante, é 
o mesmo, quer considerado em relação a S ou em relação a E. 
Por outro lado, prova-se que as superfícies de curvatura zero são 
localmente isométricas a um plano. Como o paralelismo é in­
variante por isometrias, podemos efetuá-lo “euclidianamente” na 
imagem isométrica de E, e, depois, trazê-lo de volta a S. Esta 
é a construção usada classicamente para definir o paralelismo, 
(M. do Carmo [dC 2], pg. 244). Por razões óbvias, é preferível, 
tecnicamente, trabalhar com a derivada covariante.

A noção de derivada covariante tem várias conseqüências im­
portantes. Ela tornou claro que as idéias básicas de geodésica e
curvatura poderiam ser definidas em situações mais gerais que a✓
de variedades Riemannianas. E suficiente para isto que se possa 
definir uma noção de derivação de campos de vetores com cer­
tas propriedades (o que hoje é chamada uma conexão afim, Cf. 
Definição 2.1 deste capítulo). Isto estimulou a criação de várias 
“estruturas geométricas” (em variedades diferenciáveis) mais ge­
rais que a Geometria Riemanniana. Assim como a geometria eu­
clidiana métrica é um caso particular da geometria afim e, mais 
geralmente, da geometria projetiva, a Geometria Riemanniana é 
um caso particular de estruturas geométricas mais gerais.

Não entraremos nos detalhes destes desenvolvimentos. Nosso
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interesse em conexões afins reside no fato (Cf. Teorema 3.6 deste 
capítulo) que a escolha de uma métrica Riemanniana em uma 
variedade M determina univocamente uma certa conexão afim 
de M. Podemos, deste modo, derivar campos de vetores em M.

2 Conexões afins
Indicaremos por X (M) o conjunto dos campos de vetores de 

classe C°° em M e por U(M) o anel das funções reais de classe 
C°° definidas em M.

2.1 Definição. Uma conexão afim V em uma variedade dife­
renciável M é uma aplicação

V: X(M) x X(M)^X(M)

que se indica por (X, Y) VxU e que satisfaz as seguintes 
propriedades:

i) -I- ^VyZ,

ii) VX(Y + Z) = VxK + Vx-Z,

iii) Vx(/y) = /VxK + X(/)y, 

onde X, Y, Z e A(M) e fig e
Esta definição não é tão transparente quanto a de estrutura 

Riemanniana. A seguinte proposição, no entanto, deverá escla­
recer um pouco a situação.

2.2 Proposição. Seja M uma variedade diferenciável com uma 
conexão afim V. Então existe uma única correspondência que 
associa a um campo vetorial V ao longo da curva diferenciável 
c: I —> M um outro campo vetorial ao longo de c, denomi­
nado derivada covariante de V ao longo de c, tal que:

a) i(V + W) = ^ + ^-
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b) ^(/^) = dt + f > onde W é um campo de vetores ao 
longo de c e f é uma função diferenciável em I.

c) SeV é induzido por um campo de vetores Y G X(M), i.e.,
y(í) = y(c(í)), então = v^y.

2.3 Observação. A última linha de (c) faz sentido, pois Vxy (p) 
depende só do valor de X(p) e do valor de Y ao longo de uma 
curva tangente a X em p. Com efeito, a parte (iii) da Definição
2.1 permite mostrar que a noção de conexão afim é, de fato, uma 
noção local (cf. Obs. 5.7 do Cap. 0). Escolhendo um sistema de 
coordenadas (xi,..., rcn) em torno de p e escrevendo

X = '£xiXi, Y = ^V,X„
Í 3

onde Xi = , teremos

vxy = 5>,vXi
i \ j

= XiXj + XiXi(yj)Xj .

ij ij

Fazendo VjqJQ = concluimos que são funções
k

diferenciáveis e que

vxy = e e
k \ ij /

o que mostra que VXE (p) depende de £t(p), pfc(p) e das derivadas 
A(pfc)(p) de yk segundo X.

2.4 Observação. A proposição acima mostra que a escolha 
de uma conexão afim em M dá origem a uma derivada “bona 
fide”(i.e. satisfazendo (a) e (b)) de campos de vetores ao longo 
de curvas. A noção de conexão fornece, portanto, uma maneira
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de derivar vetores ao longo de curvas em particular, é possível 
falar em aceleração de uma curva em M.

Demonstração da Proposição 2.2: Suponhamos inicialmente 
que existe uma correspondência satisfazendo (a), (b) e (c). Seja 
x: U C Rn —> M um sistema de coordenadas com c(J) nx(U)
<Z e seja (a;i(í), rc2(í),. • • , zn(t)) a expressão local de c(£), t E I. 
Seja X» = • Então podemos expressar o campo V localmente
como V = Xj , j = 1,... ,n, onde vj — vj(t) e Xj =
XM‘»-

Por a) e b), tem-se

dt

Por c) e (i) da Definição 2.1, 

DX,
dt

— ^dc/dtXj = V 

dx.

X,-

Portanto,

(1)
v \ a dxj

3 l,3

A expressão (1) nos mostra que se existe uma correspondência 
satisfazendo às condições da Proposição 2.2, então tal corres­
pondência é única.

Para mostrar a existência, definamos em x(U) por (1). E 
imediato verificar que (1) possui as propriedades desejadas. Se 
y(W) é uma outra vizinhança coordenada, com y(W)C\x(U) / 0 
e definirmos emj/(W) por (1), as definições “concordam”em 
y(W) Cíx(U), pela unicidade de em x(U). Segue-se que 
a definição pode ser estendida para todo M, e isto conclui a 
demonstração. □
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A noção de paralelismo surge agora de maneira natural.

2.5 Definição. Seja M uma variedade diferenciável com uma 
conexão afim V. Um campo vetorial V ao longo de uma curva 
c: I —> M é chamado paralelo quando = 0, para todo t € I.

2.6 Proposição. Seja M uma variedade diferenciável com uma
conexão afim V. Seja c: I —> M uma curva diferenciável em M 
e Vo um vetor tangente a M em c(í0), t0 G I (i.e. Vo E Tc(to)M). 
Então existe um único campo de vetores paralelo V ao longo de 
c, tal que V(to) — Vo, (V(t) é chamado o transporte paralelo
de V(to) ao longo de c).

Demonstração: Admitamos que o teorema foi provado para o 
caso em que c(I) está contido em uma vizinhança coordenada. 
Por compacidade, para todo íx E I, o segmento c([to,ti]) C M 
pode ser coberto por um número finito de vizinhanças coordena­
das, em cada uma das quais V pode ser definido, por hipótese. 
Pela unicidade, as definições coincidem nas intersecções não va­
zias, o que permite definir V para [to, ti].

Devemos, portanto, provar o teorema no caso em que c(I) 
está contido numa vizinhança coordenada x(U) de um sistema de 
coordenadas x: U C Rn —* M em torno de c(I). Sejax_1(c(í)) = 
(xift),... ,xn(t)) a expressão local de c(t) e seja Vo — 52 Uq Xj, 

onde Xj = ^-(c(í0)).

Suponhamos que existe um V em x(U) que é paralelo ao 
longo de c com V(t0) = Vo . Então V = £E v^Xj satisfaz

dt
m

Fazendo XxtXj = ^E^Xk, e trocando j por k na primeira 
k

soma, obteremos

DV
dt

dvk53 j dt +53' j dxi----
dt

xk = 0.
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O sistema de n equações diferenciais em

(2)
dvk v 1 ~ dxi° = —+ 12^-37, k = l,...,n,
dt

possui uma única solução satisfazendo a condição inicial vk(to) = 
Uo . Segue-se que, se V existe, ele é único. Além disso, como o 
sistema é linear, a solução está definida para todo t € I, o que 
demonstra a existência de um (único) V com as propriedades 
desejadas. □

3 Conexão Riemanniana
3.1 Definição. Seja M uma variedade diferenciável com uma 
conexão afim V e uma métrica Riemanniana (, ). A conexão 
é dita compatível com a métrica (, ), quando para toda curva 
diferenciável c e quaisquer pares de campos de vetores paralelos 
P e P' ao longo de c, tivermos (P, P'} — constante.

A Definição 3.1 é justificada pela proposição seguinte que 
mostra que se V é compatível com (, ), então podemos dife­
renciar o produto interno pela “regra do produto” usual.

3.2 Proposição. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma 
conexão S7 em M é compatível com a métrica se e só se para todo 
par V eW de campos de vetores ao longo da curva diferenciável 
c : I —> M tem-se

(3)
DW

dt
tel.+ V,

Demonstração: É óbvio que a equação (3) implica a Definição 
3.1. Mostremos, portanto, a recíproca. Escolha uma base or­
tonormal {Pi(t0),... ,P„(í0)} de Tc(to)(Af), íq e I. Utilizando 
a Proposição 2.6, estenda paralelamente cada um dos vetores 
Pifo), i — 1, • • •, n, ao longo de c. Como V é compatível com a 
métrica, {Pi(í),..., Pn(£)} é uma base ortonormal de rcW(M),
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para todo t E I. Podemos, portanto, escrever

V = ^iPi, W = '£wiPi, i = l,...,n
i i

onde vz e w1 são funções diferenciáveis em I.
Segue-se daí que

DV y-k dvl DW dwl
~dT = ^~dtPij ~dT = ^~dTPi'

z z

Portanto,

3.3 Corolário. Uma conexão V em uma variedade Riemanni­
ana M é compatível com a métrica se e só se 

(4) X<y,Z) = + (Y, VXZ), X,Y,Z E X(M).

Demonstração: Suponhamos que V é compatível com a métrica. 
Seja p € M e sejam c: I M uma curva diferenciável com 
c(fo) = P, to £ I, e com ^|t=t = X(p). Então

x(p)(r’z) = s<r’z> ^xMY,Z')r + (,YyXMZ}p.

Como p é arbitrário, segue-se (4). A recíproca é óbvia. □

3.4 Definição. Uma conexão afim V em uma variedade dife­
renciável M é dita simétrica quando

(5) Vxy - VyX = [X, y] para todo X,Y E X(M).



[SEC. 3: CONEXÃO RIEMANNIANA 61

3.5 Observação. Em um sistema de coordenadas (f/,x), o fato 
de ser V simétrica implica que para todo i,j = 1,..., n,

(5’) =

o que justifica o nome adotado (observe que (5’) é equivalente 
ao fato que = T^).

Podemos agora enunciar o teorema fundamental deste capí­
tulo.

3.6 Teorema. (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanni­
ana M, existe uma única conexão afim V em M satisfazendo as 
condições:

a) V é simétrica.

b) V é compatível com a métrica Riemanniana.

Demonstração: Suponhamos inicialmente a existência de uma 
tal V. Então

(6) x<Y,z> = (vxy,z) + (Y,vxz),

(7) Y(Z, X) = (\7yZ, X) + (Z, VyX),

(8) Z(X, Y, = (VZX, Y) + (X, VZY),

Somando (6) e (7) e subtraindo (8), teremos, usando a sime­
tria de V, que

X(Y,Z) +Y(Z,X) — Z(X,Y)
= <[X, Z], Y} + {[Y, Z], X) + ([X. Y],Z) + 2(Z, VyX).

Portanto

(9) (Z, VyX> = í {X(Y, Z) + Y(Z, X) - Z(X. Yi

-<[X,Z],Y}-([Y,Z],X)-<[X,Y],Z)}.
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A expressão (9) mostra que V está univocamente determi­
nada pela métrica (, ). Portanto, caso exista, ela será única.

Para mostrar a existência, defina V por (9). E fácil verificar 
que V está bem definida e que satisfaz às propriedades desejadas.

□

3.7 Observação. A conexão dada pelo teorema acima é deno­
minada conexão de Levi-Civita (ou Riemanniana) de M.

Concluiremos este capítulo escrevendo parte do que foi feito
acima em um sistema de coordenadas (£/, x). E conveniente dizer
que as funções definidas em U por Xx^Xj — Z2 ^ij^k são os 

k
coeficientes da conexão V em U ou os símbolos de Christoffel da 
conexão. De (9) segue-se que

onde gij = (X^Xj).
Como a matriz (gkm) admite uma inversa (gfcm), teremos que

(10) r™ = 2 +

A equação (10) é a expressão clássica dos símbolos de Christoffel 
da conexão Riemanniana em termos dos g^ (dados pela métrica).

Observe que para o espaço euclidiano Rn, teremos = 0. 
Em termos dos símbolos de Christoffel, a derivada covariante

tem a expressão clássica

que vem de (1). Observe que difere da derivada usual no 
espaço euclidiano por termos que envolvem os símbolos de 
Christoffel. Portanto, no espaço euclidiano a derivada covari­
ante coincide com a derivada usual.
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Exercícios
1. Seja M uma variedade Riemanniana. Considere a aplicação

P — Pc,to,t- Peito) M ~* Tc(t)M

definida por: Pc,t0,t{.v\ v e é o transporte para­
lelo do vetor v ao longo da curva c. Mostre que P é uma 
isometria e que, se M é orientada, P preserva a orientação.

2. Sejam X e Y campos de vetores numa variedade Rieman­
niana M. Sejam p E M e c: I -> M uma curva integral 
de X por p, i.e. c(t0) = P e = X(c(t)). Prove que a 
conexão Riemanniana de M é

(vxy)(p) = j (pc~UY^tm'i •
t=to

onde Pc\tQ\t ’ —> Tc(t)M é o transporte paralelo ao
longo de c de to a í (isto mostra como a conexão pode ser 
reobtida da noção de paralelismo).

3. Seja f: Mn —> M uma imersão de uma variedade dife­
renciável M em uma variedade Riemanniana M. Supo­
nha que M tem a métrica Riemanniana induzida por f 
(cf. Exemplo 2.5 do Cap. I). Seja p G M e U C M uma 
vizinhança de p tal que f(U) C M seja uma subvariedade 
de M. Sejam X, Y campos de vetores em f(U) e estenda- 
os a campos de vetores X, Y em um aberto de M. Defina 
(V%y)(p) = componente tangencial de V^y(p), onde V 
é a conexão Riemanniana de M. Prove que V é a conexão 
Riemanniana de M.

4. Seja M2 C R3 uma superfície em R3 com a métrica Ri­
emanniana induzida. Seja c: I —> M uma curva dife­
renciável em M e V um campo de vetores tangentes a 
M ao longo de c; V pode ser pensado como uma função 
diferenciável V : I —► R3, com V(í) € TC^M.
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a) Mostre que V é paralelo se e somente se é perpen­
dicular a Tc(t)M C IR3 onde é a derivada usual de 
V: I —> R3.

b) Se S2 C R3 é a esfera unitária de R3, mostre que o 
campo velocidade ao longo de círculos máximos para- 
metrizados pelo comprimento de arco é um campo pa­
ralelo. O mesmo argumento se aplica para Sn C Rn+1.

5. No espaço euclidiano, o transporte paralelo de um vetor 
entre dois pontos não depende da curva que liga estes dois 
pontos. Mostre, por um exemplo, que isto não é verdade 
numa variedade Riemanniana qualquer.

6. Seja M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M.
Considere a curva constante dada por /(í) = p,
para todo t G I. Seja V um campo vetorial ao longo de 
f (isto é, V é uma aplicação diferenciável de I em TPM). 
Mostre isto é, a derivada covariante coincide
com a derivada usual de V: I —> TPM.

7. Seja S2 C R3 a esfera unitária, c um paralelo qualquer 
de S2 e Vo um vetor tangente a S2 em um ponto de c. 
Descreva geometricamente o transporte paralelo de Vo ao 
longo de c.
Sugestão: Considere o cone C tangente a S2 ao longo de c 
e mostre que o transporte paralelo de Vo ao longo de c é o 
mesmo, quer tomado em relação a S2 ou a C.

8. Considere o semi-plano superior

R2+ = {(x,y) éR2;j/> 0}

com a métrica dada por gn = g22 = , <?i2 = 0 (métrica
da geometria não-euclidiana de Lobatchevski).
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a) Mostre que os símbolos de Christoffel da conexão Ri­
emanniana são: rxl = rX2 — r22 — o, rxl — ,
pl _  p2 _  _ 1
1 12 ~ 1 22 — y *

b) Seja vo = (0,1) um vetor tangente no ponto (0,1) de 
R2+ (vo é o vetor unitário do eixo Oy com origem em 
(0,1)). Seja v(t) o transporte paralelo de v0 ao longo 
da curva x = t, y = 1. Mostre que v(í) faz um 
ângulo t com a direção de Qy no sentido horário.

Sugestão: O campo v(í) = (a(í), £>(£)) safisfaz ao sistema 
(2) que define um campo paralelo e que, neste caso, se 
simplifica em

Í£ + rí2& = o, 

la + rn“ = °-

Fazendo a = cos0(í), b = sen#(í) e notando que ao longo 
da curva dada temos y = 1, obteremos das equações acima 
que ^ = — 1. Como v(0) = v0, isto implica que 0(t) = 
7t/2 — t.

9. (Métricas pseudo-Riemannianas). Uma métrica pseudo- 
Riemanniana em uma variedade diferenciável M é a es­
colha, para cada ponto p € M, de uma forma bilinear 
simétrica não degenerada (, ) (porém não necessariamente 
positiva definida) em TPM e que varia diferenciavelmente 
com p. Exceto pelo fato de não ser (, ) definida positiva, 
todas as definições até agora apresentadas fazem sentido 
em uma métrica pseudo-Riemanniana. Por exemplo, uma 
conexão afim em M é compatível com uma métrica pseudo- 
Riemanniana de M se (4) é satisfeita; se, além disto, (5) 
se verifica, a conexão afim é dita simétrica.

a) Mostre que o Teorema de Levi-Civita se estende a 
métricas pseudo-Riemannianas. A conexão assim obti­
da é chamada pseudo-Riemanniana.
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b) Introduza uma métrica pseudo-Riemanniana em Rn+1 
pela forma quadrática:

Q(x0, ...,xn) = -(x0)2 + (zi)2 + • • • + 

(xQ,...,xn) eRn+1.

Mostre que o transporte paralelo da conexão de Levi- 
Civita desta métrica coincide com o transporte para­
lelo usual do Rn+1 (esta métrica pseudo-Riemanniana 
é chamada métrica de Lorentz\ para n = 3, ela apa­
rece naturalmente em Relatividade).



Capítulo III

Geodésicas; Vizinhanças 
Convexas

1 Introdução

Fixada a terminologia básica, passaremos a estudar os dois 
conceitos fundamentais da Geometria Riemanniana, a saber, geo­
désicas e curvatura. Neste capítulo introduziremos a noção de 
geodésica como uma curva cuja aceleração é nula. No próximo 
capítulo, iniciaremos o estudo da curvatura.

Um dos objetivos do presente capítulo é mostrar que uma 
geodésica minimiza o comprimento de arco para pontos “sufi­
cientemente próximos” (em um sentido a ser precisado); além 
disso, se uma curva minimiza o comprimento de arco entre dois 
quaisquer de seus pontos, ela é uma geodésica. Para provar estes 
fatos, necessitaremos de vários conceitos e resultados que serão 
úteis posteriormente.

Na Seção 2 introduziremos o fibrado tangente TM de uma 
variedade M que permite reduzir o estudo local das geodésicas 
de M ao estudo das trajetórias de um campo de vetores em TM 
(o campo geodésico). Na Seção 3, introduziremos a aplicação 
exponencial de um aberto deTM em M que é simplesmente uma 
maneira de “colecionar” em uma única aplicação diferenciável,
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todas as geodésicas de M. Esta notação é extremamente útil, e 
permite-nos, por exemplo, aplicar o teorema da função inversa 
para mostrar que cada ponto de M possui uma vizinhança W tal 
que dois pontos quaisquer de W podem ser ligados por uma única 
geodésica que minimiza o comprimento de arco (v. Teorema 3.7).

O conceito de geodésica, como curva que minimiza a distância 
entre dois pontos próximos, é bastante antigo. Para superfícies 
do R3, as geodésicas podem ser caracterizadas como aquelas cur­
vas c(s) (onde s é o comprimento de arco) para as quais a ace­
leração c"(s) em R3 é perpendicular à superfície (portanto, a 
aceleração de c “como vista”da superfície é nula). Uma tal ca­
racterização já era aparentemente conhecida, pelo menos para 
superfícies convexas, desde 1697 por J. Bernoulli, e as equações 
das geodésicas das superfícies na forma f(x, y,z) = 0 já eram 
conhecidas de Euler desde 1721. Entretanto, só com o traba­
lho de Gauss [Ga] em 1827 foi estabelecida uma relação entre 
as geodésicas e a curvatura de uma superfície (Cf. Introdução 
do Cap. I). Esta relação é fundamental e, sob várias formas, 
aparecerá repetidamente neste livro.

2 O fluxo geodésico
No que se segue, M será uma variedade Riemanniana munida 

de sua conexão Riemanniana.

2.1 Definição. Uma curva parametrizada 7: I —> M é uma 
geodésica em t0 E I se = 0 no ponto í0; se 7 é geodésica
em t, para todo t 6 I, dizemos que 7 é uma geodésica. Se 
[a, 6] C I e 7: I —* M é uma geodésica, a restrição de 7 a [a, b] 
é chamada (segmento de) geodésica ligando 7 (a) a 7(6).

As vezes, por abuso de linguagem, chamaremos de geodésica 
à imagem 7(1) de uma geodésica 7.

Se 7: I —► M é uma geodésica, então

d / d'} dy\ / D dy dy\ 
dt\dt’ dt / \dt dt' dt /

= 0
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isto é, o comprimento do vetor tangente é constante. Supore­
mos, de agora em diante, que | ^ | = c / 0, isto é, excluiremos as 
geodésicas que se reduzem a pontos. O comprimento de arco s 
de 7, a partir de uma origem fixa, digamos t = t0, é então dado 
por

s
Idy 
| dt dt = c(t — to).

Portanto, o parâmetro de uma geodésica é proporcional ao com­
primento de arco. Quando o parâmetro é o próprio comprimento 
de arco, isto é, c — 1, diremos que a geodésica 7 está normaliza­
da.

Vamos agora determinar as equações locais satisfeitas por 
uma geodésica 7 em um sistema de coordenadas (£/, x) em torno 
de 7(^0)- Em U,

y(t) = (xi(í),...,xn(í)).

7 será uma geodésica se e só se

n = — í —L\ = (^Xk _l Vr* — d
dt\dt) y dt2 (H dt J dxk

Logo o sistema de equações diferenciais de 2- ordem

(1)
^Xk + \^ rfc — — 0 k — 1 n

+ 2b1 O d+ dt U’ Kdt
ij

fornece as equações procuradas.
Para estudarmos o sistema (1) é conveniente considerar o

fibrado tangente TM, que também será útil em situações futuras.
TM é o conjunto dos pares (q,v), q € M, v G TqM. Se

(U, x) é um sistema de coordenadas em M, então todo vetor de 
n

TqM, q E x(U), é escrito como ^3 Ui ’ Tomando (aq,... ,xn, 
2=1 1

yi,..., yn) como coordenadas de (ç, v) em TU, é fácil mostrar que 
obtemos uma estrutura diferenciável para TM (Cf. o Exemplo
4.1 do Cap. 0).
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Observe que TU = U x Rn, isto é, o fibrado tangente é local­
mente um produto. Além disso, a projeção canônica tt : TM —> 
M dada por 7r(g, u) = q é diferenciável.

Qualquer curva diferenciável t —> 7(í) em M determina uma 
curva t —♦ (7(2), ^(í)) em TM. Se 7 é uma geodésica então, em 
TU, a curva

í -> , xn(t),

satisfaz o sistema

dxn ft j 
dt

)

(1’)

dxk
dt = yk

dyk = 
dt

r?, yiVj k = I,... ,nt,3 *3

em termos de coordenadas (xi,... ,xn,yi.,...,yn} de TU. Por­
tanto o sistema de segunda ordem (1) em U é equivalente ao 
sistema de primeira ordem (1’) em TU.

Recordemos o seguinte teorema de equações diferenciais.

2.2 Teorema. Se X é um campo C°° num aberto V de uma 
variedade M ep Ç.V então existem um aberto Vo C V, p E. Vo, 
um número 6 > 0, e uma aplicação C°°, y>\ (—<5, á) x Vo V 
tais que a curva t —> (p(t, q}, t G (—6, á), é a única trajetória de 
X que no instante t = 0 passa pelo ponto q, para cada q G Vo •

A aplicação <pt: Vo V dada por = <p(t, q) é chamada 
o fluxo de X em V.

2.3 Lema. Existe um único campo G em TM cujas trajetórias 
são da forma t —> (7(2), 7'(í)), onde y é uma geodésica em M. 
Demonstração: Provaremos primeiro a unicidade de G, supon­
do sua existência. Consideremos um sistema de coordenadas 
(t/,®) em M. Pela hipótese, as trajetórias de G em TU são 
dadas por t —> (7(t),7/(t)) onde 7 é uma geodésica. Decorre 
daí que t —> (7(í),7/(í)) é solução do sistema de equações dife­
renciais (1’)- Pela unicidade de trajetórias de um tal sistema, 
concluimos que se G existe, então é único.
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Para provarmos a existência de G, definímo-lo localmente 
pelo sistema (1’)- Usando a unicidade, concluimos que G está 
bem definido em TM. □

2.4 Definição. O campo G definido acima é chamado campo 
geodésico em TM e seu fluxo é o fluxo geodésico de TM.

Aplicando o Teorema 2.2 ao campo geodésico G no ponto 
(p,0) 6 TM, obtemos o seguinte resultado:

Para cada p E M existem um aberto U em TU, onde (U, x) 
é um sistema de coordenadas em p e (p, 0) G IA, um número 
6 > 0 e uma aplicação C°°, <p: (—0,6) x IA —»• TU, tais que:
t —> ip(t, q,v) é a única trajetória de G que satisfaz à condição 
inicial <p(0, q, v) = (q,v), para cada (q,v) G IA.

z
E possível escolher IA na forma

IA = {(?) v) £ TU-,q G V e v G TqM com |v| < £i},

onde V C U é uma vizinhança de p G M. Pondo y = 7r o <p, 
onde 7r: TM —> M é a, projeção canônica, podemos escrever o 
enunciado anterior do seguinte modo.

2.5 Proposição. Dado p G M, existem um aberto V C M, 
p EV, números 6>0esi>Qe uma aplicação C°°

y: (-6,6) xlA -+ M, IA = {(q,v)-,q EV,v G TqM, |u| < £i},

tais que a curva t —> y(t,q,v), t G (—6,6), é a única geodésica 
de M que no instante t = 0 passa por q com velocidade v, para 
cada q EV e cada v E TqM com |w| < £X.

A Proposição 2.5 afirma que se |u| < £i, a geodésica y(t, q, v) 
existe em um intervalo (—6,6) e é única. Em verdade, é possível 
aumentar a velocidade de uma geodésica diminuindo o seu inter­
valo de definição, ou vice-versa. Isto decorre do seguinte lema 
de homogeneidade.

2.6 Lema. (Homogeneidade de uma geodésica). Se a geodésica 
y(t,q,v) está definida no intervalo (—6,6), então a geodésica
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dt \dt)

7(í, q, av), a G R, a > 0, está definida no intervalo ( — £,£) 
e

7(M,<m>) = l(at,q,v).

Demonstração: Seja h: ( — £>£) —* M uma curva dada por 
h(í) = y(at, q, u). Então h(0) = g e ^(0) = av. Além disso, 
como h'(t) = a^ÇafiqyV),

= (^) = & ^7,(ot,g,v)7 9) = 0,

onde, na primeira igualdade, estendemos h'(t) a uma vizinhança 
de h(t) em M. Portanto, h é uma geodésica que no instante 
t = 0 passa por q com velocidade av. Por unicidade,

h(t) = y(at,q,v) =i(t,q,av). □

A Proposição 2.5, junto com o lema de homogeneidade, per­
mite tornar o intervalo de definição de uma geodésica unifor­
memente grande em uma vizinhança de p. Mais precisamente, 
temos o seguinte resultado.

2.7 Proposição. Dado p G M, existem uma vizinhança V de p
em M, um número £ > 0 e uma aplicação C°°, : (—2,2) xZY —>■
M, U = {(ç, w) G TM;q G V,w G TqM,\w\ < e} tal que 
t —> 7(í, q, w), t G (—2,2), é a única geodésica de M que no 
instante t = 0 passa por q com velocidade w, para cada q G V e 
cada w G TqM, com |w| < e.
Demonstração: A geodésica 7(t, q, v) da Proposição 2.5 está 
definida para |í| < 6 e para |u| < £i. Pelo lema de homogenei­
dade, 7(í, q, y) está definida para |í| < 2. Tomando £ < ^-, a 
geodésica 7(t, q, w) está definida para |t| < 2 e |w| < £. □

2.8 Observação. Por um argumento análogo, podemos tornar 
a velocidade de uma geodésica uniformemente grande em uma 
vizinhança de p.

A Proposição 2.7 nos permite introduzir o conceito de apli­
cação exponencial da maneira seguinte. Seja p G M e U C
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TM um aberto dado pela Proposição 2.7. Então a aplicação 
exp -.U —» M dada por

exp(ç, v) = 7(1, g, v) = 7 Q|v|, q, J , (g, v) € lí,

é chamada a aplicação exponencial em U.
E claro que exp é diferenciável. Na maior parte das aplicações, 

utilizaremos a restrição de exp a um aberto do espaço tangente 
TqM, isto é, definiremos

expg: Be(0) C TqM —> M

por expg(u) = exp(g, v). Aqui, e de agora em diante, indicaremos 
por B£(0) uma bola aberta de centro na origem 0 de TqM e de 
raio £. E imediato verificar que expg é diferenciável e expg(0) — q.

Geometricamente, expg(v) é o ponto de M obtido percor­
rendo um comprimento igual a |v|, a partir de g, sobre a geodésica 
que passa por g com velocidade igual a •

2.9 Proposição. Dado q € M, existe um e > 0 tal que 
expg: C TqM —> M é um difeomorfismo de Be(0) sobre
um aberto de M.
Demonstração: Calculemos d(expg)0:

= lt^1,q,tv^d(exp9)0(v) = — (expg(tv))
t=0 t=Q

= V.
t=0

Logo d(expg)0 é a identidade de TqM, donde pelo teorema da 
função inversa, expg é um difeomorfismo local numa vizinhança 
deO. □

2.10 Exemplo. Seja M = Rn. Como a derivação covariante 
coincide com a usual, as geodésicas são retas parametrizadas 
proporcionalmente ao comprimento de arco. A exponencial é
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evidentemente a identidade (com a identificação usual do espaço 
tangente a Rn em p com Rn).

2.11 Exemplo. Seja M — Sn C Rn+1 a esfera unitária de 
dimensão n. Como vimos no Exercício 4(b) do Capítulo II, os 
círculos máximos de Sn parametrizados pelo comprimento de 
arco são geodésicas. Vamos mostrar que todas as geodésicas de 
Sn são círculos máximos parametrizados proporcionalmente ao 
comprimento de arco. Com efeito, dados p G Sn e um vetor 
unitário v E TpSn, a intersecção com Sn do plano que contém a 
origem de Rn+1, o ponto p e o vetor v é um círculo máximo que 
pode ser parametrizado como a geodésica por p com velocidade 
v. Da unicidade da Proposição 2.5 segue então o afirmado.

Dado um ponto (p, v) € TM, o ponto expp v G M é obtido 
percorrendo sobre a geodésica y(t,p, ^j) um comprimento igual 
a |u|, a partir de p. No nosso caso, é claro que expp está definida 
em todo o espaço tangente, e pode ser descrita da maneira se­
guinte: expp transforma B^(0) injetivamente em Sn — {</}, onde 
q é o ponto antípoda de p; a fronteira de B^-(O) é transformada 
em q-, a coroa circular aberta B^O) = Bw(0) é transformada 
injetivamente em Sn — {p, q}. a fronteira de B27r(0) é transfor­
mada em p, etc. (Fig. 1). Observe que se considerássemos a 
variedade Riemanniana Sn — {ç}, expp estaria definida apenas 
em B,(0) C Tp(Sn - {<?}).

3 Propriedades minimizantes das geo­
désicas

Desejamos agora estudar certas propriedades de minimização 
das geodésicas. Para isto necessitaremos de algumas definições 
e lemas preliminares.

3.1 Definição. Uma curva diferenciável por partes é uma 
aplicação contínua c: [a, 6] —♦ M de um intervalo fechado [a, b] C 
R em M satisfazendo a seguinte condição: existe uma partição 
a = to < ti <•■• < tk-i < tk = b de [a, b] tal que as restrições
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cL . i, i = 0,..., k — 1, são diferenciáveis. Dizemos que c
I [ti ,ti+l J

liga os pontos c(a) e c(6). c(tj) é chamado um vértice de c, e o
ângulo formado por lim d (£) com lim d (í) é chamado o ângulo 

t-»t+ t->t~
do vértice c(ti)-, aqui lim (lim) significa que t se aproxima de ti 

t-^tf t->trz z
por valores maiores (menores) que ti.

O transporte paralelo pode ser facilmente estendido às cur­
vas diferenciáveis por partes: dado Vo € TçfflM, t € 
estende-se Vo a um campo paralelo V(t), t £ [íj, t»+i]; tomando 
V(ti) e V(ti+1) como novos valores iniciais, podemos estender 
V(í) paralelamente ao intervalo íi+2], e assim sucessiva­
mente.

3.2 Definição. Um segmento de geodésica 7: [a, b] —> M é 
chamado minimizante se £(7) < £(c), onde /!( ) indica o compri­
mento de uma curva e c é qualquer curva diferenciável por partes 
ligando 7(0) a 7(6).

Na prova do lema de Gauss, apresentada a seguir, usaremos 
a seguinte terminologia.

3.3 Definição. Seja A um conjunto conexo de R2 com U C 
A cU, U aberto em R2 e tal que a fronteira d A de A seja uma 
curva diferenciável por partes com ângulos dos vértices distintos 
de 7T. Uma superfície parametrizada em M é uma aplicação
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diferenciável s: A C IR2 —► M. (Observe que dizer que s é 
diferenciável em A equivale a dizer que existe um aberto U D 
A onde s se estende diferenciavelmente. A condição sobre os 
ângulos dos vértices de A é necessária para que a diferencial de 
s não dependa da extensão considerada.)

Um campo de vetores v ao longo de s é uma aplicação que 
associa a cada q E A um vetor V(ç) E Ta(q)M, que é diferenciável 
no seguinte sentido: se f é uma função diferenciável em M, então 
a aplicação q —► V(q)f é diferenciável.

Sejam (u,v) coordenadas cartesianas em IR2. Para v0 fixo, 
a aplicação u —> s(u,uo), onde u pertence a uma componente 
conexa de A D {u — u0}, é uma curva em M, e ds(^), que 
denotaremos por , é um campo de vetores ao longo desta 
curva. Isto define para todo (u,v) E A e é um campo de 
vetores ao longo de s. Analogamente se define •

Se V é um campo ao longo de s: A —> M, definimos as 
derivadas covariantes e do seguinte modo. ^(u,Vq) é 
a derivada covariante ao longo da curva u —> s(u, vq) da restrição 
de V a esta curva. Isto define Ç^(u,v) para todo (u,v) E A. 
Analogamente, se define •

3.4 Lema (de simetria). Se M é uma variedade diferenciável 
com uma conexão simétrica e s: A—> M é uma superfície para­
metrizada então:

D ds D ds 
dv du du dv

Demonstração: Seja x: V C IRn —»• M um sistema de coor­
denadas em uma vizinhança de um ponto de s(A). Podemos 
escrever

x 1 o s(u, u) = (^(u, u),..., xn(u, u)).
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Portanto

D z ds v _ D , dx1 d x 
faSfal' ~ faS 2^/ fa, fari)du dxil

d2xl d ^ar* T7 d
fad + 2_^ ~QÜ /9v^d/dxidvdu dx dxi

= £

_ y"' (Px1 9 dx1 dxj
‘ J faifai fir* ""l" 2s Qy Qy d/dxi

d_
dx*

Pela simetria da conexão, Va/aiJ = V9/ari ■ Logo, calcu­
lando obteremos a mesma expressão acima, o que prova
o lema. □

No que segue identificaremos o espaço tangente a TPM em 
v G TPM com o próprio TPM.

3.5 Lema (de Gauss). Seja p G M e seja v G TPM tal que 
exp v esteja definida. Seja w G TPM ~ TV(TPM). Então

(2) ((dexpp)v(u), (dexpp)Jw)) = (v, w).

Demonstração: Seja w — wt + , onde w? é paralelo a v e
wjv é normal a v. Como dexpp é linear e, por definição de expp, 

<(dexpp)v(i>),(dexpp)JwT)) = (v,wT},

basta provar (2) para w — . É claro que podemos supor
wn 0.

Como expp v está definida, existe e > 0 tal que, expp u está 
definida para

u = tv(s), 0 < t < 1, — e < s < e,

onde w(s) é uma curva em TPM com u(0) = v, ?/(0) = wn 
e |v(s)| — const. Podemos, portanto, considerar a superfície 
parametrizada

A = {(í,s);0 < t < 1, — e < s < e}
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dada por
f(t,s) =exppto(s).

Observe que as curvas t —> /(í, So) são geodésicas (v. Fig. 2). 
Para provar (2) para w = , observamos primeiro que

(3) )(1,0) = <(dexPpUw)> (dexPP)Jv)>-

Além disto, para todo (t, s), temos

dt\ds'dt / \dtds' dt/ \ds'dt dt/'

O último termo da expressão acima é zero, pois é o vetor 
tangente de uma geodésica. Pela simetria da conexão, o primeiro 
termo da soma se transforma em

/£<V <V\ = /£<V ÊZ\ = i2/ÉZ ÊA=n
\dt ds'dt \dsdt,dt/ 2ds\dt'dt

Figura 2
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Segue-se daí que e independente de t. Como

d f
te = Ü™(de*Pp\vtwN = 0,

concluimos que ((1,0) =0, o que junto com (3) prova o
lema. □

✓
E conveniente usar a seguinte terminologia. Se expp é um di­

feomorfismo em uma vizinhança V da origem em TPM, expp V — 
U é chamada uma vizinhança normal de p. Se £e(0) é tal que 
£e(0) C V, chamamos expp£e(0) = £e(p) a bola normal (ou 
geodésica) de centro p e raio e. Pelo lema de Gauss, a fronteira 
de uma bola normal é uma hipersuperfície (subvariedade de co­
dimensão 1) em M ortogonal às geodésicas que partem de p; ela 
é denotada por Se(p) e denominada esfera normal (ou geodésica). 
As geodésicas em Be(p) que partem de p são chamadas geodésicas 
radiais.

Mostraremos agora que as geodésicas minimizam localmente 
o comprimento de arco. Mais precisamente, temos o seguinte 
resultado.

3.6 Proposição. Sejam p € M, U uma vizinhança normal de 
p, e B C U uma bola normal de centro p. Seja 7: [0,1] —* B 
um segmento de geodésica com 7(0) = p. Se c: [0,1] —> M é 
qualquer curva diferenciável por partes ligando 7(0) a 7(1) então 
^(7) < ^(c) e se a igualdade vale então 7([0,1]) = c([0,1]).

Demonstração: Suporemos inicialmente que c([0,1]) C B. Co­
mo expp é um difeomorfismo em U, c(t), f / 0, pode ser escrito 
univocamente como expp(r(í) • v(t)) = f(r(t),t) onde t v(t) 
é uma curva em TPM com |v(t)| = 1 e r: (0,1] —» R é uma 
função positiva diferenciável por partes (podemos supor que se 
ti G (0,1] então c(fi) / p; caso contrário abandonaríamos o 
intervalo [0, ti)). Logo, exceto para um número finito de pontos,

dc df df
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Pelo lema de Gauss, = 0. Como ||£| = 1,

(1) ra2+ 3/
dt > k'(í)l2

donde

(2)
dt > f |r'(t)|dt > / r'(t)dt = r(l) — r(c).

Fazendo e —> 0 obtemos ^(c) > ^(7), pois r(l) — £(7).
E claro que se a desigualdade (1), ou a segunda desigualdade 

em (2), é estrita então t(c) > €(7). Logo, se f(c) = ^(7), então 
||£| = 0, isto é, v(t) = const., e |r'(f)| — r'(t) > 0. Segue-se daí 
que c é uma reparametrização monótona de 7, donde c([0,1]) = 
7([0,l])-

Se c( [0,1]) não está contido em B, consideramos o primeiro 
ponto ti G (0,1) para o qual c(fi) pertence à fronteira de B. Se 
p é o raio da bola geodésica B, temos:

> P > ^(7)- □

Convém observar que a proposição acima não é global. Se 
consideramos um arco suficientemente grande de geodésica ele 
pode deixar de ser minimizante. Por exemplo as geodésicas de 
uma esfera que partem de um ponto p não são minimizantes 
depois que passam pelo antípoda de p.

Por outro lado, se uma curva c, diferenciável por partes, é 
minimizante, provaremos que c é geodésica. Para isso necessi­
tamos de um refinamento da Proposição 2.9, onde provamos a 
existência de vizinhanças normais. Mostraremos abaixo que para 
cada p G M existe uma vizinhança W de p que é vizinhança nor­
mal de cada q G W.

3.7 Teorema. Para cadap G M existem uma vizinhança W de 
p e um número 6 > Q, tais que, para cada q G W, expg é um 
difeomorfismo em Bg(fi) C TqM e exp9(Bí(0)) D W, isto é, W 
é vizinhança normal de cada um de seus pontos.
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Demonstração: Sejam e > 0, V e U como na Proposição 
2.7. Definimos F-.U —> M x M por F(q, v) = (q, expgv). Re­
cordamos que U C TU, onde U é o domínio de um sistema de 
coordenadas x em p, com V C x(U). Consideremos em F(p, 0) = 
(p,p) G M x M o sistema de coordenadas (UxU',(x,x)). Assim, 
a matriz de dF(Pj0) é

pois (dexpp)0 = I. Logo F é um difeomorfismo local numa vizi­
nhança de (p, 0). Isto significa que existe uma vizinhança lí' 
de (p, 0) em TM tal que F aplica U' difeomorficamente sobre 
uma vizinhança W' de (p,p) em M x M. E possível escolher U' 
da forma

U, = {M-qeV',veTqM,\v\<ô},

onde V' C V é uma vizinhança de p em M. Escolha agora uma 
vizinhança W C M de p tal que W x W C W'. Afirmamos que 
W e S assim obtidos satisfazem o enunciado da Proposição.

Com efeito, se q E W e Bá(0) C TqM então, como F é um 
difeomorfismo em U', tem-se

F({,} x ft(0)) D {ç} x W.

Pela definição de F, expg(£$(0)) D W. □

3.8 Observação. Da proposição acima e da propriedade de mi­
nimização das geodésicas, segue-se que dados dois pontos <?i, ç2 £ 
W existe uma única geodésica minimizante 7 de comprimento 
< ó ligando <71 a <72 • A prova mostra também que 7 depende 
diferenciavelmente de (qi,<72) no seguinte sentido: dado (Qi, <72) 
existe um único v G TqiM (dado por F1-1 (<Zi, <72) = (Çi,^)) que 
depende diferenciavelmente de (çi, 92) e é tal que 7z(0) = v.

z
E conveniente chamar W uma vizinhança totalmente normal 

de p G M.

3.9 Corolário. Se uma curva diferenciável por partes •y: [a, ò] —> 
M, com parâmetro proporcional ao comprimento de arco, tem
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comprimento menor ou igual ao comprimento de qualquer outra 
curva diferenciável por partes ligando 7(a) a 7(6) então 7 é uma 
geodésica. Em particular 7 é regular.

Demonstração: Sejam t G [a, 6] e W uma vizinhança total­
mente normal de 7(t). Existe um intervalo fechado I C [a, 6], 
com interior não vazio, t G I, tal que 7(1) C W; a restrição 
7/: / —»• IV é então uma curva diferenciável por partes ligando 
dois pontos de uma bola normal. Pela hipótese e pela Proposição 
3.6, €(7/) é igual ao comprimento de uma geodésica radial ligan­
do esses dois pontos. Ainda pela Proposição 3.6, e pelo fato de 
7/ estar parametrizada proporcionalmente ao comprimento de 
arco, 77 é uma geodésica em /, e portanto em t. □

Usando o corolário acima, podemos determinar as geodésicas 
do plano de Lobatchevski. Convém observar o fato, facilmente 
verificável, que as isometrias de uma variedade Riemanniana le­
vam geodésicas em geodésicas.

3.10 Exemplo. Seja G o semi-plano superior, isto é, G = 
{(x,y) E R2; y > 0} com a métrica Riemanniana pn = <722 =
512 = 521 = 0.

Mostraremos que o segmento 7: [a, 6] —> G, a > 0, do eixo 
dos y, dado por 7(í) = (0, í) é a imagem de uma geodésica. De 
fato, para qualquer arco c: [a, 6] —>■ G dado por c(í) = (x(í), ?/(£)) 
com c(a) = (0, a) e c(6) = (0,6), temos que

Segue-se que 7 minimiza arcos diferenciáveis por partes, e, do 
Corolário 3.9, que a imagem de 7 é uma geodésica.

E fácil ver que as isometrias de G (cf. Exercício 4 do Cap. I) 

az -(- 6
z z = x + iy, ad — bc = 1,

cz + d’
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transformam o eixo Qy em semi-círculos superiores ou em semi- 
retas x = Xq, y > 0. Estas curvas são, portanto, geodésicas 
em G. Em verdade, estas são todas as geodésicas de G, pois por 
cada p € G e cada direção em TPG passa um tal círculo com 
centro no eixo Oz (Fig. 3. no caso especial em que a direção é 
normal a Qx, o círculo degenera em uma reta normal a Ox).

Figura 3. Geodésicas do plano de Lobatchevski.

4 Vizinhanças convexas
Vimos no Teorema 3.7 (Cf. Observação 3.8) que cada ponto 

p G M possui uma vizinhança totalmente normal, isto é, uma 
vizinhança W e um número 5 > 0 tais que quaisquer dois pontos 
çi,ç2 € W podem ser ligados por uma geodésica minimizante 
de comprimento < S. Pode acontecer, entretanto, que uma tal 
geodésica não esteja contida em W. Diremos que um conjunto
5 C M é fortemente convexo se para quaisquer dois pontos Çi, <72 
do fecho S de S existe uma única geodésica minimizante 7 ligan­
do qi a ç2 cujo interior está contido em S. Vamos agora provar 
que o raio de uma bola totalmente normal pode ser escolhido de 
modo que ela se torne fortemente convexa.
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4.1 Lema. Para cada p € M existe um número c > 0 tal 
que qualquer geodésica de M que é tangente em q G M à esfera 
geodésica Sr(p) de raio r < c está fora da bola geodésica Br(p) 
numa vizinhança de q.
Demonstração: Seja W uma vizinhança totalmente normal 
de p. Usando o lema de homogeneidade, podemos supor, res­
tringindo convenientemente o intervalo da definição, que todas 
as geodésicas de W têm velocidade um. Podemos, portanto, nos 
restringir ao fibrado tangente unitário Ti IV dado por

TrW = {(ç,u); q € W, v € TqM, |u| = 1}.

Seja 7: I x TilV —> M, I = (—e, e), a aplicação diferenciável 
tal que t —> é a geodésica que no instante t = 0
passa por q com velocidade v, |u| = 1. Definimos u(t,q,v) = 
exPp1^,^)) e

F: I x 1\W —> R, F(t,q,v) — |u(t, q, u)|2.

F mede o quadrado da “distância” a p de um ponto que se desloca 
sobre a geodésica 7 (Fig. 4). E claro que u e F são diferenciáveis, 
e que

dF
dt

d2F
~dt?

Jdu
= 2\at,u

+ 2

Seja agora r > 0 tal que

exppBr(0) = Br(p) C W.

Se uma geodésica 7 é tangente à esfera geodésica Sr(p) no ponto 
q = 7(0, ç,u), então, pelo lema de Gauss,

du
dt

(0,ç, v),u(Q,q, v) = 0,

isto é, ^-(0, q, v) = 0. Se mostrarmos que, para r suficientemente 
pequeno, o ponto crítico (0, ç,w) de F é um ponto de mínimo 
estrito, teremos concluido a demonstração.
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Figura 4

Para isto basta observar que para q — p, temos u(t,p, u) = tv 
e, portanto

^(0,p,v) = 2|u|2 = 2.

Decorre daí que existe uma vizinhança V C W de p tal que 
(0, q, w) > 0, para todo q 6 V e todo v € TPM, |u| = 1. Seja

c > 0 tal que
expp £c(0) C V.

Pelo visto anterior mente, toda geodésica em £c(p) que é tangente 
a uma esfera geodésica de raio r < c no ponto 7(0, q, v) é tal 
que F tem um mínimo estrito local em (0, q, u). Logo, em uma 
vizinhança de q os pontos de 7 estão fora da bola Br(p). □

4.2 Proposição (vizinhanças convexas). Para cadap 6 M exis­
te um número /3 > 0 tal que a bola geodésica Bp(p) é fortemente 
convexa.
Demonstração: Seja c o número dado no Lema 4.1. Escolha 
S > 0 e W no Teorema 3.7 de modo que ú < f • Tome (3 < ó tal
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que Bp(p) C W. Provaremos que Bp{p) é fortemente convexa. 
Sejam Qi, <72 € Bp{p) e 7 a (única) geodésica de comprimento 
< 26 < c ligando a <72 • É claro que 7 está contida em Bc(p) 
(Fig- 5).

Se o interior de 7 não está contido em Bp{p), então existe 
um ponto m no interior de 7 onde a distância máxima r de p a 
7 é atingida. Os pontos de 7 numa vizinhança de m estarão no 
fecho de Br{p). Como m € Bc(p) isto contradiz o Lema 4.1 e 
demonstra a proposição. □

Exercícios
1. {Geodésicas de superfícies de revolução). Indique por {u, v) 

as coordenadas cartesianas de R2. Mostre que a função 
(p: U C R2 —> R3 dada por ip{u,v) = {f{v)cosu, 
f{v) sen u,g{v)),

U = {{u, v) € R2; Uo < u < ui, vq < 0 < ,

onde f e g são funções diferenciáveis, com f'{v)2+g'{v)2 
0 e f{v) / 0, é uma imersão. A imagem <p(U) é a su­
perfície gerada pela rotação em torno do eixo Qz da curva
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(/(u), ^(v)) e é chamada uma superfície de revolução S. As 
imagens por ip das curvas u = constante e v = constante 
são chamadas meridianos e paralelos, respectivamente, de S.

a) Mostre que a métrica induzida nas coordenadas (u, v) 
é dada por

9n = f2, 9x2 = 0, í?22 = (/? + (í/)2-

b) Mostre que as equações locais de uma geodésica 7 são

d?u 2f f du dv
dt2 f2 dt dt ’

_ ff (du\2 ff" + 9'9" (dv\2 = n
dt2 (J')2 + (g'f \dt) (/'2 + (s')2 \dt)

c) Obtenha o seguinte significado geométrico das equa­
ções acima: a segunda equação é, exceto para meridia­
nos e paralelos, equivalente ao fato de que a “energia” 
|7'(t) |2 de uma geodésica é constante ao longo de 7; 
a primeira equação significa que se /3(i) é o ângulo 
orientado, /?(£) < %, de 7 com um paralelo P inter- 
sectando 7 em 7(t), então

r cos f3 = const.,

onde r é o raio do paralelo P (a equação acima é 
chamada relação de Clairaut).

Figura 6. Geodésicas de um parabolóide.
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d) Use a relação de Clairaut para mostrar que uma geo­
désica de um parabolóide

(/(v) = vi 9(v) = v2, Q < v < oo, —e < u < 2ír + e),

que não é um meridiano, se auto-intersecta um número 
infinito de vezes (Fig. 6).

2. E possível introduzir uma métrica Riemanniana no fibrado 
tangente TM de uma variedade Riemanniana M da ma­
neira seguinte. Sejam (p, u) € TM e V, W vetores tangen­
tes deTM em (p, u). Escolha curvas em TM

ot: t (p(í),v(t)), (3: (q(s),w(s)),

com p(0) = g(0) = p, u(0) = w(0) = v, e V = a'(0), 
W = /?'(0). Defina um produto interno em TM por

onde d7r é a diferencial de %: TM —> M, ir(p, u) = p.

a) Prove que este produto interno está bem definido e 
introduz uma métrica Riemanniana em TM.

b) Um vetor em (p, u) 6 TM que é ortogonal (na métrica 
acima) à fibra 7r_1(p) « TPM é chamado um vetor 
horizontal. Uma curva

í-+ (p(í),u(f))

em TM é horizontal se seu vetor tangente é horizontal 
para todo t. Prove que a curva

t -+ (p(t),u(í))

é horizontal se e somente se o campo de vetores u(í) 
é paralelo ao longo de p(í) em M.
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c) Prove que o campo geodésico é um campo de vetores 
horizontal (i.e., é horizontal em cada ponto).

d) Prove que as trajetórias do campo geodésico são geodé­
sicas de TM na métrica acima.

Sugestão: Seja ã(t) = (a(i),u(t)) uma curva em TM. 
Mostre que £(ã) > £(a) e que a igualdade se verifica se 
v é paralelo ao longo de a. Considere, em seguida, uma 
trajetória do fluxo geodésico passando por (p, v) que é lo­
calmente da forma y(t) — (7(t),7z(t)), onde 7(í) é uma 
geodésica em M. Escolha vizinhanças convexas W C TM 
de (p, u) e V C M de p tais que 7rW = V. Tome dois 
pontos Qí = (gi, vi), Q2 = (<72, v2) em 7 n W. Se 7 não 
é geodésica, existe uma curva ã em W passando por Qi 
e Q2 tal que &(a) < ^(7) = ^(7). Seja a = 7r(ã); como 
^(o) < ^(õ), isto contradiz o fato de ser 7 uma geodésica.

e) Um vetor em (p, v) G TM é chamado vertical se ele é 
tangente à fibra 7r-1(p) « TPM. Mostre que:

= (dTr(W),dTr(W))p, se W é horizontal, 

<W, W}M = (W, W)p, se W é vertical,

onde estamos identificando o espaço tangente à fibra 
com TPM.

3. Sejam G um grupo de Lie, Q sua álgebra de Lie, e X G Ç 
(v. Exemplo 2.6, Cap. I). As trajetórias de X determinam 
uma aplicação <p: (—e, e) —► G com <p(0) = e, <p'(í) —

a) Prove que <p(í) está definida para todo í 6 R e que 
(f>(t + s) = <p(í) • <p(s), (<p: R —>■ G é então chamado 
um subgrupo a 1-parâmetro de G).

Sugestão: Seja <p(£o) = y, t0 E (—e,e). Mostre que, 
pela invariância à esquerda, t y~1ip(t), t E (—e, e), é
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também uma curva integral de X passando por e para t = 
to . Por unicidade, y?(ío)_1ç’(í) = <p(t — t0), donde ip pode 
ser estendida além de to em um intervalo de amplitude e. 
Isto mostra que </>(t) está definida para todo t G R. Além 
disso, ç?(ío)_1 = y(—tò) e, como t0 é arbitrário, obtemos 
9?(t + s) = ç?(í) • ç?(s).

b) Prove que se G tem uma métrica bi-invariante (, ) 
então as geodésicas de G que partem de e são os sub­
grupos a 1-parâmetro de G.

Sugestão: Use a relação (v. Eq. (9) do Cap. II)

2(X, VZU) = Z(X, Y) + Y(X, Z) - X(Y, Z)
+ (Z, [X, Y}} + (Y, [X. Z]> - <X, [Y, Z])

e o fato que a métrica é invariante à esquerda para provar 
que (X,VyY) = (K,[X,K]), onde X, Y e Z são cam­
pos invariantes à esquerda. Use também o fato que a bi- 
invariância de (, ) implica que

M,v> = -{V,[V,xj), x,u,veç.
Segue-se que VyY = 0, para todo Y G Ç. Assim subgru­
pos a 1-parâmetro são geodésicas. Por unicidade, geodésicas 
são subgrupos a 1-parâmetro.

4. Um subconjunto A de uma variedade diferenciável M é 
contrátil a um ponto a € A quando as aplicações id^ (iden­
tidade em A) e ka: x G A —> a G A forem homotópicas 
(com ponto base a). A é contrátil se o for a um de seus 
pontos.

a) Mostre que as vizinhanças convexas em uma varie­
dade Riemanniana M são subconjuntos contráteis (a 
qualquer de seus pontos).

b) Seja M uma variedade diferenciável. Mostre que e- 
xiste uma cobertura {C/a} de M com as seguintes pro­
priedades:
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i) Ua é um aberto contrátil, para cada a.
ii) Se Uai, Uar são elementos da cobertura, então

r
Pl Uai é contrátil.
1

5. Sejam M uma variedade Riemanniana e X G X(M). Seja 
p £ M e sejam U C M uma vizinhança de p, e : (—e, e) x 
U —> M uma aplicação diferenciável tais que para todo 
q 6 U a curva t —> <p(t, g) é a trajetória de X passando 
por q em t — 0 (U e (p são dados pelo teorema funda­
mental das equações diferenciais ordinárias, Cf. Teorema 
2.2). X é chamado um campo de Killing (ou uma isome­
tria infinitesimal) se, para todo to 6 (—£,£), a aplicação 
ç>(io) ■ U C M —» M é uma isometria. Prove que:

a) Um campo linear em Rn, definido por uma matriz A, 
é um campo de Killing se e só se A é anti-simétrica.

b) Seja X um campo de Killing em M, p € M, e U uma 
vizinhança normal de p em M. Admita que p é o 
único ponto de U que satisfaz X(p) = 0. Então, em 
U, X é tangente às esferas geodésicas centradas em 
P-

c) Sejam X um campo diferenciável de vetores em M e 
f: M —> N uma isometria. Seja Y o campo de vetores 
em N definido por Y(/(p)) = dfp(X(p)), p G M. 
Então Y é um campo de Killing se e somente se X 
também o for.

d) X é de Killing (VYX, Z)+(VzX, Y) = 0 para todo 
Y, Z E X (Aí) (a equação acima é chamada equação 
de Killing).

Sugestão para =>: Por continuidade, basta provar a equação 
acima para pontos q EU onde X (g) 7^ 0. Se este é o caso, 
seja S C U uma subvariedade de U passando por q, com 
dimS = dimM — 1, e normal a X(g) / 0 em q. Sejam 
(xi,... ,xn_i) coordenadas em uma vizinhança V C S de
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q tais que (xi,... , xn_i,í) são coordenadas em uma vizi­
nhança V x (—c, e) C Í7 e X = | • Fazendo Xi — ,
obtém-se

(yXix,Xi} + (Vx^x^ = x(Xi,xf) - ([x^i^Xj) 

-{[X,Xi},Xi} = ~{Xi,Xi}=0,

onde na última igualdade foi usado o fato de ser X um 
campo de Killing.

e) Seja X um campo de Killing em M com X(q) 0, 
q G M. Então existe um sistema de coordenadas 
(xi,..., xn) em uma vizinhança de g, de modo que os 
coeficientes g^ da métrica neste sistema de coordena­
das não dependem de xn.

6. Seja X um campo de Killing (Cf. Exercício 5) em uma 
variedade Riemanniana M conexa. Admita que existe um 
ponto q G M tal que X(q) = 0 e VyX(g) = 0, para todo 
Y(g) G TqM. Prove que X = 0.
Sugestão: Mostre que, para todo í, a isometria local 
(p(t,) : U C M —> M gerada pelo campo X (Cf. Exer­
cício 5) deixa o ponto q fixo e sua diferencial em q é a 
aplicação linear identidade de TgM. Para isto, observe que 
d(pt- TqM TqM para todo t. Além disto, [X, K](g) = 
(yxY—VyX)(g) = 0, por hipótese. Como

0 = [Y, %](</) = lim i[^, - Id](Y) = £(dp,)

e dy>s+t = dtfis • dy>t, conclui-se que dtpt não depende de 
t e é igual a Id. Use agora a aplicação exponencial para 
mostrar que uma tal isometria é a identidade em M.

7. (Referencial geodésico). Seja M uma variedade Riemanni­
ana de dimensão n e p G M. Mostre que existe uma vizi­
nhança U C M de p e n campos de vetores Ei,...,En G
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X(U), ortonormais em cada ponto de U, tais que, em p, 
V EiEj(p) = 0. Uma tal família Ei, i = 1,..., n, de cam­
pos de vetores é chamada um referencial (local) geodésico 
em p.

8. Seja M uma variedade Riemanniana. Sejam X e X(M) 
e f G P(AÍ). Defina divergência de X como a função 
div X: M —> R dada por div X (p) = traço da aplicação 
linear Y(jp) —* VyX(p), p G M, e gradiente de f como o 
campo vetorial grad f em M definido por

(grad /(p), v) = dfp(v), pE M, v G TPM.

a) Seja Ei, i — 1,... ,n — dimAÍ, um referencial 
geodésico em p € M (V. Exercício 7). Mostre que:

n
grad f(p) = ^(Ei(fy)Ei(p),

i=l

div X(p) = Ei(ji)(p), onde X = £ .
i=l

e ' = (0,... ,1,... ,0) = ei. Mostre que:
b) Suponha que M = Rn, com coordenadas (xi,... ,xn) 

d 
dxi

, f ^df
i=l

div X = > onde x = 5? fiei ■

9. Seja Aí uma variedade Riemanniana. Defina um operador 
A: P(AÍ) —> P(AÍ) (o Laplaciano de Aí) por

A/ = div grad f, f G T>(M).
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a) Seja Ei um referencial geodésico em p G M, i = 
1,... ,n = dim M (v. Exercício 7). Mostre que

Conclua daí que se M = Rn, A coincide com o La­
placiano usual, a saber, A/ = £2 O '

i *

b) Mostre que

A(/ • 5) = f&9 + 9&f + 2( grad /, grad g).

10. Seja f: [0,1] x [0, a] —► M uma superfície parametrizada tal 
que para todo to £ [0, a], a curva s —> /(s,ío), s E [0,1], 
é uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco, 
ortogonal à curva í 6 [0, a], no ponto /(0, to).
Mostre que, para todo (so,to) € [0,1] x [0,a], as curvas 
s —> f(s, í0), í —> /(so,^) são ortogonais.
Sugestão: Derive (ff, ) em relação a s, obtendo

1/ÉÍ Êí\ = /£ÊZ Éí\ 4. /££ W\ 
ds\ds'dt/ \ds ds' dt / \ds' dt ds /

= Éí\ = o
2dt\ds’ds/ ’

onde usamos a simetria da conexão e o fato que = 0.

fll. Seja M uma variedade Riemanniana orientada. Seja v a 
forma diferencial do grau n = dim M definida do seguinte 
modo:

i/(ui,..., vn)(p) = ^det^u,))

= vol. orient. {t>i,..., un}, p G M,

onde Ui,... ,un G TP(M) são linearmente independentes, e 
o volume orientado é afetado do sinal -I- ou — conforme a
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base {f i,..., u„} pertença à orientação de M ou não; v é 
chamado o elemento de volume de M. Para todo campo 
X e defina o produto interior i(X)v de X por v
como a (n — l)-forma:

í(x)i/(y2,..., y„) =!/(%, y2,..., yn), y2,..., yn e *(M). 

Prove que
d(i(X» = div Xz/.

Sugestão: Seja p € M e Ei um referencial geodésico 
em p. Escreve X = ^2 • Sejam formas diferen­
ciais de grau um definidas em uma vizinhança de p por 
Wi(Ei) = 5ij . Mostre que A • • • A u>n é a forma volume 
v de M. Em seguida, faça di = oii A ••• Aúj A ••• A w„, 
onde íòi significa que o fato â>i não está presente. Mostre 
que i(X)z/ — Ç(—l)l+1 fi@i ■ Decorre daí que

d(i(x)z/) = 52(-i)i+i d/i /\di+52(-i)i+i a a ddi
i i

Ew.)k+E(-i),+1/.A<i«..
i / i

Mas dtài = 0 em p, pois

dw^Ei.Ej') = EiíVk(Ej) - EjOJkÇEi) - uk([Ei, E,]) 
= UkÇVEiEj — VEjEi).

Portanto

v=àivX(p)v

como p é arbitrário, segue-se o pedido.
Observação. O resultado obtido significa que a noção de di­
vergência de X tem sentido em uma variedade diferenciável 
orientável na qual foi escolhido um “elemento de volume”, 
isto é, uma n-forma v que toma valores positivos em bases 
positivas.
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|12. (Teorema de E. Hopf). Seja M uma variedade Rieman­
niana orientável compacta e conexa. Seja f uma função 
diferenciável em M com A/ > 0. Então f = const.. Em 
particular, as funções harmônicas em M, isto é, aquelas 
para as quais A/ = 0 são constantes.
Sugestão: Faça grad / = X. Usando o teorema de Stokes 
e o resultado do Exercício 11, obtém-se

í Afv = í div Xu = í d(i(X)v) = í i(X)v = 0. 
Jm Jm Jm JdM

Como A/ > 0, temos 6f = 0. Usando de novo o teo­
rema de Stokes para /2/2 e o resultado do Exercício 9(b), 
obteremos

0= [ &(f2/2)v = í f\fv + í |grad/|2i/
JM JM JM

= [ |grad/|2í/,
Jm

o que, junto com a conexidade de M, implica que / = 
const..

|13. Seja M uma variedade Riemanniana e X £ X(M). Seja 
p e M tal que X(p) / 0. Escolha um sistema de coor­
denadas (í, X2,.. •, xn) em uma vizinhança U de p tal que 

■& = X. Mostre que se v = gdt dx2 A • • • A dxn é o 
elemento de volume de M, então

i(X)v = g dx2 A • • • A dxn.

Conclua daí, usando o resultado do Exercício 11, que

divx4l-

Isto mostra que div X mede intuitivamente o grau de va­
riação do elemento de volume de M ao longo das trajetórias 
de X.
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14. (Teorema de Liouvillé). Prove que se G é o campo geodésico 
de TM então div G = 0. Conclua daí que o fluxo geodésico 
preserva o volume de TM.
Sugestão: Seja p E M e considere um sistema («i,..., un) 
de coordenadas normais em p. Tais coordenadas são defini­
das em uma vizinhança normal U de p considerando uma 
base ortonormal {ei} de TPM e tomando como (ui,..., um)
as coordenadas de q = expp (52uíeí), i — ■ ,n. Em um

i
tal sistema de coordenadas, r^(p) = 0, pois as geodésicas 
que passam por p são dadas por equações lineares. Por­
tanto, se X = 52 Xi , então div X(p) =^^- 
Sejam agora (uí) coordenadas normais em uma vizinhança
U C M em torno de p G M e (v,i,Vj), v = >

i 3
i,j = 1,... ,n, coordenadas em TM. Calcule o elemento 
de volume da métrica natural de TM em (g,v), q E U, 
v G TqM, e mostre que ele é o elemento de volume da 
métrica produto em U x U no ponto (q, g) (v. Exercício 
2(e)). Como a divergência de G só depende do elemento de 
volume (v. Exercício 11), e G é horizontal, podemos cal- 
culá-la na métrica produto. Observe que nas coordenadas 
(ui,Vj) tem-se

G(uí) = Ví, G(vj) = -^TJikViVk, k = l,...,n. 
ik

Como os símbolos de Christoffel da métrica produto em 
U x U são nulos em (p, p), obteremos finalmente, em p,

i j J \ ik /



Capítulo IV 

Curvaturas

1 Introdução

A noção de curvatura em uma variedade Riemanniana foi 
introduzida por Riemann (v. Riemann [Ri]) de uma maneira 
bastante geométrica, que passamos a descrever. Seja p um ponto 
de uma variedade Riemanniana M e seja a C TPM um subespaço 
de dimensão dois do espaço tangente TPM a M em p. Considere 
o conjunto das geodésicas que partem de p e são tangentes a 
a. Os segmentos de tais geodésicas em uma vizinhança normal 
U C M de p determinam uma subvariedade de dimensão dois 
S C M (na linguagem atual, S é a imagem de expp restrita a 
a n exp~1(t/)). S possui uma métrica induzida pela inclusão. 
Como Gauss havia provado que a curvatura de uma superfície 
se exprimia em termos de sua métrica, Riemann podia falar na 
curvatura de S em p, e indicá-la por K(p,cr), (na linguagem 
atual, K(p, <t) é a curvatura seccional de M em p segundo a). 
Esta foi a curvatura considerada por Riemann em [Ri]. Ela é uma 
generalização natural da curvatura Gaussiana das superfícies e é 
claro que se M = Rn, K(p, <r) = 0 para todo p e todo a.

Riemann não indicou uma maneira de calcular a curvatura 
seccional a partir da métrica de Al, o que só foi feito anos 
mais tarde por Christoffel (v. Christoffel [Cf]; Cf. também
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Eq. (2) deste capítulo). Em verdade, todo o trabalho de Riemann 
contém apenas uma fórmula, a saber, uma expressão da métrica 
para a qual K(p, <r) = const. para todo p e todo a, e mesmo 
esta fórmula é apresentada sem demonstração. (A fórmula de 
Riemann será apresentada no Exercício 2(c) do Cap. VIII)

Como acontece freqüentemente em Matemática, uma for­
mulação “trabalhável”do conceito de curvatura levou um longo 
tempo para ser desenvolvida. Quando finalmente apareceu uma 
tal formulação, ela possuia, ao lado da vantagem de poder ser 
usada comodamente para demonstrar teoremas, a desvantagem 
de estar tão afastada do conceito intuitivo inicial que parecia 
uma criação arbitrária.

Neste capítulo, apresentaremos uma defininição de curvatura 
que, intuitivamente, mede o quanto uma variedade Riemanni­
ana deixa de ser euclidiana (Cf. Def. 2.1). No Capítulo VI, 
mostremos que a noção de curvatura seccional (Cf. Def. 3.2) 
obtida a partir desta definição de curvatura generaliza a noção 
de curvatura Gaussiana das superfícies, e coincide com o conceito 
introduzido por Riemann.

2 Curvatura
2.1 Definição. A curvatura R de uma variedade Riemanniana 
M é uma correspondência que associa a cada par X, Y e X(M) 
uma aplicação R(X,Y): X(M) —> X(M} dada por

R(X, Y)Z = VYVXZ - VxVyZ + V[x,y]Z, Z e X(M),

onde V é a conexão Riemanniana de M.
Observe que se M = Rn, então R(X,Y)Z — 0 para todo 

X,Y,Z e A(Rn). Com efeito, se indicarmos por Z = (zi,..., Zn) 
as componentes do campo Z nas coordenadas naturais do Rn, 
obteremos que

= (Xzi,..., Xzn),

donde
^Y^xZ = (YXZl,...,YXzn),
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o que implica que

R(X,Y)Z = VyVXZ - VxVyZ + V[X,Y}Z = 0,

como havíamos afirmado. Podemos, portanto, pensar em R 
como uma maneira de medir o quanto M deixa de ser euclidiana.

Uma outra maneira de olhar a Definição 2.1 é considerar 
um sistema de coordenadas {xj} em torno de p G M. Como 
[&> áj] = °> obteremos

R {dxi ’ dx^ dxk ~ ^9/9xj Vd,dXi ^9/dXi ^9/9xj^ dxk ’

isto é, a curvatura mede a não-comutatividade da derivada co­
variante.

Estas interpretações são, entretanto, mais ou menos formais. 
Recomendamos ao leitor que procure se habituar, neste capítulo, 
com as propriedades formais da curvatura e transfira para o 
Capítulo VI a prova de uma interpretação mais geométrica da 
curvatura. Observamos também que é freqüente encontrar na 
literatura uma definição de curvatura que difere da Definição 2.1 
por um sinal.

2.2 Proposição. A curvatura R de uma variedade Riemanni­
ana goza das seguintes propriedades:

(i) R é bilinear em X(M) x XÇM), isto é,

R(fX1 + gX2, Yx) = /R(Xi, Vi) + gR(X2, Yx), 
R(Xx, fY, + gY2) = fRÇX^YÚ + gR{X^ X2),

/,5GP(M), x1,x2,y1,y2g A*(M).

(ii) Para todo parX, Y E X(M), o operador curvatura R(X, Y) 
X(M} —> X(M) é linear, isto é,

R(X, Y)(Z + WQ = R(X, Y)Z + R(X, Y)W, 

R(X,Y)fZ = fR(X,Y')Z,

z,WeX(M).
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Demonstração: Verificaremos apenas (ii), deixando (i) a cargo 
do leitor. A primeira parte de (ii) é óbvia. Quanto à segunda, 
temos

Vy Vx(/Z) = Vy(/VX£ + (X/)Z) = fVyVxZ + (y/)(VxZ) 

+ X/(VyZ) + (y(X/))Z.

Portanto,

VyVX(/Z) - VXVy(/Z)

= /(VyVx - VxVy)Z + ((YX - XY)f)Z),

ou ainda,

R(X, Y)fZ = /Vy VxZ - /Vy VyZ + ([y X]/)Z + /V,x,y]Z 
+ ({X,Y]f)Z = fR(X,Y)Z. □

2.3 Observação. Uma análise da demonstração acima mostra 
que a necessidade do aparecimento do termo X[x,y]Z na definição 
de curvatura está ligada ao fato de desejarmos que a aplicação 
R(X, y): X(M) —> X(M} seja linear (v. Obs. 2.6 adiante).

2.4 Proposição. (Primeira Identidade de Bianchi}.

R(X, Y)Z + R(Y, Z}X + R(Z, X}Y = 0.

Demonstração: Pela simetria da conexão Riemanniana, temos,

R(X, Y}Z + R(Y, Z}X + R(Z, X}Y = VYVXZ - VXVYZ 

+ V[x,y]^ + V/VyX — VyV zX + V[yz]X + VxVzV

- VzVxV + V[Z,X]Y = Vy[X, Z] + Vz[Y,X] + Vx[Z,K]

- V[x,x]y - V[y,x]Z - v[Z)y]X = [y, [x, zj] + [z, [y, x]]
+ [X, [z,y]] = o,

onde na última igualdade aplicamos a identidade de Jacobi para 
campos de vetores. □

De agora em diante, escreveremos por conveniência, 
{R(X,Y)Z,r) = (X,Y,Z,T).
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2.5 Proposição, (a) (X,Y,Z,T)+(Y,Z,X,T)+(Z,X,Y,T)=O
(b) (x,y,z,t) = —(y,x,z,t)
(c) (X,Y,Z,T) = -(X,Y,T,Z)
(d) (X,Y, Z,T) = (Z,T,X,Y).

Demonstração:
(a) é novamente a identidade de Bianchi;
(b) segue diretamente da Definição 2.1;
(c) é equivalente a (X, Y, Z, Z} = 0, o que provaremos a se­

guir:

(X, Y, Z, Z) = (Vy VxZ - VxVyZ + V[x,y]Z, Z).

Mas
(VyVxZ,Z) = Y(VXZ,Z} - ^xZyYZY 

e
(V(x.r,Z,Z> = Í[X,y]<Z,Z).

Logo

(X, Y, Z, Z) = Y{VXZ, Z) - X(VyZ, Z) + i IX, Yj(Z, Z)

= iy(x(z,z»-ix(y<z,z»

+ i[x,y](z,z> = -j[x,y]<z,z)

+ |[x,y](z,z> = o,

o que demonstra (c).
Para demonstrar (d), usaremos (a), e escreveremos:

(X, Y, z, T) + (y, z, X, T) + (z, X, y, r> = o, 
(y, z, t, X) + (z, t, y, X) + (T, y, z, X) = o, 
(z, t, x, y) + (t, x, z, y) + (x, z, t, y) = o, 
(T, x, Y, z) + (X, y, T, z) + (y, t, x, z) = o.
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Somando-se as equações acima, obtemos

2(Z, X, y, T) + 2(T, y, Z,X)=0

e, portanto,

(z,x,y,r) = (y,r,z,x). □
✓

E conveniente escrever o que foi visto acima em um sistema 
de coordenadas (£/, x) em torno do ponto p G M. Indicaremos, 
como de costume, = Xi. Ponhamos

R^XJX^^R^Xl
e.

Assim são as componentes da curvatura R em (f7,x). Se 

x = y = J2u%, Z = £wfcXfc,
i j k

obteremos, pela linearidade de R,

(1) R(X,Y)Z = E^V^X,.

Para exprimirmos R^k em termos dos coeficinets da co­
nexão Riemanniana, escrevemos,

RÇXi.XJXt = vXjvXíxt - vXlvXjxt

= vx,(£iV<)-vXi(EiW
i l

o que, por um cálculo direto, fornece

(2) = E r'fc r;( - E r'„ r-« + A r-4 - A r-t.

Fazendo

(R(X„ XjfXt, X.) = E 9c, = Rijt.,
€
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poderemos escrever as identidades da Proposição 2.5 como:

2.6 Observação. A equação (1), que depende da linearidade do 
operador 7?, mostra que o valor de R(X, Y)Z no ponto p depende 
unicamente dos valores de X, Y, Z em p e dos valores das funções 
Rijk em p. Observe que isto contrasta com o comportamento 
da derivada covariante (v. Ob. 2.3, Cap. II), a razão sendo 
que a derivada covariante não é linear. Em geral, as entidades, 
como a curvatura, que são lineares, são chamadas tensores em 
M (maiores detalhes serão dados na Seção 5).

3 Curvatura seccional
Intimamente relacionado com o operador curvatura está a 

curvatura seccional (ou Riemanniana), que passamos a definir.
No que se segue convém usar a seguinte notação. Dado um 

espaço vetorial V, indicaremos por |x A y\ a expressão

que representa a área do paralelogramo bi-dimensional determi­
nado pelo par de vetores x,y EV.

3.1 Proposição. Seja a C TPM um subespaço bi-dimensional 
do espaço tangente TPM e sejam x,y E a dois vetores linear­
mente independentes. Então

K(x,y) =
(x,y,x,y)
k A 2/|2

não depende da escolha dos vetores x,y E a.
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Demonstração: Para evitar cálculos, observemos que podemos 
passar da base {x, y} de cr para qualquer outra base {x1, y'} por 
iteração das seguintes transformações elementares:

(a) {x, y} {y, x}
(b) {x, y} {Ax, y}, (c) {x, y} {x + Xy, y}.
E fácil ver que K(x,y) é invariante por tais transformações, 

o que demonstra o afirmado. □

3.2 Definição. Dado um ponto p G M e um subespaço bi­
dimensional a C TPM o número real K(x,y) = K(a), onde 
{x, y} é uma base qualquer de a, é chamado curvatura seccional 
de cr em p.

Além do fato de que a curvatura seccional tem interessantes 
interpretações geométricas, sua importância provém do fato de 
que o conhecimento de A"(cr), para todo cr, determina completa­
mente a curvatura R. Isto é um fato puramente algébrico:

3.3 Lema. Seja V um espaço vetorial de dimensão > 2, munido 
de um produto interno (, ). Sejam R: VxVxV —> V e R' : V x 
V x V —> V aplicações tri-lineares tais que as condições (a), (b),
(c) e (d) da Proposição 2.5 sejam satisfeitas para

{x,y,z,í) = (R(x,y)z,t), (x,y,z,i)' = (R!{x,y)z,ty

Se x, y são dois vetores linearmente independentes, escrevamos,

(x,y,x,y) 
|x A j/|2 A'(a)

(x,y,x,y)' 
|x A 7/|2

onde a é o subespaço bi-dimensional gerado por x e y. Se para 
todo aCV, K(a) = K'(cr), então R = R'.
Demonstração: Basta provar que (x,y, z,í) = (x,y,z,t)' para 
quaisquer x, y, z,t € V. Observemos primeiramente que, por 
hipótese, temos que (x, y, x, y) = (x, y, x, y)', para todo x, y £ V. 
Então

(x + z,y,x + z, y) = (x + z,y,x + z, yf,

donde

(x, y, x, y) + 2(x, y, z, y) + (z, y, z, y)

= (x, y, x, y)' + 2(x, y, z, y)' + (z, y, z, yf
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e, portanto
(x,y,z,y) = (x,y,z,y)',

para todo x,y,z Ç. V.
Usando o que acabamos de provar, temos

(x,y + t,z,y + t) = (x,y + t,z,y + ty,

donde

(x, y, z, t) + (x, t, z, y) = (x, y, z, t)1 + (x, t, z, y)f, 

que pode ainda ser escrita como

(x, y, z, í) - (x, y, z, í)' = (y, z, x, í) - (y, z, x, t)'.

Isto nos leva a concluir que a expressão (x, y, z, í) — (x, y, z, ty 
é invariante por permutações cíclicas dos primeiros três elemen­
tos. Portanto, por (a) da Proposição 2.5, temos

3[(x,y,z,í) - (x,y,2,í)'] = 0,

donde
(x,y,z,í) = (x,y,z,t)'

para todo x, y,z,t G V. □

As variedades Riemannianas que possuem curvatura secci­
onal constante desempenharam um papel fundamental no de­
senvolvimento da Geometria Riemanniana. Trataremos destas 
variedades com mais detalhes no Capítulo VIII deste livro. No 
momento, queremos apenas mostrar como o lema anterior per­
mite obter uma caracterização de tais variedades por meio das 
componentes Rijke da curvatura em uma base ortonormal. Isto 
decorre do lema abaixo.

3.4 Lema. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto 
de M. Dejina uma aplicação trilinear R': TPM x TPM x TPM —> 
TPM por

VW, y, w),z) = IX. w)(y, z) - (Y, IV) (x, z),
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para todo X, Y,W,Z € TPM. Então M tem curvatura seccional 
constante igual a Kq se e só se R = KqR! , onde R é a curvatura 
deM.
Demonstração: Admita que K(p, a) = Kq para todo a C TPM, 
e faça (R' (X, Y, W),Z) = (X, K, W, Z)'. Observe que R' satisfaz 
as propriedades (a), (b), (c) e (d) da Proposição 2.5. Como

(X,Y,X,Y)' = (X,X)(Y,Y) - (X,Y)2, 

temos que, para todo par de vetores X,Y € TPM,

R(X, Y, X, Y) = X0(|X|2 |K|2 - (X, Y)2) = K0R'(X, Y, X, Y).

Pelo Lema 3.3, isto implica que, para todo X, K, W, Z, 

r(x, y, w, z) = xofí'(x, y, w, zy

donde R= KqR!. A recíproca é imediata.

3.5 Corolário. Sejam M uma variedade Riemanniana, p um 
ponto de M e {ei,...,en}, n = dimM, uma base ortonormal 
de TPM. Escreva Rijke = (R(ei, ej)ek, ee), i,j,k,£ = 1,..., n. 
Então K(jp, a) = Kq para todo a C TPM, se e só se

Rijke = KQ(Sik5ji> ój£Ôjky

onde
se i= j 

se i ± j.

Em outras palavras, K(p,a) = Kq para todo a C TPM se e só 
se Rijij = —Rijji = Kq para todo i / j, e Rijke = 0 nos outros 
casos.

4 Curvatura de Ricci e curvatura es­
calar

Algumas combinações das curvaturas seccionais aparecem com 
tanta freqüência que elas merecem nomes.
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Seja x = zn um vetor unitário em TPM\ tomemos uma base 
ortonormal {21,22,. • •, ^n-i} do hiperplano de TPM ortogonal a 
x e consideremos as seguintes médias:

RiCp(x) = 57 (R(x> zi)x, zi}> i = 1,2,..., n — 1,
i

íb I b\ íb XI
j v ij

j =

Vamos provar que as expressões acima não dependem da escolha 
das correspondentes bases ortonormais; elas são chamadas cur­
vatura de Ricci na direção x e curvatura escalar (ou média) em 
p, respectivamente.

Para provar estes fatos, daremos uma caracterização intrínse­
ca das expressões acima. Primeiramente, vamos definir uma 
forma bilinear em TPM como se segue: sejam x,y £ TPM e 
ponhamos

Q(x, y) — traço da aplicação z 1—> R(xy z}y.

Q é obviamente bilinear. Escolhendo x unitário e uma base 
ortonormal {21,..., 2n_i, zn = x} para TPM temos

Q(x, y) = 57 Zi^y’z^
i

= 57 (R(y, Zi>>x’z^= x)’
i

isto é, Q é simétrica e Q(x, x) = (n — 1) Ricp(x); isso demonstra 
que RiCp(x) está intrinsecamente definida.

Por outro lado, à forma bilinear Q em TPM corresponde uma 
aplicação linear auto-adjunta K, dada por

(/f(x),?/) = Q(x,y).
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Tomando uma base ortonormal {zi,...,zn}, temos

Traço de K = £ z,) = £ Q(zj,zj)

3 3

= (n - !) 52 Rícp(zj) = n(n ~ l)K$’ 
i

o que demonstra o que havíamos afirmado.
A forma bilinear é, às vezes, chamada o tensor de Ricci.

Convém exprimir o que foi feito acima em um sistema de
coordenadas (xj). Seja Xi — , g^ = (Xi,Xj), e glj a matriz
inversa de g^ (i.e., J2 9ik9ke = %)• Então os coeficientes da forma 

k
bilinear na base {Xi} são dados por

J sj

Observe agora que se A: TPM —> TPM é uma aplicação 
linear auto-adjunta e B\ TPM x TPM -> Ré a forma bilinear 
a ela associada, i.e., B(X, Y) = (A(X),Y}, então traço A =
£2 B(Xi, Xk)gzk. Portanto, a curvatura escalar no sistema (xj é
ik
dada por

K = , 1 ..VW*-
n(n — 1)' ' ik

Para concluir esta seção, vamos estabelecer uma relação que 
nos será útil futuramente.

Seja f: A C R2 —> M uma superfície parametrizada 
(Cf. Def. 3.3 do Cap. III) e sejam (s,t) as coordenadas de R2. 
Seja V = V(s,t) um campo vetorial ao longo de f. Para cada 
(s,í), é possível definir de maneira óbvia.

4.1 Lema.

DD DD
------ V---------- V = R
dt ds ds dt

df_ dj_ 
ds' dt

(3) V.
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Demonstração: A prova é um longo cálculo. Escolhamos um 
sistema de coordenadas (U, x) em torno de p € M. Seja V = 
53 vlXi, onde vl = vl(s,t) e ■ Então

ds

D í D \ v-—< i D D ^v1 D
dt vãsyy ~^v dtd^Xi + ^~dtdsXi

dtds

Portanto, trocando s por t na expressão acima, e subtraindo, 
obteremos

££ ££ y-
dt ds ds dt \dt ds 1 ds dt lJ

Calculemos agora Xi. Ponhamos

/(s,í) = (xi(s,í),...,xn(s,í)).

Então = 52 Xj: e = 53 Xk • Assim, temos

= Vç^jx/X.) = £ VxA,

e

D D Y
dt ds '

d2Xj

dtds
3

d2Xj

dtds
3

, Qnr ■
Vx,Xf + E 37 VçiM./ajxJVxjX,)

jk
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ou seja,

:,Xi - V^Vx.Xi).

Juntando todo o anterior, obtemos finalmente

□

5 Tensores em variedades Riemanni­
anas

A noção de curvatura é um caso particular da noção de tensor 
que é um objeto útil em Geometria Diferencial. Apresentaremos 
aqui uma rápida introdução ao estudo de tensores em uma va­
riedade Riemanniana. A idéia de tensor é uma generalização 
natural da idéia de campos de vetores, e o ponto importante é 
que, analogamente aos campos de vetores, os tensores podem ser 
derivados covariantemente.

Para o que se segue convém observar que X (M) é um módulo 
sobre D(M), isto é, A(M) tem uma estrutura linear quando 
tomamos como “escalares” os elementos de P(M).

5.1 Definição. Um tensor T de ordem r em uma variedade 
Riemanniana é uma aplicação multilinear

T: X(M) x • • • x X(M)

r fatores

Isto quer dizer que, dados Yi,..., Yr € X(M), T(Yi,..., Yr), 
é uma função diferenciável em M, e que T é linear em cada 
argumento, isto é,
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para todo X,Y G A(M), f,g G P(M).
Um tensor T é um objeto pontual em um sentido que passa­

mos a explicar. Fixe um ponto p G M e seja U uma vizinhança 
de p em M onde é possível definir campos Ei,..., En G X(Mn), 
de modo que em cada q G U, os vetores {£j(ç)}, i — 1,... ,n, 
formam uma base de TqM-, diremos, neste caso, que {£} é um 
referencial móvel em U. Sejam

Vj J/ij Etl, . . . , Yr 7/jr £jr ) ii, • • • , ír 1, . . . , 71,
Ú ir

as restrições a U dos campos Y^,... ,Yr , expressas no referencial 
móvel {£i}. Por linearidade,

..., YÇ.) = Z/u • • .y^TÍE^,..., £ir).
il

As funções TÇE^,...,Eir) = em U são chamadas as com­
ponentes de T no referencial {Ei}.

Da expressão acima decorre que o valor de T(Yi,..., Yr) em 
um ponto p G M depende apenas dos valores em p das compo-

z

nentes de T, e dos valores de Yj,..., Yr em p. E neste sentido 
que dizemos que T é pontual.

5.2 Exemplo. O tensor curvatura

R: X(M) x X(M) x X{M) x A(M) -> P(M) 

é definido por

R{X, Y, Z, W) = (R(X, Y)Z, VT), X, Y,Z,W G A(M).

E imediato verificar que R é um tensor de ordem 4, cujas com­
ponentes no referencial {Xi = ^7} associado a sistemas de co­
ordenadas (xí) são

.R(Ài, Xj, Xk, Xf) = Rijke,

5.3 Exemplo. O “tensor métrico”G: X(M) x X(M) —» D(Af) 
é definido por G(X, Y) = (X, Y},X,Y G X(M). G é um tensor
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de ordem 2 e suas componentes no referencial {Xi} são os coe­
ficientes da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas 
dado.

5.4 Exemplo. A conexão Riemanniana V definida por:

V: X(M) x X(M) x X(M) T>(M)

V(X,Y,Z) = (VxY,Z), X,Y,ZEX(M),

não é um tensor, pois V não é linear em relação ao argumento Y.

5.5 Observação. E possível definir a noção de tensor em uma 
variedade diferenciável sem métrica Riemanniana. Neste caso, 
é necessário distinguir os tensores covariantes (que acabamos 
de definir) dos tensores contravariantes (que poderiamos defi­
nir de maneira análoga, utilizando no lugar de X(M) o seu dual 
X*(M)). Em uma variedade Riemanniana isto é desnecessário, 
pois a métrica Riemanniana faz corresponder a cada X G X(M) 
um único elemento u> E X*(M) dado por

w(K) = (X, K), para todo Y G X(M).

Tal correspondência permite identificar os tensores contravari­
antes com os tensores covariantes. Por medida de economia, nos 
restringimos aos tensores covariantes.

5.6 Observação. Por várias razões, convém identificar o campo 
X G X(M) com o tensor X: X(M) —> P(M) dado por X(y) = 
(X, y), para todo Y G X(M).

E possível estender aos tensores a noção de derivada cova­
riante. Mostremos dentro em pouco que a seguinte definição é 
bastante natural.

5.7 Definição. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial 
covariante VT de T é um tensor de ordem (r + 1) dada por

vT(y,..., Yr, z) = z(T(Ylt..., y» - r(vzyi,..., y) 
--------T(Y1,...,Yr^zYrf
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Para cada Z G X(M), a derivada covariante VzT de T em 
relação a Z é um tensor de ordem r dado por

VzT(yx,..., yr) = vr(yx,..., yr, z).

Vamos mostrar que, em um referencial conveniente, a de­
finição de derivada covariante de um tensor T em relação a 
Z G X(M) se torna de fato natural. Para isto, seja p G M 
e seja a : (—e,e) —> M uma curva diferenciável com a(0) = p, 
a'(t) = Z(a(t)). Seja {ex,..., en} uma base de TPM e seja ex(í) 
o transporte paralelo de ej ao longo de a = a(í), i — 1,... ,n. 
Sejam as componentes, na base {ei(t)}, da restrição
jT(o:(í)) de T à curva a. Então, por definição de VzT,

zT^Çe^ (t),..., Cjr(t)) = —— Tfô z eii (í)> ■ ■ ■ i eir(^)) 

-------- T(eil(í),...,Vz eir(í)).

Como Vzej(í) = 0, teremos, por linearidade,

(Vzr)„.,,r = (VzT)(e.,(í), • ■ ■ ,eir(t)) = .

Em outras palavras, neste referencial, as componentes da deri­
vada covariante de T são as derivadas usuais das componentes 
de T.

5.8 Exemplo. A diferencial covariante do tensor métrico é 
o tensor identicamente zero. Com efeito, para todo X, Y, Z G 

■W),

VG(x, r, z) = z(x, - (vzx, y) - (x, xzy, = o, 

pois V é a conexão Riemanniana.

5.9 Exemplo. Seja A G X(M). Identifiquemos X com o tensor 
que faz corresponder ao campo Y G X (M) a função (X, Y} (v. 
Obs. 5.6). A derivada covariante do tensor X em relação ao 
campo Z G X(M) é tal que, para todo Y G X(M),

vzx(Y) = vx(y, z) - z(x(y)) - x(vzy)
= Z(X,Y) - (X,VZY) = (^ZX,Y).
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Decorre daí que o tensor VzX pode ser identificado ao campo 
V^X. Isto justifica a notação adotada, e mostra que a derivada 
covariante de tensores é uma generalização da derivada covari­
ante de vetores.

Exercícios
1. Seja G um grupo de Lie com uma métrica (, ) bi-invariante. 

Seja X, Y, Z G X(G) campos unitários e invarianes à es­
querda em G.

a) Mostre que VXK = j [X, K].

Sugestão: Use a simetria da conexão e o fato que VxX = 0 
(Cf. Exercício 3 do Cap. III).

b) Conclua de (a) que R{X, Y)Z = j [[X, Y],Z\.

c) Prove que, se X e Y são ortonormais, a curvatura 
seccional K(cr} de G segundo o plano a gerado por X 
e y é dada por

Jf(a) = jlUX, K] |p.

Portanto, a curvatura seccional K(a} de um grupo de Lie 
com métrica bi-invariante é não negativa e é zero se e só 
se a é gerado por vetores X, Y tais que [X, K] = 0.

2. Seja X um campo de Killing (v. Exercício 5 do Cap. III) 
em uma variedade Riemanniana M. Defina uma aplicação 
Ax: X(M) -> X(M) por AX(Z) = VZX, Z G X(M). 
Considere a função f: M —> R dada por /(ç) = (X, X)g, 
q E M. Seja p G M um ponto crítico de / (isto é, dfp = 0). 
Prove que, para todo Z G X(M), em p,

a) <Ax(Z),X)(p) = 0.
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b) (Ax(Z),Ax(Z)}(p) = ^ZÇZ(X,X}){p) 

+(R(X,Z)X,Z)(p).

Sugestão para (b): Faça S = j ZZ(X, X) — (R(X, Z)X, Z). 
Usando a equação de Killing (VzX, X} + (VxX, Z} = 0 
(Cf. Exercício 5 do Cap. III), obteremos

S = (V(x,z]X, Z} - (VxX, VzZ) - (VxVzX, Z).

Usando de novo as equações de Killing, obteremos

S = -(VZX, VXZ} + (VZX, VZX)

+ (VzX,VxZ)-(VxX,VzZ)

= (VzX,VzX)-(VxX,VzZ).

Como, pela equação de Killing em p, VxX(p) = 0, con­
cluimos o afirmado.

3. Seja M uma variedade Riemanniana compacta de dimensão 
par e com curvatura seccional positiva. Prove que todo 
campo de Killing X em M possui uma singularidade 
(i.e., existe p € M tal que X(p) = 0).
Sugestão'. Seja f: M —> R a função /(ç) = (X, X)(ç), q G 
M, e seja p € M um ponto de mínimo de f (Cf. Exercício 
anterior). Suponha que X(p) 0. Defina uma aplicação 
linear A: TPM —► TPM por A(y) = AxY(p) = VyXÇp), 
onde Y é uma extensão de y G TPM. Seja E C TPM o or­
togonal de X(p). Use o exercício anterior para mostrar que 
A: E E é um isomorfismo antisimétrico. Isto implica 
que dim E = dim M — 1 é par, o que é uma contradição; 
logo X (p) = 0.

4. Seja M uma variedade Riemanniana com a seguinte propri­
edade: dados dois pontos quaisquer p, q G M, o transporte 
paralelo de p a q não depende da curva que liga p a q. 
Prove que a curvatura de M é identicamente nula, isto é, 
para todo X, Y,Z G X(M), R(X, Y)Z = 0.
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Sugestão: Considere uma superfície parametrizada f:Uc 
R2 —> M, onde

U = {(s, í) € R2; — e < t < 1 + e, — e < s < 1 + e, e > 0}

e f(s, 0) = /(0,0), para todo s. Seja Vo £ 2/(o,o)(-^) e 
defina um campo V ao longo de f por: V(s, 0) = Vo e, se 
t / 0, V(s,t) é o transporte paralelo de Vo ao longo da 
curva t —► /(s,t). Então, pelo Lema 4.1,

DD DD ídf df\
------ V = 0 =------- V + Rl — — IVdsdt dtds \dt' ds)

Como o transporte paralelo não depende da curva escolhi­
da, V(s, 1) é o transporte paralelo de V(0,1) ao longo da 
curva s —> /(s, 1), donde V(s, 1) = 0. Logo,

«/(0.1) (^(0,1), |j(0.1)) V(0,1) = 0.

Use a arbitrariedade de f e Vo para concluir o pedido.

5. Seja 7: [0, €] —> M uma geodésica e X E X(M) tal que 
X(7(0)) = 0. Mostre que

vy(fl(y,x)Y)(o) = (fí(y.x')7')(o), 

onde X' = •
Sugestão: Seja R o tensor curvatura do Exemplo 5.2. Ob­
serve que, para todo Z E X(M), e t = 0,

0 = (VyJR)(7/,X,7',Z)

= ^(B(y,x)y,z> - (R(y,x')y,z) - (Rtf.xtf.z') 

= (W.xbM - tw.w.z).

6. (Espaços localmente simétricos). Seja M uma variedade 
Riemanniana. M é um espaço localmente simétrico se 
VR = 0, onde R é o tensor curvatura de M. (O signi­
ficado geométrico desta condição será dado no Exercício 
14 do Cap. VIII).
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a) Seja M um espaço localmente simétrico e seja também 
c: [0, £) —> M uma curva de M. Sejam X, Y, Z cam­
pos de vetores paralelos ao longo de 7. Prove que 
R(X, Y)Zé um campo paralelo ao longo de c.

b) Prove que se M é localmente simétrico, conexo, e tem 
dimensão dois, então M tem curvatura seccional cons­
tante.

c) Prove que se M tem curvatura (seccional) constante, 
então M é um espaço localmente simétrico.

7. Prove a 2-Identidade de Bianchi:

vr(x, y, z, w, t) + vfí(x, y, w, t, z)
+ VR(X,Y,T,Z, W) = 0

para todo X, Y, Z,W,T e X(M).
Sugestão: Como as entidades envolvidas são tensores, basta 
demonstrar a igualdade em um ponto p G M. Escolha um 
referencial geodésico {e^ em torno de p (v. Exercício 7 do 
Cap. III). Neste referencial Veíej(p) = 0, donde

VR(ei, ej, e^, e^, e^) c/^(R(cj, ej)cfc, e^) efi^RÇe^^ ej}

eh.^ee^ek^i ~ eh\ eeei d" ^e/,^[efc,eí]ei, ej}-

Portanto, usando a identidade de Jacobi para o colchete,

^772(ej, ej, e^, e^, c/^) -f- vR(ej, cj, e^, e/^, e^.) 

d- Rfeii Oj, e^, C/-, e^) 7Í(e^, e/j, , Cj)

-f- ^(c/i, e^-, Vg^Cj, ej) d*c^, Vg^Cj, Cj) 0,

uma vez que cada uma das parcelas se anula em p. O caso 
geral segue por linearidade.

8. (O Teorema de Schur). Seja Mn uma variedade Riemanni­
ana conexa com n > 3. Suponha que M é isotrópica, isto 
é, para cada p G M, a curvatura seccional K(p, a) não de­
pende de a C TpM. Prove que M tem curvatura seccional
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constante, isto é, K(p, a) também não depende de p. 
Sugestão: Defina um tensor R' de ordem 4 por

R'(W,Z,X,Y) = (W,X)(Z,Y) - (Z,X)(W,Y).

Se K(p,a) = K não depende de a, pelo Lema 3.4, R = 
KR'. Portanto, para todo U E X(M}, Vfy-R = (UK^R1. 
Utilizando a 2a identidade de Bianchi (v. Exercício 7):

VR(W, Z, X, Y, U) + V£(W, Z, Y, U, X)

+ VR(W,Z,U,X,Y) = 0,

obteremos, para todo X, Y, W,Z,U € X(M),

0 = (UK')((W,X)(Z,Y) - (Z,X)(W,Y))
+ (XX)((W, Y) (Z, U} - (Z, Y) (W, U»

+ (YK)((W,U)(Z,X) - (Z,U)(W,X)).

Fixe p E M. Como n > 3, é possível, fixado X em p, 
escolher Y e Z em p tais que (X, Y) = (Y, Z) — (Z, X) = 0, 
(Z, Z) = 1. Faça U = Z em p. A relação acima fornece, 
para todo W,

((XK)Y - (YK)X,W) =0.

Como X e Y são linearmente independentes de p, conclui­
mos que XK = 0 para todo X e TPM. Logo K = const.

9. Prove que a curvatura escalar K(p) em p E M é dada por

X(p) = — [ RiCpCx)^71"1,
<^n-l JS"-1

onde tvn_i é a área da esfera unitária Sn-1 de TPM.
Sugestão: Use o seguinte argumento geral sobre formas
quadráticas. Considere uma base ortonormal ei,..., en em 

n
TPM tal que se x = ^2 xíei >

2=1

RiCp(x) = XiX,2 
1 ? Xi real.
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Como |x| = 1, o vetor (rct,..., xn) — v é um vetor normal 
unitário em Sn_1. Indicando por V — (A1X1,..., Anxn), e 
usando o teorema de Stokes, obteremos

í (Z = -A- [ (V.
^n-1 7sn-l Cí)n—1 Jsn~'í

div VdBn,

onde Bn é a bola unitária limitada por Sn 1 = dBn. No­
tando que volBn/o;n_i = 1/n, concluimos que

Ricp(x)dS; 1 = i div V = 
n n

RiCp(ei)
= K(p).n

10. (Variedades de Einstein). Uma variedade Riemanniana 
Mn é chamada uma variedade de Einstein se, para todo 
X,Y G X{M\ Ric(X,y) = A(X,y), onde A: M R é 
uma função real. Prove que:

a) Se Mn é conexa e de Einstein, com n > 3, então A é 
constante em M.

b) Se M3 é uma variedade de Einstein conexa, então M3 
tem curvatura seccional constante.

Sugestão para (a): Considere um referencial {ei}, i = 
1,... ,n > 3, ortonormal e geodésico em um ponto p € M 
(v. Exercício 7 do Cap. IV). A 2a identidade de Bianchi 
(v. Exercício 7) em p se escreve

( ) ^s(-R/iijfc) d* ej(Rhiks) “k e^Rfiiaj') = 0

onde Rhijk são as componentes do tensor curvatura neste 
referencial, e levou-se em conta que Veiej(p) — 0. Observe
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que (ei, efc) = gik = Sik = &ik. Multiplicando (*) por Sik6hj e 
somando em i, k, h, j, obteremos: para a primeira parcela,

ikjh ikjh

= $hjRhj) = $hj = nes (À),
hj hj

para a segunda parcela,

àhjàikej(fihiks) = òhjCj ( àikRhisk)
ikjh jh ik

= $hj &j (XS^s) = 
jh

e para a terceira parcela,

> $hj^ik^k (Rhisj) ~ es(A).
ikjh

Portanto, (*) implica que, para todo 5, (n — 2)es(À) = 0. 
Pela arbitrariedade de p, X é constante em M.



Capítulo V

Campos de Jacobi

1 Introdução

Neste capítulo obteremos uma primeira relação entre os dois 
conceitos fundamentais introduzidos anterior mente, a saber, geo­
désicas e curvatura. Conforme veremos (Cf. Obs. 2.11), a cur­
vatura K(p, cr), a C TPM, indica quão rapidamente “se afas­
tam” as geodésicas que saem de p e são tangentes a a. Para 
formalizar de maneira precisa esta velocidade de afastamento 
das geodésicas, necessitamos introduzir os chamados campos de 
Jacobi. Campos de Jacobi são campos de vetores ao longo 
de geodésicas, definidos por meio de uma equação diferencial 
que aparece naturalmente no estudo da aplicação exponencial 
(Cf. Sec. 2). Além de fornecer a relação acima mencionada, os 
campos de Jacobi permitem obter uma caracterização simples 
das singularidades da aplicação exponencial (Cf. Prop. 3.5).

2 A equação de Jacobi

Seja M uma variedade Riemanniana e p e M. Na demons­
tração do Lema de Gauss vimos que se expp está definida em
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v G TPM, e escolhemos w G TV(TPM), então 

(dexpp)v w = “ (1,0),

onde f é uma superfície parametrizada dada por

f(t, s) — expp tv(s), 0 < t < 1, — e < s < e,

e v(s) é uma curva de TPM com v(0) = v, u'(0) = w.
Gostaríamos de obter informações sobre [ | (d expp)v (w) 11. Uma 

das razões para isto é que ||(dexpp)t)(w)|| indica intuitivamente 
a velocidade de afastamento das geodésicas t expp tv(s) que 
saem de p. Como veremos adiante, um tal afastamento está as­
sociado com o valor da curvatura seccional em p segundo o plano 
gerado por v e w. Outra razão, é que se tivermos 11 (d expp)v (w) 11 — 
0 com w 0, então v será um ponto crítico de expp.

Convém estender ligeíramente o nosso objetivo e estudar o 
campo

(dexPP)t„(íw) = 1“^’°)

ao longo da geodésica 7(í) = expp(íu), 0 < t < 1.
A primeira observação é que satisfaz uma equação dife­

rencial. Com efeito, como 7 é uma geodésica, temos para todo 
(í, s), = 0. Logo, pelo Lema 4.1 do Cap. IV,

ds\dtdt) dtds dt \ds' dt) dt

dt dt ds \dt’ ds) dt'

Fazendo ^(í, 0) = J(í), obteremos que J satisfaz a equação

(1) ^+8(VM»Y(fM-

A equação acima é chamada equação de Jacobi. Como ela 
aparece em várias situações, convém fazer dela um estudo sepa­
rado. Iniciaremos com uma definição.
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2.1 Definição. Seja 7: [0, a] —> M uma geodésica de M. Um 
campo de vetores J ao longo de 7 é um campo de Jacobi se 
satisfaz a equação de Jacobi (1), para te [0, a].

Um campo de Jacobi é determinado pelas condições iniciais 
J(0), (0). Com efeito, sejam ei(t),..., en(t) campos paralelos
e ortonormais ao longo de 7. Escrevamos:

= Ç/iWeiíO, = WW.eiWíyW.ejW),
i

i, j = 1,..., n = dim M.

Então
r)2 T
-^ = Z/í'We.(í).

i
e

j

= 52 eí)ej = 52 °beJ •
ij ij

Portanto, a equação (1) equivale ao sistema

/"(*) + 52 (*)£(*) = °, 3 = 1, • • • ,n,
i

que é um sistema linear de segunda ordem. Assim, dadas as 
condições iniciais J(0), ^(0), existe uma solução C°° do sis­
tema, definida em [0, a]. Existem, portanto, 2n campos de Jacobi 
linearmente independentes ao longo de 7.

2.2 Observação. Convém notar 7'(t) e Í7'(t) são campos de 
Jacobi ao longo de 7. O primeiro tem derivada zero e nunca se 
anula; o segundo é nulo se e só se t = 0. Devido a esses fatos, só 
consideraremos campos de Jacobi ao longo de 7 que são normais 
a 7'.

2.3 Exemplo. (Campos de Jacobi em variedades de curvatura 
constante). Seja M uma variedade Riemanniana de curvatura
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seccional constante K, seja 7: [0, —> M uma geodésica norma­
lizada em M e seja J um campo de Jacobi ao longo de 7, normal 
a 7'. Afirmamos que do fato de ser |7Z| = 1 e do Lema 3.4 do 
Capítulo IV, segue que

72(7', = KJ.

Com efeito, para todo campo de vetores T ao longo de 7 tem-se

(B(y, j)y,r> = K{(y,y)(j,T) - <y,T)(j,y>} =
donde o afirmado.

Portanto a equação de Jacobi se escreve

(2)
D2J
dt2

+ K J = 0.

Seja w(7) um campo paralelo ao longo de 7 com (7'(7), w(7)) = 0 
e |w(7)| = 1. Verifica-se facilmente que

sen

J(i) = {
Vk 

senh(ty/—K)

w(í),

w(7),

se K > 0,

se K = Q,

se K < 0,

é a solução de (2) com as condições iniciais J(0) = 0, J'(0) = 
w(0).

Como vimos anteriormente, dados p € M, v 6 TPM e w e 
TV(TPM), podemos construir um campo de Jacobi ao longo da 
geodésica 7: [0,1] —> M, dada por 7(7) = expp tv. Para isto con­
sideramos a superfície parametrizada dada por f(t, s) = expp 7u(s), 
onde u(s) é uma curva em TPM com u(0) = v, v'(0) = w, e faze­
mos J(7) = |£(7,0). Observe que J(0) = 0.

Vamos mostrar que esta é essencialmente a única maneira de 
construir campos de Jacobi ao longo de 7(7) com J(0) = 0. Mais 
precisamente, temos a seguinte proposição.
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2.4 Proposição. Seja y: [0,a] —* M uma geodésica norma­
lizada e seja J um campo de Jacobi ao longo de y com J(0) = 0. 
Faça (0) = w e 7'(0) = v. Considere w como um elemento de 
Tav(T^^o)M) e construa uma curva v(s) em T^M com v(0) = 
av, i/(0) = w. Faça f(t,s) = expp tv(s), p = 7(0), e dejina um 
campo de Jacobi J por J(í) = ^(t, 0). Então J = J em [0,a]. 

Demonstração: Para s = 0, teremos

5 8/s =

= (dexpp)tv(w) +1 — ((dexpp)ít,(w)).

Portanto, para t = 0,

^(0) = sl;(0’0) = (dexp’)»w=m-

Como J(0) = J(0) = 0 e ^jr(O) = ^(0) = w, concluimos, pelo 

teorema de unicidade, que J — J. □

2.5 Corolário. Seja y: [0, a] —> M uma geodésica. Então um 
campo de Jacobi J ao longo de y com J(0) = 0 é dado por

J(t) = (dexpp)ty(o)(íJ'(0)), t G [0,a].
z

2.6 Observação. E possível obter uma construção análoga à 
da Proposição 2.4 para campos de Jacobi que não satisfazem a 
condição J(0) = 0. Como não utilizaremos este fato, deixaremos 
a sua demonstração como um exercício (Exercício 2).

Vamos agora relacionar a velocidade de afastamento das geo­
désicas que saem de p G M com a curvatura em p. De agora 
por diante, por simplicidade de notação, indicaremos = J', 
Sr = J", etc.

2.7 Proposição. Seja p G M e 7: [0, a] —► M uma geodésica 
com 7(0) = p, 7z(0) = v. Seja w G TV(TPM) com ,w| — 1 e seja 
J 0 campo de Jacobi ao longo de 7 dado por

J(t) = (dexpp)to(íw), 0 < t < a.
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Então o desenvolvimento de Taylor de ||7(t)||2 em torno det = 0 
é dado por

(3) ||J(í)||2 = í2-i(fl(v,m)w,w)t4 + fi(t).

onde lim = 0. 
t->o 1

Demonstração: Como 7(0) = 0 e 7'(0) = w, teremos, para os 
três primeiros coeficientes:

(7,7)(0)=0,
(7,7/(0) = 2(7,7')(0) = 0,

(J, 7)"(0) = 2(7', 7')(0) + 2(7", 7)(0) = 2.

Por outro lado, como 7"(0) = — R^', 7b'(0) = 0, teremos 

(J, = 6{J', + 2(7'", 7)(0) = 0.

Precisamos agora do seguinte fato:

(4) Vy (7?(y, J)Y)(0) = Rtf, 7'b'(0).

Para provar (4), note que para todo W, e em t — 0,

(jWY.jm,»') = - wv)y,w">
= (jtm, j)+wy, w,
= (B(y. Z)y, IV)

o que prova (4).
Decorre de (4) e da equação de Jacobi que 7"'(0) = 

—E(y, J')Y(0). Portanto,

(J, = 8{J', 7"')(0) + 6(7", 7")(0) + 2(7"", 7)(0)

= -8(7',fl(7',7'b')(0) = —8(R(y,w)v,w).
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Juntando os valores acima, obteremos (3). □

2.8 Observação. A expressão (4) pode também ser obtida 
utilizando a derivação de tensores descrita na Secção 5 do Cap. 
IV (v. Exercício 5 do Cap. IV).

2.9 Corolário. Se 7: [0, €] —> M está parametrizada pelo com­
primento de arco, {i.e., |u| = 1) |w| = 1 e (w,v) — 0, a expressão 
{R{v, w)v, w) é a curvatura seccional em p segundo 0 plano gera­
do por v ew. Portanto, neste caso,

(5) ||J(í)||2 = í2-|/ffcí7)í4 + B(í).

2.10 Corolário. Nas mesmas condições do corolário anterior,

(6) \\J{t)\\ = t-^K{p,o)t3+ R{t), lim^ = 0.

2.11 Observação. A expressão (6) contém essencialmente a 
relação entre geodésicas e curvatura, mencionado no início deste 
capítulo. Com efeito, considerando a superfície parametrizada

f{t,s) = expp tv{s), te [0,ó], se(-£,e),

onde ó é suficientemente pequeno para que expptu(s) esteja de­
finida, e u(s) é uma curva de TPM com | |v(s)| | = 1, u(0) = v, 
u'(0) = w, vê-se que os raios t —> tv{s), t € [0, <$], que saem 
da origem 0 de TPM se afastam do raio t —> tu(0) com uma 
velocidade

= ||tw|| =t.

Por outro lado, (6) nos diz que as geodésicas t —> expp(tr(s)) 
se afastam da geodésica 7(t) = expp tv(0) com uma velocidade 
que difere de t por um termo de terceira ordem em t, dado por 
—| K{p, ct)í3. Isto quer dizer que, localmente, as geodésicas se 
afastam menos que os raios de TPM, se Ap(cr) > 0, e se afastam 
mais que os raios de TPM, se Kp{a) < 0. Em verdade, para t 
pequeno, o valor de K{p, a)t3 fornece uma aproximação para a 
medida deste afastamento com um erro de ordem t3.



[SEC. 3: PONTOS CONJUGADOS 129

3 Pontos conjugados
Passaremos agora a relacionar as singularidades da aplicação 

exponencial com os campos de Jacobi. Antes precisamos de al­
gumas definições.

3.1 Definição. Seja 7: [0, a] —> M uma geodésica. O ponto 
7(í0) é conjugado de 7(0) ao longo de 7, í0 G (0, a], se existe um 
campo de Jacobi J ao longo de 7, não identicamente nulo, com 
J(0) = 0 = J(to). O número máximo de tais campos linearmente 
independentes é a multiplicidade do ponto conjugado 7(í0)-

Observe que se 7(^0) é conjugado de 7(0), então 7(0) é con­
jugado de 7(t0).

3.2 Observação. Se a dimensão de M é n, existem exata­
mente n campos de Jacobi linearmente independentes ao longo 
de uma geodésica 7: [0, a] —> M, que se anulam em 7(0). Isto 
decorre do fato, facilmente verificado, que os campos de Jacobi 
Ji,..., 7fc com Ji(0) = 0 são linearmente independentes se e só 
se J((0),..., Jfc(0) são linearmente independentes. Além disto, o 
campo de Jacobi J(í) = ty'(t) nunca se anula para t 0 (v. Obs. 
2.2). Decorre daí que a multiplicidade de um ponto conjugado 
nunca excede n — 1.

3.3 Exemplo. Seja Sn = {x G Rn+1; ||x|| — 1}. Neste exemplo, 
admitiremos um fato a ser demonstrado no próximo capítulo, a 
saber, que as curvaturas seccionais de Sn são iguais a um. O 
campo de Jacobi em Sn dado no Exemplo 2.3, isto é, J(t) = 
(sení)w(í), satisfaz a condição J(0) = J(7r) = 0. Portanto, ao 
longo de qualquer geodésica 7 de Sn, o ponto antípoda 7(%) 
de 7(0) é conjugado de 7(0). E imediato verificar que existem 
n — 1 tais campos que são linearmente independentes, isto é, a 
multiplicidade de 7(7r) como ponto conjugado de 7(0) é n — 1.

3.4 Definição. O conjunto dos (primeiros) pontos conjugados 
a um ponto p G M, para todas as geodésicas que saem de p, 
é chamado o lugar dos pontos conjugados de p e indicado por 
C(P).
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Em Sn, C(p) = {— p}, para todo p. O caso de Sn não é, en­
tretanto, típico. Um exemplo mais típico é dado pela elipsóide, 
onde C{p) é, em geral, uma curva com quatro pontos singulares 
(v. Fig. 4 do Cap. XIII); Cf. Braunmühl, A., “Geodátische Li- 
nien auf dreiachsigen Flãchen 2-Grades”, Math. Ann., 20 (1882), 
557-586.

A proposição seguinte relaciona pontos conjugados com as 
singularidades da aplicação exponencial.

3.5 Proposição. Seja y: [0, a] —> M uma geodésica e faça 
7(0) = p. O ponto q = 7(to), to £ (0, a], é conjugado de p ao 
longo de y se e somente se v0 = to7z(O) é um ponto crítico de 
expp. Além disto, a multiplicidade de q como ponto conjugado 
dep é igual a dimensão do núcleo da aplicação linear (dexpp)UQ. 

Demonstração: O ponto q = 7(^0) é ponto conjugado de p 
ao longo de 7 se e somente se existe um campo de Jacobi não 
nulo J ao longo de 7 com J(0) = J(to) — 0- Sejam v = Y(0) e 
w = J'(0). Pelo Corolário 2.5, J(t) = (dexpp)tu(íw), t G (0, a]. 
Observe que J é não nulo se e só se w / 0. Portanto q = 7(^0) 
é conjugado de p se e só se

0 = J(f0) = (dexpp)toJíow), w/0,

isto é, se e somente se tov é um ponto crítico de expp. A primeira 
afirmação está portanto provada.

A multiplicidade de q é igual ao número de campos de Jacobi 
Ji,..., J*; linearmente independentes que se anulam em 0 em to. 
Como é imediato verificar, os campos Ji,..., são linearmente 
independentes se e só se J((0),..., J(.(0) são linearmente inde­
pendentes em TPM. Pela construção acima, a multiplicidade de 
q é igual à dimensão do núcleo de (dexpp)tou . □

Concluiremos este capítulo apresentando algumas proprieda­
des dos campos de Jacobi que serão úteis posteriormente.

3.6 Proposição. Seja J um campo de Jacobi ao longo da 
geodésica 7: [0,a] —> M. Então

«tW = (J'(0).y(0))í+ (J(0),7'(0)>, t e [0,4
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Demonstração: Omitindo o t por conveniência de notação, te­
remos pela equação de Jacobi,

<AV>' = j)y,y> = o.

Portanto, (J','y>) = (J'(0),7'(0)). Além disto,

Integrando esta última equação em t, obtemos finalmente 

UY> = (J'(0),Y(0))t+ <J(0),7'(0)>. □

3.7 Corolário. Se (J,7')(íi) = (J,7')(f2), íi,Í2 € [0,a], tx / 
t2, então (JiY) não depende de t; em particular, se J(0) = 
J(a) = 0, então (J,7')(t) = 0.

3.8 Corolário. Suponha que J(0) = 0. Então (J'(0), 7'(0)) = 
0 se e somente se (J,y')(t) = 0; em particular, o espaço dos 
campos de Jacobi J com J(0) = 0 e (J,7')(í) = 0 tem dimensão 
igual an — 1.

3.9 Proposição. Seja y: [0,o] —> M uma geodésica. Sejam 
Vi G T7(o)M e V2 G Ty(a)M. Se 7(a) não é conjugado a 7(0) 
existe um único campo de Jacobi J ao longo de 7, com J(0) = Vi 
e J(a) = V2 -

Demonstração: Seja J o espaço dos campos de Jacobi com 
J(0) = 0, J £ J. Defina uma aplicação ©: J —> T^a)M por

©(J) = J(a), J G J.

Como 7(0) não é conjugado a 7(0), © é injetiva. Com efeito, 
se tivermos Ji Y J2 com Ji(a) = Ji^o), teremos que J± — J2 é um 
campo de Jacobi não nulo com (Ji — J2)(0) = 0, (Ji — Jz){a) — 0, 
o que contradiz o fato de 7(a) não ser conjugado a 7(0).

Como © é linear, decorre de sua injetividade e do fato de 
ser dim J — dõxííT^M que © é um isomorfismo. Logo existe 
Ji G J com Ji(0) = 0 e Ji(a) = V2.
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Por um argumento análogo, existe um campo de Jacobi J2 
ao longo de 7 com Í2(«) = 0, J2(0) = Vi. O campo procurado 
é dado por J = + J2 ■ A unicidade é imediata. □

3.10 Corolário. Seja y: [0,a]—*M uma geodésica em M, 
dim M=n, e seja J1- 0 espaço dos campos de Jacobi com J(0) = 
0, Jz(0) ± 7z(0). Seja {Ji,..., Jn-i} uma base de 17±. Se y(t), 
t G (0,a], não é conjugado de 7(0), então {Ji(í), • • •, Jn-i(£)} é 
uma base do complemento ortogonal {7z(í)}± C T^M de 7z(í).

Exercícios
1. Seja M uma variedade Riemanniana com curvatura secci­

onal identicamente nula. Mostre que, para cada p € M, 
a aplicação expp: Be(0) C TPM —> Be(p) é uma isometria, 
onde B£(p) é uma bola normal em p.

2. Seja M uma variedade Riemanniana, 7: [0,1]—>AÍ uma 
geodésica, e J um campo de Jacobi ao longo de 7. 
Prove que existe uma superfície parametrizada f(t, s), onde 
f(t, 0) = 7(í) e as curvas t —> f(t, s) são geodésicas, tal que

Sugestão: Escolha uma curva À(s), s G (—£,£) em M tal 
que À(0) = 7(0), À'(0) = J(0). Ao longo de À escolha 
um campo de vetores W(s) com W(0) = 7/(0), ^-(0) = 
^(0). Defina /(s,£) = expA(s)£W(s) e verifique que 
lí(0,0) = S(0) = J(0) e

D df ,n D df fn DW.. DJ,nX 
dt ds^ ’ “ ds dt^’ ~ ds^~ dt

3. Seja Aí uma variedade Riemanniana com curvatura sec­
cional não-positiva. Prove que, para todo p, o lugar dos 
pontos conjugados C(p) é vazio.
Sugestão: Admita a existência de um campo de Jacobi 
não-trivial ao longo de uma geodésica 7: [0, a] —» Aí, com
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7(0) = p, J(0) = J(a) = 0. Use a equação de Jacobi para 
mostrar que > 0. Conclua que = 0.
Como J) = J) = 0, temos || J||2 = const. = 0. 
Contradição.

4. Seja b < 0 e seja M uma variedade de curvatura secci­
onal negativa constante igual a b. Seja 7: [0, £] —> M 
uma geodésica normalizada, e seja v G T^M tal que 
(v, 7/(/’)) = 0 e |u| = 1. Como M tem curvatura negativa, 
7(^) não é conjugado com 7(0) (v. Exercício 3). Mostre 
que o campo de Jacobi J ao longo de 7 determinado por 
J(0) = 0, J(^) = v é dado por

. senh(t\/—b)J(t) = ssbzT(i)’

onde w(í) é o transporte paralelo ao longo de 7 do vetor 

w(0) = iSl ’ U° = ^expP^7'(0)^^

e onde uq é considerado como um vetor de T^M pela 
identificação T7(0) «
Sugestão: Pelo Exemplo 2.3, o campo de Jacobi Ji ao longo 
de 7 dado por Ji(0) = 0, J((0) = , é dado por

Jl(í) =
senhty/^b

w(t).

Além disso, pelo Corolário 2.5,

Ji(^) = (dexpp)€y(0)(^w(0)). 

Decorre daí que

J(^) = ü = (dexpp)€y(o)(«o) = '

Portanto,

t^Iuo| senhíV^ ^Juol J(í) = w(t)— •
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Além disso, como

1 = |u| = | J(€)| =
senh^\/=6 |uo|

)

tem-se que — (sen^^~^) \ donde o afirmado.

5. Campos de Jacobi e pontos conjugados em espaços local­
mente simétricos (Cf. Exercício 6 do Cap. IV).
Seja 7: [0,00) —> M uma geodésica em um espaço local­
mente simétrico M e seja v = 7z(0) sua velocidade em p = 
7(0). Defina uma transformação linear Kv: TPM —> TPM 
por

Kv(x) = R(v, x)v, x G TPM.

a) Prove que Kv é auto-adjunta.

b) Escolha uma base ortonormal {ei,...,en} em TPM 
que diagonaliza Kv , isto é,

— X^ei, i — 1,..., n.

Extenda os ej a campos ao longo de 7 por transporte 
paralelo. Mostre que, para todo t,

onde Xi não depende de t.

Sugestão: Use o Exercício 6(a), do Cap. IV.

c) Seja J(t) = £2 um campo de Jacobi ao longo
i

de 7. Mostre que a equação de Jacobi é equivalente 
ao sistema

d?Xi
-j-p + XíXí = 0, í = 1,..., n.

d) Mostre que os pontos conjugados de p ao longo de 7 
são dados por 7(7rfc/v/ÃÍ), onde k é um inteiro positivo 
e Xi é um valor próprio positivo de Kv .
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6. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensão dois 
(neste caso diremos que M é uma superfície). Seja Bg(p) 
uma bola normal em um ponto p € M e considere a su­
perfície parametrizada

f(p, 0) = expp/w(0), 0 < p < Ó, ~7T <0 <7T,

onde v(0) é um círculo de raio um em TPM parametrizado 
pelo ângulo central 0.

a) Mostre que (p, 0) são coordenadas em um aberto U C 
M formado pela bola aberta Bp(p) menos o raio 
expp(—pu(0)), 0 < p < S. Tais coordenadas são cha­
madas coordenadas polares em p.

b) Mostre que os coeficientes da métrica Riemanniana 
nestas coordenadas são:

9i2 = 0, pn
2 = « = i,

922 de
2

c) Mostre que, ao longo da geodésica /(p, 0), tem-se

(V922)pp = ~K(p}p + R(p), onde lim = 0
p->0 p

e K(p) é a curvatura seccional de M em p.

d) Prove que

lim
p->0 y/922

-K{p}.

Esta última expressão é o valor da curvatura Gaussiana de 
M em p dadas em coordenadas polares (Cf., por exemplo, 
M. do Carmo [dC 2] pg.288). Admitindo este fato da teoria 
das superfícies (d) mostra que, em dimensão dois, a cur­
vatura seccional coincide com a curvatura Gaussiana. No 
próximo capítulo, daremos uma demonstração mais direta 
deste fato.
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7. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensão dois. 
Seja p e M e seja V C TPM uma vizinhança da origem 
onde expp é um difeomorfismo. Seja Sr(0) C V um círculo 
de raio r centrado na origem, e seja Lr o comprimento da 
curva expp(S'r) em M. Prove que a curvatura seccional em 
p G M é dada por

K(p) = lim — 
v ' r—>0 7r

2%r — Lr

Sugestão: Use o Exercício 6.

8. Seja 7: [0, a] —► M uma geodésica e X um campo de Killing 
em M.

a) Mostre que a restrição X(7(s)) de X a 7(5) é um 
campo de Jacobi ao longo de 7.

b) Use o item (a) para mostrar que (cf. Exercício 6 do 
Cap. III) se M é conexa e existe p G M com X(p) — 0 
e VyX(p) = 0, para todo Y(p) € TPM, então X = 0 
em M.



Capítulo VI

Imersões Isométricas

1 Introdução

Neste capítulo consideraremos a seguinte situação. Seja 
f: M—> M uma imersão de uma variedade diferenciável M de di­
mensão n em uma variedade Riemanniana M de dimensão igual 
a, k = n+m. A métrica Riemanniana de M induz de maneira na­
tural uma métrica Riemanniana em M: se ui, V2 6 TPM, define- 
se (^1,^2) = (d/p(ui),d/p(ü2)). Nesta situação, f passa a ser 
uma imersão isométrica de M em M. Gostaríamos de estudar 
as relações entre as geometrias de M e de M.

Como sempre, a motivação para este estudo proveio do caso 
clássico de superfícies S em IR3. Para efeito de motivação, po­
demos nos restringir ao caso em que S é um gráfico {(2;, y, z) 6 
]R3;z — f(x,y)} de uma função diferenciável f com /(0,0) = 0 
e A (0,0) = fy(0,0) = 0 (esta última condição quer dizer que S 
é tangente ao plano xOy). Neste caso, sabemos do Cálculo, que 
a forma de S em uma vizinhança da origem 0 G IR3 é profunda­
mente influenciada pela forma quadrática

II(x, y) = fxx(0)x2 + 2/^(0)^ + fyy(fyy2

definida no plano xOy. II é chamada a segunda forma funda­
mental de S no ponto 0 e, por exemplo, a curvatura Gaussiana
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de S em 0 é dada por

(1) K — fxxfyy fxy

O nosso primeiro objetivo é generalizar a noção da segunda 
forma fundamental para o caso Como a codimensão
m pode ser maior do que 1, a forma quadrática assim definida 
passa a tomar valores em um espaço vetorial de dimensão m > 1.

Como veremos, as relações entre as métricas Riemannianas 
de M e M se exprimem por meio da segunda forma fundamen­
tal. Entre estas relações, a mais importante é provavelmente 
a fórmula de Gauss (v. Teorema 2.5) que generaliza (1) e ex­
prime a diferença entre as curvaturas de M e M por meio de 
expressões construídas a partir da segunda forma fundamental. 
Como as curvaturas são definidas intrinsecamente, a fórmula 
de Gauss generaliza o teorema fundamental de Gauss, mencio­
nado na Introdução do Capítulo I, que foi o ponto de partida da 
Geometria Riemanniana.

Utilizando a fórmula de Gauss, daremos uma interpretação 
geométrica da curvatura seccional que é essencialmente a defi­
nição de curvatura utilizada por Riemann (cf. Cap. IV, Intro­
dução).

Na última Seção, introduziremos as equações de Codazzi e de 
Ricci, que, junto com a equação de Gauss constituem as equações 
fundamentais da teoria local das imersões isométricas.

2 A segunda forma fundamental
Seja f: Mn —> J^n+m~k uma imersão. Então, para cada 

p G M, existe uma vizinhança U C M de p tal que f(U) C M 
é uma subvariedade de M. Isto quer dizer que existem uma 
vizinhança U C M de f(p) e um difeomorfismo (p: U —> V C Rfc 
em um aberto V do Rfc, tais que ip aplica difeomorficamente 
f(U) n U em um aberto do subespaço Rn C Rfc (v. Fig. 1). 
Para simplificar a notação, identificaremos U com f(U) e cada 
vetor v G TqM, q G U, com dfq(v) G Tf^M. Usaremos tais
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identificações para estender, por exemplo, um campo local (isto 
é, definido em U) de vetores de Aí a um campo local (isto é, 
definido em U) de vetores em Aí; se U é suficientemente pequeno, 
tal extensão é sempre possível, como se vê facilmente usando o 
difeomorfismo <p.

Para cada p € Aí, o produto interno em TPM decompõe TPM 
na soma direta

TPM = TPM © (TPAÍ)X,

onde (TpAÍ)1 é o complemento ortogonal de TPM em TPM.
Se v G TPM, p G Aí, podemos escrever

v = vT + vN, vT e TPM, vN e (TpM)1.

Figura 1

Denominamos vT a componente tangencial de v e vN a com­
ponente normal de v. Tal decomposição é evidentemente dife­
renciável no sentido que as aplicações de TM em TM dadas 
por

(p, v) -> (p, vT) e (p, v) -+ (p, vN) 

são diferenciáveis.
A conexão Riemanniana de Aí será indicada por V. Se X 

e Y são campos locais de vetores em Aí, e X, Y são extensões
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locais a M, definimos

\7XY =

Verifica-se facilmente que esta é a conexão Riemanniana relativa 
à métrica induzida de M (cf. Exercíco 3 do Cap. II).

Queremos definir a segunda forma fundamental da imersão 
Para isto convém introduzir previamente a seguinte

definição. Se X, Y são campos locais em M,

s(x,y) = vTy-vxy

é um campo local em M normal a M. B(X, Y) não depende das 
extensões X, Y. Com efeito, se Xx é uma outra extensão de X, 
teremos

(vYr - vxy) - (Vy.r - vxy) = vx-Xiy,

que se anula em M, pois X — Xi = 0 em M; além disto, se Yi 
é uma outra extensão de Y,

(vxy - vxy) - (vxyx - vxy) = vx(y - yx) = o,

pois y — y i = 0 ao longo de uma trajetória de X.
Portanto B(X,Y) está bem definida. No que se segue, indi­

caremos por X (U)1- os campos diferenciáveis em U de vetores 
normais a f(U) ~ U.

2.1 Proposição. Se X,Y G X(U), a aplicação B: X(U) x 
X(U) —> X(Uy- dada por

B(x,y) = vxy-vxy

é bilinear e simétrica.

Demonstração: Pelas propriedades de linearidade de uma cone­
xão, conclui-se imediatamente que B é aditiva em X e Y e 
que B(fX,Y) = fB(X,Y), f Ç. Resta mostrar que
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B(X,fY) = fB(X,Y), f e P(ÍZ). Indicando por f uma ex­
tensão de f a U, teremos

B(X, fY) = Vx(/J) - Vx(/K)_

= f - fVxY + X(fjY - XlfjY

Como em M, f = f e X(/) = X(/), concluimos que as duas 
últimas parcelas se anulam, donde B(X,fY) = fB(X,Y), isto 
é, B é bilinear.

Para mostrar que B é simétrica, utilizaremos a simetria da 
conexão Riemanniana, obtendo

B(X, Y) = VyK - = VFX + [X, K] - VyX - [X, K].

Como em M, [X, K]=[X, K], concluimos que B(X, K)=£(K, X).
□

Como B é bilinear, concluimos, exprimindo B em um sistema 
de coordenadas, que o valor de B(X, Y)(p) depende apenas de 
X(p) e y(p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Seja 
p € M e T] £ (TpMy-, A aplicação Hv: TPM x TPM —» R dada 
por

Hr,(x,y) = (B(x,y),rj), x,y<ETpM, 

é, pela Proposição 2.1, uma forma bilinear simétrica.

2.2 Definição. A forma quadrática IIV definida em TPM por

Ilr^X) = Hn(x,x)

é chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o 
vetor normal rj.

As vezes se utiliza também a expressão segunda forma funda­
mental para designar a aplicação B que em cada p G M é uma 
aplicação bilinear, simétrica, tomando valores em (TpM)-1-.

Observe que à aplicação bilinear fica associada uma aplicação
linear auto-adjunta Sv: TPM —> TPM por

= H„(x,y) = (B(x,y),rf).
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A proposição seguinte nos dá uma expressão da aplicação 
linear associada à segunda forma fundamental em termos da de­
rivada covariante.

2.3 Proposição. Seja p 6 M, x € TPM e y G (TpM)-1-. Seja 
N uma extensão local de 7/ normal a M. Então

S„(x) = ~(VXN)T.

Demonstração: Seja y E TPM e X, Y extensões locais de x, y, 
respectivamente, e tangentes a M. Então (TV, Y) = 0, e portanto

(S,(x),jz> = (B(x,r)(p),jv) = (VxK - vxr,Jv>(p)
= (Vxy,JV)(p) = -(Y, VxN)(p) = ( - VJV,»),

para todo y E TPM. □

2.4 Exemplo. Consideremos o caso particular em que a co­
dimensão da imersão é 1, i.e., /: Mn —> ÃT+1; f(M) C M é 
então denominada uma hipersuperfície. (Observe que uma hi­
persuperfície pode ter auto-intersecções).

Seja p E M e rj E (TpM)-1-, |7/| — 1. Como S^: TpM —> 
TPM é simétrica, existe uma base ortonormal de vetores próprios 
{ei,..., en} de TPM com valores próprios reais Ài,..., Xn, i.e., 
^T](ei) = , 1 < i < n. Se M e M são ambas orientáveis
e estão orientadas (i.e., escolhemos orientações para M e M) 
então o vetor rj fica univocamente determinado se exigirmos que 
sendo {ei,...,en} uma base na orientação de M, {ei,... ,en,rj} 
seja uma base na orientação de M. Neste caso, denominamos 
os ei direções principais e os Àj = fcj curvaturas principais de f. 
As funções simétricas de Ài,... ,Xn são invariantes da imersão. 
Por exemplo: det(S^) = Ai... Àn é denominada a curvatura de 
Gauss-Kronecker de f e £ (Ài + • • • + Àn) é denominada a cur­
vatura média de f.

Um caso importante ocorre quando M = Rn+1. Neste caso, 
podemos dar uma interpretação geométrica interessante de Sp. 
Inicialmente, seja N uma extensão local de p, unitária e normal 
a M. Seja S™ = {x E Rn+1; ||x|| = 1} a esfera unitária de Rn+1 e
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defina a aplicação normal de Gauss, g: Mn —> Sf, transladando 
a origem do campo N para a origem do Rn+1 e fazendo

</(ç) = ponto final do transladado de N(q).

Como TgM e T9(g)(Sp) são paralelos, podemos identificá-los, e 
vemos que dgq: TqM —> TqM é dada por

dgq(x) = ^N° C(í))t=° = = Srtx),

onde c: (—£,£) —» M é uma curva com c(0) = q, í/(0) — x, e 
onde usamos o fato que (N, N} = 1 para garantir que VX7V = 
(VX7V)T. Segue-se que — Sq é a derivada da aplicação normal de 
Gauss.

O estudo da aplicação de Gauss tem profundas implicações 
topológicas. Como um exemplo, provaremos o seguinte fato: 
Seja Mn, n > 2, uma variedade conexa, compacta e orientável. 
Se existe uma imersão f: Mn —> Rn+1 com curvatura de Gauss- 
Kronecker não nula em todos os pontos de M, então M é dife­
omorfa a S". A prova depende de propriedades dos espaços de 
recobrimento (v., por exemplo, M. do Carmo [dC 2] §5.6). De 
fato, como det(dpp) / 0, a aplicação de Gauss, g: M S™ é um 
difeomorfismo local. Como M é compacta, g é uma aplicação de 
recobrimento, e como S” é simplesmente conexa, g é um difeo­
morfismo.

Relacionaremos agora a curvatura de M com a curvatura 
de M e as segundas formas fundamentais. Se x,y € TPM C 
TPM, são linearmente independentes, indicaremos por K(x,y) e 
K(x,y) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, no 
plano gerado por x e y. Uma outra demonstração do teorema 
abaixo se encontra na Seção 3 deste capítulo.

2.5 Teorema (Gauss). Sejamp G M ex, y vetores ortonormais 
de TPM. Então

(1) K(x,y)~K(x,y) = (B(x,x), B(y,y» - \B(x,y)\2.
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Demonstração: Sejam X, Y extensões locais ortogonais de x, 
y, respectivamente, e tangentes a M; indicaremos por X, Y as 
extensões locais de X, Y a M. Então

K(x,y) - K(x,y)

= (VyVxX - VxVyX - (Vyvxx - Vx-VyX), r)(p) 
+ {v[x,y1x-Vpfi7)x,y)(p).

Observe inicialmente que o último termo se anula, pois

(V|X>y|x - y}(/>) = -«v^xf.nw = 0.

Por outro lado, se indicarmos por Ei,..., Em, m = dim M — 
dimAÍ, campos locais ortonormais e normais a M, teremos que

B(X,y) = Hi = HEi, i =

Portanto, em p,

Vy VyX = Vy (52 Hi(X, X)Ei + VxX)
i

= 52 {Hi(X, X^yEi + YH^X, X)Ei} + VyXxX.
i

Logo, em p,

(2) (Vy VxX, Y) = - 52 Ht(X, X-}HiíY, Y) + (VyVxX, Y).
i

Analogamente,

(3) (VxVyX, Y> = - L H'í-X’ YWX’ + (VXVyX, Y).
i

Usando (2) e (3), obteremos (1). □

2.6 Observação. No caso de hipersuperfície f: Mn —> Ã7n+1, a 
fórmula de Gauss (1) admite uma expressão mais simples. Sejam
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p G M e p E (TpM)-1-, \p\ = 1. Seja {ei,...,en} uma base 
ortonormal de TPM para a qual Sv — S é diagonal, isto é, S(ei) = 
X,et, i = 1,..., n, onde Ai,..., Xn são os valores próprios de S. 
Então H(ei,ei) = Aj e H(ei,ej) = 0, se i y 3- Portanto (1) se 
escreve

(4) K(a, - K(a, ej) = A, A.,.

2.7 Observação. No caso em que M = M2 C M — R3, o 
produto A1A2 das curvaturas principais é conhecido como a cur­
vatura Gaussiana da superfície. Neste caso, a observação acima 
mostra que a curvatura Gaussiana coincide com a curvatura sec­
cional em uma superfície, e implica o famoso Teorema Egregium 
de Gauss, o qual afirma que a curvatura Gaussiana de M2 C R3 
é invariante por isometrias.

2.8 Exemplo (curvatura de Sn). Vamos mostrar que a curvatu­
ra seccional da esfera unitária Sn C Rn+1 é constante e igual a 1.

Para isto, oriente Sn pelo campo normal unitário N(x) — 
—x G Rn+1, |rc| = 1. A aplicação normal de Gauss é então 
igual a (—i), onde i é a identidade de Sn. Decorre daí que a 
aplicação auto-adjunta associada a tem todos os seus valores 
próprios iguais a 1. Isto significa que para todo p G Sn, todo 
v G TpSn é um vetor próprio. Usando a expressão (4), conclui- 
se que qualquer curvatura seccional de Sn é igual a 1, como 
havíamos afirmado.

Uma imersão geodésica em p E M se para
todo p € (TpMy- a segunda forma fundamental IIj, é identica­
mente nula em p. A imersão f é totalmente geodésica se ela é 
geodésica para todo p G M. A razão desta terminologia é dada 
pela seguinte proposição.

2.9 Proposição. Uma imersão f:M—+M é geodésica em 
p G M se e só se toda geodésica7 de M partindo dep égeodésica 
de M em p.
Demonstração: Sejam 7(0) = p e 7/(0) = x. Sejam N uma 
extensão local, normal a M, de um vetor normal p em p e X
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uma extensão local, tangente a M, de 7/(^)- Como (X, N} = 0, 
obteremos em p,

H„(x,x) = {Sr,(x),x} = -{VxN,X}

- —X(N,X) + (N,VxX) = (N,VxX).

Decorre daí que f é geodésica em p se e só se, para todo 
x 6 TPM, a geodésica 7 de M que é tangente a x em p satisfaz 
à condição: XxX(p) não tem componente normal. Portanto f 
é geodésica em p se e só se toda geodésica 7 de Aí partindo de 
p é geodésica de M em p. □

A Proposição 2.9 permite obter o que é provavelmente a me­
lhor interpretação geométrica da curvatura seccional. Seja M 
uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Seja B C TPM 
uma bola aberta de TPM onde expp é um difeomorfismo, e seja 
a C TPM um subespaço de dimensão dois. Então expp(crn B) = 
S é uma subvariedade de dimensão dois em M passando por 
p. Intuitivamente, S é uma superfície formada por “peque­
nas” geodésicas que saem de p e são tangentes a a em p. Pela 
Proposição 2.9, S é geodésica em p, donde as segundas formas 
fundamentais da inclusão i: S C M são nulas em p. Como sub­
variedade de Aí, S possui uma métrica Riemanniana induzida, 
cuja curvatura Gaussiana em p será indicada por Ks ■ Decorre 
da fórmula de Gauss que

Ksíp) = K(p,a).

Em outras palavras, a curvatura seccional K(p, a) é a curvatura 
Gaussiana em p de uma pequena superfície formada por geodési­
cas de Aí que saem de p e são tangentes a a. Esta foi exatamente 
a maneira pela qual Riemann definiu curvatura seccional em [Ri].

Exemplos de subvariedades totalmente geodésicas são raros. 
No caso em que Aí = Rn, os subespaços lineares são evidente­
mente subvariedades totalmente geodésicas. No caso em que 
Aí = Sn C Rn+1, as intersecções £3 de subespaços lineares 
do Rn+1 com Sn são subvariedades totalmente geodésicas. Isto
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provém do fato que para todo p 6 J2, as geodésicas de Sn que 
partem de p e são tangentes a ^2 são geodésicas de £2.

Foi demonstrado por E. Cartan que se uma variedade Rie­
manniana M é tal que, para todo p € M e todo subespaço de 
dimensão dois cr C TPM, existe uma subvariedade totalmente 
geodésica de M tangente a a, então M tem curvatura seccio­
nal constante. (Para uma demonstração deste teorema v. L. 
Rodríguez [Ro]).

Uma condição mais fraca do que a de totalmente geodésica é 
a condição de mínima.

2.10 Definição. Uma imersão f:M ->Mé mínima se para 
todo p G M e todo p E (TpM)1- tem-se que traço Sp = 0.

Escolhendo um referencial ortornormal E±,..., Em de veto­
res em X(U)L, onde U é uma vizinhança de p na qual f é um 
mergulho, podemos escrever, em p,

B(x,y) = ^Hi(x,y)Ei, x,yETpM, i = l,...,m,
i

onde Hi = Heí . Não é difícil verificar que o vetor normal dado 
por

H =- (traço SJEí ,
i

onde Si = Se{ , não depende do referencial Ei escolhido. O vetor 
H é chamado o vetor curvatura média de f. E claro que f é 
mínima se e só se H(p) = 0, para todo p E M.

A razão da palavra mínima neste contexto é que tais imersões 
minimizam o volume da métrica induzida do mesmo modo que 
as geodésicas minimizam o comprimento de arco. Mais precisa­
mente, se M C M é uma subvariedade mínima e D C M um 
domínio suficientemente pequeno de M com bordo d D regular, 
então o volume de D na métrica induzida é menor ou igual 
ao volume de qualquer outra subvariedade de M com o mesmo 
bordo.

Não entraremos aqui em detalhes. Existe uma vasta lite­
ratura sobre o assunto e o leitor poderá consultar Chern [Ch],
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Lawson [La], ou Osserman [Os]. Mesmo em dimensão n = 2, o 
tópico tem estado bastante ativo, particularmente em questões 
relacionadas com o problema de Plateau (Cf. o Cap. 2 de Law­
son [La]). Para conhecimento de alguns problemas correntes, o 
leitor poderá consultar W. Meeks [Me] e M. do Carmo, Mini- 
mal Surfaces: stability and finiteness, Congresso Internacional 
de Matemáticos, Helsinki, 1978.

A teoria das imersões isométricas é, em si própria, um vasto 
domínio da Geometria Riemanniana, da qual apenas apresen­
tamos os elementos mais simples. O leitor encontrará mais in­
formações sobre o assunto em L. Rodríguez [Ro], M. do Carmo 
[dC 3], M. Dajczer [Da] e nas referências aí mencionadas.

3 As equações fundamentais de uma 
imersão isométrica

Dada uma imersão isométrica f: Mn —> ~Mn+m, temos em 
cada p G M a decomposição

TPM = TPM © (TPM)\

que varia diferenciavelmente com p. Isto significa que, local­
mente, a parte do fibrado tangente TM que se projeta sobre M 
se decompõe em um fibrado tangente TM e em um fibrado nor­
mal TM1. No que se segue, usaremos sistematicamente as letras 
latinas X, Y, Z, etc., para indicar os campos diferenciáveis de 
vetores tangentes e as letras gregas £, p, Ç, etc., para indicar os 
campos diferenciáveis de vetores normais.

Dados X e p, já vimos que a componente tangente de Vxrç 
é dada por (V%77)T — —Sv(Xfi Passaremos agora a estudar a 
componente normal de Vxrç, que será chamada a conexão normal 
V1 da imersão. Explicitamente,

(5) v^p = (yxp~)N = xxp - (yxpf = + s„(x).

Verifica-se facilmente que a conexão normal V-1 possui as pro­
priedades usuais de uma conexão, isto é, é linear em X, aditiva



[SEC. 3: AS EQUAÇÕES FUNDAMENTAIS DE UMA IMERSÃO ISOMÉTRICA 149

em rj, e

Vi(/,) = /Vi, + X(/),. / e B(Af).

De maneira análoga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a 
partir de V1 uma noção de curvatura no fibrado normal que é 
chamada curvatura normal R1 da imersão e definida por

R\X, Y)r, = Vi Vi, - Vi Vi, + V^,,.

Tudo se passa como se a geometria da imersão se decompu- 
zesse em duas geometrias: uma geometria do fibrado tangente 
e uma geometria do fibrado normal. Estas geometrias se rela­
cionam com a segunda forma fundamental da imersão por meio 
de expressões que generalizam as clássicas equações de Gauss 
e Codazzi da teoria das superfícies. O objetivo desta seção é 
estabelecer tais relações.

3.1 Proposição. As seguintes equações se verificam:
(a) Equação de Gauss

mXXjZ.T) = (R(X,Y}Z,T)
- (B(Y, T), B(X, Z)> + (B(X, T), B(Y, Z)).

(b) Equação de Ricci

<R(x,y),,ç> - = <[s„ sc]x,r),

onde [S^, indica o operador o Sç — Sç o Sr,.
Demonstração: Observe que = V%y + B(X, Y). Como

RfiX, Y)Z = VyVXVYZ T [x,y]^

= Vy(VxZ + B(X, Z)) - Vx(VyZ + B(Y, Z))

+ Víx,y]Z + B([X,Y],Z),

temos

R(X, Y)Z = R(X, Y)Z + B(Y, VXZ) + V^B(X, Z) 

- SB(XtZ)Y - B(X, XYZ) - ^BÇY, Z) 

+ Sb{y,z)X + B([X,Y},Z).
(6)
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Tomando o produto interno de (6) com T, os termos normais se 
anulam, e obteremos finalmente

(H(X,y)Z,T> = (H(X,r)Z,T) - {SBlx,z}Y,T} + (Sb^x.t) 
= (B(X,y)Z,T) - (B(y,T),B(X,Z))

+ <B(x,r),B(y,r)>

que é a equação de Gauss.
Para obter a equação de Ricci, calculamos

R(X, Y)t] = VyVxrç - VxVyT/ + V[X,y]77

- Vy(V^ - S^X) - Vx(yfr - Sr,Y)

+ ^tx,y}^-Sr,[X,Y}

= R^X^r, - S^Y - Vy^X) - £(S„X,r) 

+ S^X + Vx(^K) + B(X, S„Y) - S„[X, K].

Multiplicando a expressão por Ç e observando que (B(X, Y),^} = 
(S^XjY), obteremos

(Ã(X,y)r,,0 = {R\X,YM - (B(S„x,y),0 
+ (B(x,s„y),0

= (^(x.y),^) + ((s,s< - s(s„)x,Y)
= (R\x,Y^,í'i + ([S„s(]x,y>,

que é a equação de Ricci. □

3.2 Observação. Da equação de Gauss decorre, como caso 
particular, o Teorema 2.5 deste capítulo.

3.3 Observação. Dizemos que o fibrado normal de uma imersão 
é plano (flat, em inglês) se R1 = 0. Admita que o espaço ambi­
ente M tem curvatura seccional constante. Então a equação de 
Ricci se escreve

(/{■‘■(x.yjTj.o = -«£,. sc]x,y>.
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Decorre daí que = 0 se e só se [Sn, SJ = 0 para todo 77, £, 
isto é, se e só se para todo p E M existe uma base de TPM que 
diagonaliza simultaneamente todos os Sv (V. [G], p. 108).

As equações de Gauss e de Ricci são expressões algébricas 
que relacionam as curvaturas dos fibrados tangente e normal, 
respectivamente, com a segunda forma fundamental da imersão. 
Uma relação não-algébrica é dada pela equação de Codazzi, para 
a qual precisamos “derivar” a segunda forma fundamental consi­
derada como um tensor.

Dada uma imersão isométrica, convém indicar por A(AÍ)J- o 
espaço dos campos diferenciáveis de vetores normais a M. A se­
gunda forma fundamental da imersão pode então ser considerada 
como um tensor

B: X(M) x X(M) x X{M^ T>(M)

definido por

A definição de derivada covariante se estende a este tipo de tensor 
de maneira natural:

(vxB)(y, z.,) = x(B(y, z,,) - B(vxy, z.,)
-B(Y,VxZ,n)-B(Y,Zy^).

3.4Proposição (Equação de Codazzi). Com a notação acima 

(R(X,Y)Z,rj) = (XyB)(X, Z,r,) - (VxB)(Y,Z,r,).

Demonstração: Observe inicialmente que

(VxB)(y,z,7,) = x<B(y,z),i,) - (B(vxy,z),i,)
-(B(y,vxz).r,)-(B(y,z),vÍ7,)

= (vi(B(y,z)),,)-<B(vxy,z),7,)

-(B(y,vxz),t,>.
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Considere agora a expressão (6) na demonstração da Proposi­
ção 3.1, e multiplique ambos os membros de (6) por rj. Obtere­
mos, levando em conta a observação acima,

(R(X, Y)Z,= (B(K, VXZ),),) + Z),n}

- (B(X,VyZ),r,) - (XÍB(Y,Z),^

+ (B(Vy K, Z), r,} - (B(yYX, Z)t,)

= ~(yxB)(Y,Z,r,) + (VyB)(X,Z,,)

que é a equação de Codazzi. □

3.5 Observação. Se o espaço ambiente M tem curvatura sec­
cional constante, a equação de Codazzi se reduz a:

(MW.l) = (XyB)(X,Z,ri).

Se, além disto, a codimensão da imersão é 1, = 0, donde,

VxS(y, Z, rj) - +X(S„(Y\ Z) - (sv(yxY), Z) 

-(S^YlVxZ)

= +(vx(sn(y)),z) - (Sr^xY^zy 

Portanto, neste caso, a equação de Codazzi se escreve

vx(s„(y)) - vy(s,(x)) = s„([x, y)).

A importância das equações de Gauss, Codazzi e Ricci é que, 
no caso em que o espaço ambiente tem curvatura seccional cons­
tante, elas desempenham um papel análogo aos das equações 
de compatibilidade na teoria local das superfícies (Cf. M. do 
Carmo [dC 2], p.235-236). Em verdade, as equações de compa­
tibilidade da teoria das superfícies são apenas casos particulares 
das equações de Gauss e Codazzi obtidas nesta seção. No caso 
presente, é possível enunciar um teorema análogo ao teorema 
fundamental da teoria local das superfícies (cf. loc. cit. pg. 
236). Referimos o leitor ao artigo de K. Tenenblat, “On isometric 
immersions of Riemannnian manifolds”, Boletim da Soc. Bras. 
de Mat. vol. 2 (1971), 23-36. Uma bela discussão sobre o 
assunto pode ser encontrada no artigo de H. Jacobowitz, “The 
Gauss-Codazzi equations”, Tensor N.S., 39 (1982), 15-22.
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Exercícios
1. Sejam Mi e M2 variedades Riemannianas, e considere o 

produto Mi x M2 com a métrica produto. Seja V1 a co­
nexão Riemanniana de Mi e V2 a conexão Riemanniana 
de M2.

a) Mostre que a conexão Riemanniana V de Mi x M2 
é dada por Vy-j+y^-Xi + X2) = VyrÀi + Xy2X2,

b) Para cada p E Mi, o conjunto (AÍ2)p = {(p,q) E 
Mi x M2\ q E M2} é uma subvariedade de Mi x M2 , 
naturalmente difeomorfa a M2. Prove que (M2)p é 
uma subvariedade totalmente geodésica de Mi x M2 .

c) Seja cr(x,y) C T(vo\(Mi x M2) um plano tal que x E
e y e Mostre que K(o) = 0.

2. Mostre que x: R2 —> R4 dada por

x(0, <p) = (cos#, sen0, cos<p, sen<p), (0,<p) E R2 
v2

é uma imersão de R2 na esfera unitária S^l) C R4, cuja 
imagem x(R2) é um toro T2 com curvatura seccional zero 
na métrica induzida.

3. Sejam M uma variedade Riemanniana e N C K C M sub­
variedades de M. Suponha que N é totalmente geodésica 
em K e que K é totalmente geodésica em M. Prove que 
N é totalmente geodésica em M.

4. Sejam Ni C Mi, N2 C M2 subvariedades totalmente geodé­
sicas das variedades Riemannianas Mi e M2. Prove que 
Ni x N2 é uma subvariedade totalmente geodésica do pro­
duto Mi x M2 com a métrica produto.

5. Prove que a curvatura seccional da variedade Riemanniana 
S2 x S2 com a métrica produto, onde S2 é a esfera unitária
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em R3, é não negativa. Ache um toro plano, totalmente 
geodésico, T2, mergulhado em S2 x S2.

6. Seja G um grupo de Lie com a métrica bi-invariante. Seja 
H um grupo de Lie e h: H —> G uma imersão que é um 
homomorfismo de grupo (isto é, H é um subgrupo de Lie 
de G). Mostre que h é uma imersão totalmente geodésica.

7. Mostre que se M é uma subvariedade totalmente geodésica 
de M, então, para campos tangentes a M, V e V coinci­
dem.

8. (0 toro de ClifforcC). Considere a imersão x : R2 —» R4 
dada no Exercício 2.

a) Mostre que os vetores

ei = (— sen 0, cos 0,0,0), e2 = (0,0, — sen <p, cos <p)

formam uma base ortonormal do espaço tangente, e 
que os vetores nj = ^=(cos$, sen#, cos</?, senç?), n2 = 
^ (— cos 0, — sen 0, cos sen ç>) formam uma base 
ortonormal do espaço normal.

b) Use o fato que

(Sn>Áei)i ej) = einkt &j} = efyink) 1

onde V é a derivada covariante (isto é, a derivada 
usual) de R4, e i,j,k — 1,2, para concluir que as 
matrizes de Sni e Sn2 na base {ei,e2} são, respectiva­
mente,

c) Conclua que a imersão do toro T2 na esfera unitária 
S3(l) induzida por x (o toro de Clifford) (Cf. Exercí­
cio 2) é uma imersão mínima.
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9. Seja f: Mn —> Rm+n uma imersão. Seja p E (TqM)-1-, 
p € M e V = TPM © Rrç C Rm+n, onde R77 = {Xp ) À € 
R}. Seja 7r: R7n+n —> Rm+n a projeção ortogonal sobre 
TpM © R77. Como p é transversal a M em p, n\U é um 
mergulho, onde U é uma vizinhança suficientemente pe­
quena de p em M. Seja M' = n(U) C TPM © R77 e seja 
S'n: TPM' = TPM —> TPM' o operador associado à segunda 
forma quadrática de M', em p na direção de p. Mostre que 
5' = Sp , onde S,,: TPM —> TpM é o operador associado à 
segunda forma de M, em p na direção p.
Sugestão: Sejam N e N' campos normais ao longo de U e 
%(£/), respectivamente, tais que N(p) = N'(p) = p. Então 
se X e TpM, S^X) = ~{VXN)T e S'„(X) = -(XxN')T. 
Mostre que é possível escolher N de modo que N' — dir(N) 
e observe que a restrição cbr\TpM = id. Logo, em p, 
S^(X) = -(Vx(dirN))T - -dn(VxN)T = S„(X).

10. Seja x: Mn —> M uma imersão isométrica e seja :
TM —* TM o operador associado à segunda forma quadrá­
tica de x segundo o campo normal p. Considere Sv como 
um tensor de ordem 2 dado por = (Sq(X),Y),
X,Y € X(M). Observe que dizer que operador Sp é auto- 
adjunto equivale a dizer que o tensor 5^ é simétrico, isto 
é, Sq(X, K) = S,,(Y,X). Prove que para todo V E X(M), 
o tensor XvSv é simétrico.
Sugestão: Derivando (SVX,Y) = (X^S^Y) em relação a 
V, obtém-se

(vy(5,x),n+(5,x,vvn
= (XyX^Y) + <X,Vv(S„y)>.

Usando o fato que

((vy^)x,y> = (yv(Sr,x),Y) - (s„(vvx),y) 

e a expressão anterior, obtém-se facilmente que

((VyS„)x,y) = Qf,(v„s„)r>.
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11. Seja f:M —> R uma função diferenciável. Defina o
hessiano Hess f de f em p G M como um operador linear

Hess f: TPM TPM, (Hess f)Y = Vy grad /, K 6 TPM,

onde V é a conexão Riemanniana de M. Seja a um valor 
regular de f e seja Mn C ~Mn+1 a hipersuperfície de M 

definida por M = {p € Al; /(p) = a}. Prove que:

a) O Laplaciano A/ é dado por

A/ = traço Hess f.

b) Se X, Y e isto é, X e Y são perpendiculares a
grad/,

((Hess /)y,X) = (y,(Hess /)%>.

Conclua que Hess / restrito a TM é auto-adjunto, 
logo determina uma forma bilinear simétrica em TPM, 
p 6 N, dada por (Hess /)(X,y) = ((Hess f)X,Y), 
X,YeTpM.

c) A curvatura média H de M C M é dada por

n H = — div
grad/ \

I grad f\J ‘

Sugestão: Tome um referencial ortonormal E±,..., En , 
En+1 = = 7? em uma vizinhança de p € M em

M, e use a definição da divergência do Exercício 8,
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Cap. III, para obter

nH = traço Sv = (-$?(■£»)> Ei)
2=1

n

= - 52 E*> ~ (Vr,*!, T})
2=1
n+1

= - ^0?), “ dÍVM V
2=1

d) Observe que toda hipersuperfície mergulhada Mn C 
Ã7n+1 é localmente a imagem inversa de um valor re­

gular. Conclua de (c) que a curvatura média H de tal 
hipersuperfície é dada por

H = -- div N, 
n

onde N é uma extensão local adequada do vetor nor­
mal unitário de Mn C ~Mn+1.

12. (Singularidades de um campo de Killing). Seja X um 
campo de Killing em uma variedade Riemanniana M. Seja 
N -{pE M',X(p) = 0}. Prove que:

a) Se p Ç. N, V C M é uma vizinhança normal de p, e 
q G N nV, então o segmento de geodésica radial 7 
ligando p a q está contido em N. Conclua que C 
N.

b) Se p G N, existe uma vizinhança V C Aí de p tal que 
V O N é uma subvariedade de M (isto implica que 
toda componente conexa de N é uma subvariedade 
de Aí).
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Sugestão: Proceda por indução, usando (a). Sep é isolado, 
não há o que fazer. Caso contrário, seja V C M uma vi­
zinhança normal de p tal que existe qi € V f~l N e considere 
a geodésica radial 71 ligando p a qi. Se V í~l N — 71, por 
(a), teremos concluido a demonstração. Caso contrário, 
seja q2 EV C\N — {71} e seja 72 a geodésica radial ligando 
p a Q2 • Seja Q C TpM o subespaço gerado pelos vetores 
exp-^Qi) e exppX(ç2) e seja N2 = expp(Q fi exp“1(V)). 
Mostre que para todo í € R, a restrição a Q da diferencial 
(dXt)p do fluxo Xt: M —> M é a identidade; conclua daí 
que N2 C V D N. Proceda desta maneira até esgotar a 
dimensão de TPM.

c) A codimensão, como subvariedade de M, de uma com­
ponente conexa Nk de N é par. Admita o seguinte 
fato: se uma esfera possui um campo diferenciável 
não nulo então sua dimensão é ímpar (para uma de­
monstração, v. Lima, [Li], pg. 146).

Sugestão: Seja Ep = (TpNk)± e seja V C M uma vizi­
nhança normal dep. Indique por Nk =expp(EpC\expp \V)). 
Como, para todo í, (dXt)p: Ep —> Ep, temos que X é 
tangente a Nk. Por outro lado, X 7^ 0 é tangente às 
esferas geodésicas de Nk com centro p. Pelo resultado 
mencionado acima, a dimensão de uma tal esfera é ímpar. 
Logo dim Nk = dim Ep é par.



Capítulo VII

Variedades Completas; 
Os Teoremas de Hopf e 
Rinow e de Hadamard

1 Introdução

Até agora, estudamos essencialmente propriedades locais das 
variedades Riemannianas. Entretanto, um dos aspectos mais 
interessantes da Geometria Diferencial é a interligação que existe 
entre as propriedades locais e as propriedades globais de uma 
variedade Riemanniana. Por propriedades locais, entendemos 
aquelas propriedades que só dependam do comportamento da 
variedade em uma vizinhança de um ponto, e por propriedades 
globais, aquelas que dependem do comportamento da variedade 
como um todo.

Neste capítulo, iniciamos o estudo das relações entre as pro­
priedades locais e globais. Primeiro, definimos o “habitat” na­
tural das propriedades globais, a saber, uma variedade Rieman­
niana completa M, como uma variedade na qual as geodésicas 
estão definidas para qualquer valor do parâmetro (Cf. Def. 2.2). 
Formalmente, isto significa que para todo p G M, expp está
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definida em todo o TPM\ intuitivamente, isto significa que a va­
riedade não possui “furos” ou fronteiras.

O que torna úteis as variedades completas é o fato que (Teo­
rema de Hopf e Rinow) dados dois pontos quaisquer de uma tal 
variedade existe uma geodésica minimizante ligando estes dois 
pontos. Demonstraremos este resultado no Teorema 2.8 junto 
com outros fatos que implicam, por exemplo, que uma variedade 
compacta é completa e que uma subvariedade fechada de uma 
variedade completa é uma variedade completa.

Como aplicação do Teorema de Hopf e Rinow, demonstrare­
mos o teorema de Hadamard que afirma ser homeomorfa a Rn 
uma variedade completa, de dimensão n, simplesmente conexa 
e cuja curvatura seccional satisfaz K < 0. Este é um exemplo 
de relações entre propriedades locais e globais, onde condições 
locais (K < 0) junto com restrições globais fracas (completa e 
simplesmente conexa) implicam em uma forte restrição global 
(ser homeomorfa aRn).

De agora em diante, exceto quando explicitamente mencio­
nado, as variedades serão supostas conexas.

2 Variedades completas: Teorema de 
Hopf e Rinow

Quando queremos estudar propriedades globais de uma va­
riedade diferenciável M, devemos exigir que M não seja uma 
subvariedade própria, aberta, de uma variedade M'. A condição 
usual para assegurar esta não-estendabilidade é a compacidade. 
Em alguns casos, porém, gostaríamos de usar uma condição mais 
fraca e uma definição natural seria a seguinte.

2.1 Definição. Uma variedade Riemanniana M é estendível se 
existe uma variedade Riemanniana M' tal que M é isométrica 
a um subconjunto próprio aberto de M'. Caso contrário, M é 
não-estendível.

Acontece que a classe das variedades Riemannianas não-esten-
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díveis é grande demais. Um subconjunto adequado desta classe 
é dado na seguinte definição.

2.2 Definição. Uma variedade Riemanniana M é (geodesica- 
mente) completa se para todo p G M, a aplicação exponencial, 
expp, está definida para todo v E TPM, i.e., se as geodésicas 
7(í) que partem de p estão definidas para todos os valores do 
parâmetro i E I.

2.3 Proposição. Se M é completa então M é não-estendível.

Demonstração: Suponha que M E M' é isométrica a um sub­
conjunto próprio, aberto, de uma variedade Riemanniana M'. 
Pela conexidade de M', a fronteira dM de M em M' é não va­
zia. Sejam p E dM e U' C M' uma vizinhança normal de p em 
M'. Seja q E U' D M e q(í) uma geodésica em M' com 7(0) = p, 
7(1) — q. Então q(í) = 7(1 — t), |í| < 5, é uma geodésica em 
M com 7(0) = q. Esta geodésica não está definida para algum 
t < 1, o que contradiz o fato de M ser completa. □

✓
E possível mostrar, por um exemplo, que a recíproca não é 

verdadeira (cf. Exercício 4) e conseqüentemente que a classe das 
não-estendíveis é realmente maior do que a classe das variedades 
completas.

E conveniente introduzir uma distância numa variedade Ri­
emanniana (não necessariamente completa) M como se segue. 
Dados dois pontos p,q E M, considere as curvas diferenciáveis 
por partes ligando p a q. Como M é conexa, uma tal curva existe 
(cubra uma curva contínua ligando p a q por um número infinito 
de vizinhanças coordenadas e substitua cada “pedaço” contido 
em uma vizinhança coordenada por uma curva diferenciável).

2.4 Definição. A distância d(p,q) é definida por d(p, q) = 
ínfimo dos comprimentos de todas as curvas fp,g, onde fPtQ é 
uma curva diferenciável por partes ligando p a q.

2.5 Proposição. Com a distância d, M é um espaço métrico, 
isto é:

1) d(p,r) < d(p,q)+d(q,r),
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2) d(p,q) = d(q,p),
3) d(p, q) > 0, e d(p, q') = 0&p = q.

Demonstração: (1), (2) e duas das afirmações de (3) são con­
seqüências imediatas da definição de ínfimo. Resta verificar que 
se d(p, q) = 0 então p = q. Suponha o contrário, e tome uma 
bola normal Br(p) que não contenha q. Como d(p, q) = 0, existe 
uma curva c ligando p a q de comprimento menor que r. Mas o 
segmento de c contido em Br(p) já tem comprimento maior ou 
igual que r, pela Proposição 3.6 do Capítulo III, e isto é uma 
contradição. □

Observe que se existe uma geodésica minimizante 7 ligando p 
a q (o que nem sempre é verdade) então d(p, q) — comprimento 7.

2.6 Proposição. A topologia induzida por d em M coincide 
com a topologia inicial de M.
Demonstração: Da observação acima, segue-se que se r é su­
ficientemente pequeno, a bola geodésica Br(p) coincide com a 
bola métrica de raio r, centrada em p. Assim, bolas métricas 
contêm bolas geodésicas, e reciprocamente. □

2.7 Corolário. Se po € M, a função f-.M—^R dada por 
f(p) = d(jp,po) é contínua.

Pois, como é fácil de verificar, a função f é contínua na to­
pologia induzida por d.

O fato que torna relevante o conceito de completeza é o se­
guinte teorema.

2.8 Teorema. (Hopf e Rinow [HR]). Seja M uma variedade 
Riemanniana e seja p G M. As seguintes afirmações são equi­
valentes:

a) expp está definida em todo o Tp(Mfi

b) Os limitados e fechados de M são compactos.

c) M é completa como espaço métrico.

d) M é geodesicamente completa.
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e) Existe uma sucessão de compactos Kn C M, Kn C int An+1 
e (J Kn = M, tais que se qn Kn então d(p,qn) —> oo.

n
(Aqui int A indica o interior do conjunto A).

Além disso, cada uma das afirmações acima implica que

f) Para todo q G M existe uma geodésica 7 ligando p a q com 
^(7) = d(p,q).

Demonstração: a) =>f). Sejam d(p,q) = r, B$(p) uma bola 
normal em p, e S$(p) = S a fronteira de Bs(p). Seja xo um ponto 
onde a função contínua d(q, x), x G S, atinge um mínimo. Então 
Xq = exppôv, onde v € TpM e |u| = 1. Seja 7 a geodésica dada 
por 7(s) = exppsu (v. Fig. 1). Vamos mostrar que 7(7*) = q.

Para provar este fato, consideremos a equação 

(1) d^Çsfiq) = r - s

e seja A = {s <E [0, r]; (1) vale}. A / 0 pois (1) vale para 
s = 0. Além disto, A é fechado em [0, r]. Seja s0 € A. Vamos 
provar que se s0 < r, então (1) vale para so + ô', onde õ' > 0 é 
suficientemente pequeno. Isto implica que sup A = r; como A é 
fechado, então r e A, o que mostra que 7(r) = q.
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Para provar que (1) vale para So + S', seja B^(7(so)) uma 
bola normal em 7(so), seja 5" = dBp(-y(so)) sua fronteira, e seja 
x'Q um ponto de mínimo de d(x,q), x G S'. Basta mostrar que 
x'o = 7Íso + <H- Com efeito, se x'o = 7(s0 + como

d(7(so), q) = & + min d(x, q) — 6' + d(x'o, g)

e
d(7(so),g) = r-s0,

teremos

(2) r-s0 = ô' + d(x'o, q) = S' + d{^{xQ + 5'), g), 

ou seja
d(7(x0 + ô'),q) = r- (s0 + 5'), 

que é (1) para so + d'.
Para provar finalmente que 7(2:0+d') = x'Q, observe que, pela 

desigualdade triangular e pela primeira igualdade de (2),

d(p, xo) > d(p, g) - d(g, x'o) = r - (r - s0 - 5') = s0 + d'.

Por outro lado, a curva quebrada ligando p a x'o, que vai de p 
a 7(so) pela geodésica 7, e de 7(so) a Xq por um raio geodésico, 
tem comprimento igual a so + ô'. Logo d(p, x'q) = sq + 5', e uma 
tal curva, pelo Corolário 3.9 do Capítulo III, é uma geodésica. 
Em particular, a curva não é quebrada, donde 7(2:0 + á') = x'Q. 
Isto conclui a demonstração que a) => f).

a) => b). Seja Ac M limitado e fechado. Como A é limitado, 
A C B, onde B é uma bola na métrica d de centro p. Por (f), 
existe uma bola Br(0) C TPM, tal que B C exppBr(0). Como 
imagem contínua de um compacto, expp Br(0) é compacto. Logo, 
A é um fechado contido em um compacto, donde compacto.

b) => c). Basta observar que o conjunto {pn} formado por uma 
seqüência de Cauchy é limitado, donde tem fecho compacto por 
(b). Assim {pn} contém uma subseqüência convergente e, sendo 
de Cauchy, converge.
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c) => d). Suponha que M não é geodesicamente completa. Então 
alguma geodésica normalizada 7 de M está definida para s < so e 
não está definida para so . Seja {sn} uma seqüência convergindo 
para s0 com sn < sq. Dado e > 0, existe um índice n0 tal que 
se n, m > no então |sn — sm| < e. Decorre daí que

d(7(Sn)) < |^n ^m|

e assim a seqüência {7(sn)} é de Cauchy em M. Como M é 
completa na métrica d, {7(sn)} —* Po € M.

Seja (W, <5) uma vizinhança totalmente normal de po . Esco­
lha «i tal que se n,m > , então |sm — sn| < S e 7(sn), 7(sm)
pertencem a W. Logo, existe uma única geodésica g de com­
primento menor do que S ligando 7(sn) a 7(sm). E claro que g 
coincide com 7, onde 7 está definida. Como exp7(Sn) é um dife­
omorfismo em e exp7(Sn)(Bí(0)) D W, g estende 7 além
de s0.
d) => a). Óbvio.

b) O e). Topologia Geral. □

2.9 Corolário. Se M é compacta então M é completa.

2.10 Corolário. Uma subvariedade fechada de uma variedade 
Riemanniana completa é completa na métrica induzida; em par­
ticular, as subvariedades fechadas de um espaço euclidiano são 
completas.

3 O teorema de Hadamard
Como aplicação do Teorema de Hopf-Rinow, vamos demons­

trar o seguinte resultado global.

3.1 Teorema (Hadamard). Seja M uma variedade Rieman­
niana completa, simplesmente conexa, com curvatura seccional 
K(p,a) < 0, para todo p € M e todo a C TP(M). Então M é 
difeomorfa a Rn, n = dimM; mais precisamente, expp: TPM —> 
M é um difeomorfismo.
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Antes de iniciar a demonstração, precisamos de alguns lemas. 
O lema seguinte mostra que a aplicação exponencial de uma 
variedade de curvatura não positiva é um difeomorfismo local.

3.2 Lema. Seja M uma variedade Riemanniana completa com 
KM) < 0, para todo p € M e todo a C TPM. Então, para todo 
p E M, o lugar dos pontos conjugados C(p) — 0; em particular, 
a aplicação exponencial expp: TPM M é um difeomorfismo 
local.
Demonstração: Seja J um campo de Jacobi não trivial (isto é, 
não identicamente nulo) ao longo de uma geodésica 7: [0,00) —> 
M, onde 7(0) = p e J(0) = 0. Então, pela hipótese sobre a 
curvatura e pela equação de Jacobi

= 2(J', J') - 2(Rtf, J)7', J)
= 2| J'\2 - 2Ktf, J)I7' A J|2 > 0.

Portanto (J, > (J, sempre que t2 > íi • Como
J'(0) 7^ 0 e (J, «//(O) = 0, segue-se também que, para t > 0 
suficientemente pequeno, vale

(J,J)(t)>(J,J)(0).

Como (J, J')' não decresce, decorre daí que para todo t > 0, 
(J, J)(t) > 0, e 7(t) não é conjugado de 7(0) ao longo de 7. □

O ponto crucial da demonstração do Teorema de Hadamard 
é dado no lema abaixo, que tem um interesse independente.

3.3 Lema. Seja M uma variedade Riemanniana completa e 
seja f:M-^N um difeomorfismo local sobre uma variedade 
Riemanniana N que possui a seguinte propriedade: para todo 
p e M e todo v E TPM, tem-se |d/p(u)| > |u|. Então f é uma 
aplicação de recobrimento.
Demonstração: Por uma propriedade de espaços de recobri­
mento (Cf. M. do Carmo, [dC 2], pg. 383), basta mostrar que 
f possui a propriedade de levantar arcos de N, isto é, dada



[SEC. 3: O TEOREMA DE HADAMARD 167

uma curva diferenciável c: [0,1] —> N e um ponto q € M com 
/(g) = c(0), existe uma curva c: [0,1] —> M com c(0) = q e 
f o c = c.

Para provar o pedido, observe que, como f é um difeomor­
fismo local em q, existe e > 0 tal que é possível definir c: [0, e] —> 
M com c(0) = ge/oc = c, isto é, é possível levantar c em um 
intervalo pequeno a partir de q. Como f é um difeomorfismo 
local em todo M, o conjunto dos valores A C [0,1], tais que c 
pode ser levantada em A a partir de q é um intervalo aberto à 
direita, isto é, A = [0, ío). Se mostrarmos que t0 6 A, teremos 
que A é aberto e fechado em [0,1], logo A = [0,1] e c pode ser 
inteiramente levantada.

Para mostrar que to € A, seja {ín}, n = 1,..., uma seqüência 
crescente em A com lim tn = to. Então a seqüência {c(ín)} está 
contida em um compacto K C M. Com efeito, se isto não 
acontecer, como M é completa, a distância de c(tn) e c(0) será 
arbitrariamente grande. Como, por hipótese,

4,tn(c)=Z \df5w GOdt

ítn I dc I> J \dt > d(c(tn),c(0')'),

isto implica que o comprimento de c entre 0 e ío é arbitrariamente 
grande, o que é um absurdo, e prova a afirmação feita.

Como {c(ín}} C K, n — 1,..., existe um ponto de acu­
mulação r E M de {c(tn)}. Seja V uma vizinhança de r tal que 
f\V é um difeomorfismo. Então c(ío) G f(V) e, por continui­
dade, existe um intervalo I C [0,1], ío G I, tal que c(í) C /(V). 
Escolha um índice n tal que c(ín) € V e considere o levantamento 
g de c em I passando por r. Os levantamentos g e c coincidem 
em [0, tn) r\I, pois f\V é biunívoca. Portanto, g é uma extensão 
de c em /, donde c está definido em í0 e t0 G A. □
Demonstração do Teorema de Hadamard: Como M é com­
pleta, expp: TPM —> M está bem definida para todo p E M e 
é sobrejetiva. Pelo Lema 3.2, expp é um difeomorfismo local.
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Isto permite introduzir uma métrica Riemanniana em TPM de 
modo que expp é uma isometria local. Uma tal métrica é com­
pleta, pois as geodésicas de TPM passando pela origem são retas 
(Cf. Teorema 2.8, (a) => (d)). Pelo Lema 3.3, expp é uma 
aplicação de recobrimento. Como M é simplesmente conexa, 
expp é um difeomorfismo. □

3.4 Observação. A demonstração que acabamos de apresen­
tar prova um pouco mais que o enunciado. Chamemos pólo um 
ponto p de uma variedade Riemanniana completa M que possui 
a propriedade de não ter pontos conjugados. Todo ponto de uma 
variedade completa M de curvatura não-positiva é um pólo de 
M. Podem, entretanto, existir pólos em variedades não compac­
tas de curvatura positiva (v. Exercício 13). O que acabamos de 
provar foi o resultado geral seguinte. Se uma variedade Rieman­
niana M completa e simplesmente conexa possui um pólo, então 
M é difeomorfa a Rn, n — dim M.

Exercícios
1. Se M, N são variedades Riemannianas tais que a inclusão 

i: M C N é uma imersão isométrica, mostre por um e- 
xemplo que a desigualdade estrita dM > d^ pode ocorrer.

2. Seja M um espaço de recobrimento de uma variedade Ri­
emanniana M. Mostre que é possível dar a M uma es­
trutura Riemanniana tal que a aplicação de recobrimento 
%: M —> M seja uma isometria local (esta métrica é cha­
mada a métrica de recobrimento). Mostre que M é com­
pleta se e somente se M é completa.

3. Seja f: M\ M2 um difeomorfismo local de uma vari­
edade Mi sobre uma variedade Riemanniana M2. Intro- 
duza em uma métrica Riemanniana tal que f seja uma 
isometria local. Mostre por um exemplo que se M2 é com­
pleta, pode não ser completa.
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4. Considere o recobrimento universal

tt: M^R2-{(0,0)}

do plano euclidiano menos a origem. Introduza em M a 
métrica de recobrimento (Cf. Exercício 2). Mostre que 
M não é completa e não-estendível, e que o teorema de 
Hopf-Rinow não é verdadeiro para M (isto mostra que a 
noção de não-estendabilidade, apesar de natural, não é sa­
tisfatória).
Sugestão: O único ponto difícil é provar que M é não- 
estendível. Suponha o contrário, isto é, M C M', é uma 
isometria eM /M'. Seja p' € M' um ponto na fronteira 
de M e W' C M' uma vizinhança convexa de p'.
Se provarmos que W' — {p'} C M, obteremos uma con­
tradição, pois então 7r(W' — {p'}) = U é uma vizinhança 
de (0,0) £ R2 e considerando o círculo fechado em U com 
centro em (0,0) poderiamos levantá-lo num círculo fechado 
em M, o que é impossível.
Para provar que W' — {//} C M, observamos primeiro que 
por cada ponto p € M passa uma única geodésica em M 
que não pode ser estendida para todos os valores de t G R. 
Seja x G W' A M e ligue x a p' por uma geodésica 7 de 
M'. 7 coincide inicialmente com uma geodésica de M e
portanto é a única geodésica passando por x que não pode 
ser estendida para todos os valores de t. Da unicidade e 
do fato de que p' é um ponto da fronteira, segue que todos 
os pontos de 7 A W, exceto p', pertencem a M, pois 7 se 
aproxima arbitrariamente da fronteira de M. Finalmente, 
se z G W' e z 7, a geodésica ligando z a x está, pela 
unicidade acima, inteiramente em M, donde z G M.

5. Uma curva divergente em uma variedade Riemanniana M 
é uma aplicação diferenciável a: [0,00) —> M tal que para 
todo compacto K C M existe um to G (0,00) com ce(t) ÇÉ 
K para t > t0 (isto é, a “sai” de qualquer compacto de M).
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Define-se o comprimento de uma curva divergente por

lim
í—>oo

dt.

Prove que M é completa se e somente se o comprimento 
de qualquer curva divergente é ilimitado.

6. Uma geodésica 7: [0,00) —* M em uma variedade Rieman­
niana M é um raio partindo de 7(0) se ela é minimizante 
entre 7(0) e 7(s), para todo s G (0,00). Admita que M 
é completa, não-compacta, e seja p E M. Mostre que M 
contém um raio partindo de p.

7. Sejam M e M variedades Riemannianas e f : M —> M um 
difeomorfismo. Admita que M é completa e que existe uma 
constante c > 0 tal que

M > c|d/p(v)|,

para todo p E M e todo v E TP(M). Prove que M é 
completa.

8. Sejam M uma variedade Riemanniana completa, M uma 
variedade Riemanniana conexa, e f: M —> M uma aplicação 
diferenciável que é localmente uma isometria. Admita que 
cada dois pontos de M podem ser ligados por uma única 
geodésica de M. Prove que f é biunívoca e sobrejetiva (e, 
portanto, f é uma isometria global).

9. Considere o semi-plano superior

R+ = {(x,y) E R2;t/ > 0} 

com a métrica Riemanniana dada por

9n = 1) #12 — 0, P22 = _ •
y
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Mostre que o comprimento do segmento vertical

x = 0, £ < y < 1, com £ > 0,

tende para 2 quando e —> 0. Conclua daí que tal métrica 
não é completa. (Observe, entretanto, que quando y —» 
0 os comprimentos dos vetores, nesta métrica, se tornam 
arbitrariamente grandes.)

10. Prove que o semi-plano superior H+ com a métrica de Lo­
batchevski:

1
9n = 922 = —z , 9n = 0,y2

é completo.

11. Seja M uma variedade Riemanniana completa, e seja X 
um campo diferenciável de vetores em M. Suponha que 
exista uma constante c > 0 tal que | X(p) | < c, para todo 
p G M. Prove que as trajetórias de X, isto é, as curvas 
ç?(í) em M com ç/(í) = X(ip{t)), estão definidas para todo 
valor de t.

12. Uma variedade Riemanniana é homogênea se dados p,q G 
M existe uma isometria de M que leva p em q. Prove que 
toda variedade homogênea é completa.

13. Mostre que o ponto p = (0,0,0) do parabolóide

S = {(x, y, z) G R3; z = x2 + y2} 

é um pólo de S e, entretanto, a curvatura de S é positiva.



Capítulo VIII

Espaços de Curvatura 
Constante

1 Introdução

Entre as variedades Riemannianas, aquelas de curvatura sec­
cional constante são as mais simples. Elas estão relacionadas 
com a Geometria não-euclidiana clássica, que é historicamente 
o primeiro exemplo de uma estrutura geométrica diferente da 
euclidiana.

A propriedade importante dos espaços de curvatura constante 
é que eles possuem um número suficientemente grande de isome­
trias locais (Cf. Corolário 2.2). Isto significa que nestes espaços 
é sempre possível “deslocar” isometricamente dois triângulos pe­
quenos colocados em posições diferentes e verificar se eles podem 
ser superpostos (em cujo caso diremos que são iguais). Esta pro­
priedade de “livre mobilidade dos triângulos pequenos” é funda­
mental nas construções da geometria elementar e foi considerada 
como um postulado a ser satisfeito pelas geometrias não euclidi­
anas.

Não é difícil verificar que quando multiplicamos uma métrica 
Riemanniana por uma constante positiva c, então a sua curva­
tura seccional é multiplicada por 1/c. Logo, a menos de uma
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semelhança, podemos supor que a curvatura seccional constante 
de uma variedade é 1, 0, ou —1. No que se segue, esta hipótese 
será admita sem maiores comentários.

Até agora encontramos dois exemplos de variedades Rieman­
nianas de curvatura seccional K constante, a saber, o espaço 
euclidiano Rn com K = 0 e a esfera unitária Sn C Rn+1 com 
K = 1. Neste capítulo, introduziremos uma variedade Rieman­
niana, o espaço hiperbólico Hn de dimensão n, que tem curvatura 
seccional K = — 1. As variedades Rn, Sn e Hn são completas e 
simplesmente conexas (Cf. Seção 3). O resultado principal deste 
capítulo é que estas são essencialmente as únicas variedades Rie­
mannianas completas, simplesmente conexas, com curvatura sec­
cional constante. Isto permite reduzir o problema de achar todas 
as variedades completas de curvatura constante ao problema de 
determinar certos subgrupos dos grupos das isometrias de IR”, 
Sn e Hn (Cf. Seção 4).

Para demonstrar o resultado mencionado, introduziremos na 
Secção 2 um resultado um pouco mais geral sobre a determinação 
da métrica por meio da curvatura. Estritamente falando, este 
resultado não se refere a espaços de curvatura constante, mas 
este é o lugar natural de apresentá-lo.

Usaremos freqüentemente a expressão clássica espaços de cur­
vatura constante para designar as variedades Riemannianas de 
curvatura seccional constante.

Na última Seção deste capítulo, descreveremos as isometrias 
do espaço hiperbólico Hn e identificaremos algumas hipersu- 
perfícies importantes de Hn, a saber, as horoesferas e as hiperes- 
feras. No exercício 6, indicaremos como calcular as curvaturas 
médias e seccionais de tais hipersuperfícies.
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2 Teorema de Cartan sobre a deter­
minação da métrica por meio da 
curvatura

Sejam M e M duas variedades Riemannianas de mesma di­
mensão n e sejamp 6 M e p € M. Escolha uma isometria linear 
i: Tp(M) —♦ Tp(M'). Seja V C M uma vizinhança normal de p 
tal que exp^ está definida em ioexp“1(V). Defina uma aplicação 

f: V —> M por

/(ç) = exp^ o i o exp“1 (g), q E V.

Para todo q EV existe uma única geodésica normalizada 7: [0, t}—> 
M com 7(0) = p, 7(t) = q. Indicaremos por Pt o transporte pa­
ralelo ao longo de 7 de 7(0) a 7(í). Defina ainda <j>t: Tq(M) —> 
T/(q)(M) POT

= ptoio Pt_1(u), vETq(M),

onde Pt é o transporte paralelo ao longo da geodésica normali­
zada 7: [0, t] M dada por 7(0) = p, Y(0) = i(7,(0)). Final­
mente, indicamos por R e R as curvaturas de M e M, respecti­
vamente.

2.1 Teorema (E. Cartan [Ca], pg. 238). Com as notações 
acima, se para todo q EV e todo x,y,u,v E Tq(M) tem-se

(R(x,y)u,v) = (R^tÇxY^y^^u),^)),

então f:V—> f(V) C M é uma isometria local e dfp = i. 
Demonstração: Seja q EV e seja 7: [0, £] —» M uma geodésica 
normalizada com 7(0) = p, y(£) = q. Seja v E Tq(M) e seja J um 
campo de Jacobi ao longo de 7 dado por J(0) = 0 e 7(£) — v. 
Seja elt... ,en = 7'(0) uma base ortonormal em TP(M) e seja 
ei(t), i = l,...,n, o transporte paralelo de et ao longo de 7. 
Escrevendo
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e usando a equação de Jacobi, concluimos que

y" + 52 (R(e™ ei)en, = o, j = 1,..., n.
i

Seja agora 7: [0, £] —> M uma geodésica normalizada dada 
por 7(0) = p, 7'(0) = 1(7'(0)). Seja J(t) o campo ao longo de 7 
dado por

J(í) = </(*)), te [0,4

Seja Então, pela linearidade de (fa,,

<Ã*) =

Como, por hipótese,

ej)en, Gj) = ^7?(en, êj)ên,

temos que

2/" + 52(^(ên,êi)ên,êj)7/i = °, j = 
i

Conclui-se daí que J é um campo de Jacobi ao longo dejy com 
J(0) = 0. Como o transporte paralelo é uma isometria, ,«/(€) | = 
|<7(€)|. Se mostrarmos que

J(Q = #,(„) =

teremos concluido a demonstração.
Como J(í) = </>t(J(í)), temos que J'(0) = i(J'(0)). Por outro

lado, como J(t) e J(t) são campos de Jacobi que se anulam em 
t = 0, temos pelo Corolário 2.5 do Capítulo V

J(í) = (dexpp)ty(0)(f J'(0)),

J(t) = (dexpí)ty(o)(íJ'(0)).
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Portanto,

J(€) = (dexPí5)mo)&(J'(O))

= (dexPí)€.,(0) oi o ((dexpp)^)-1 (J(£)) = d/«,(J(f)),

o que prova o pedido. □

Observe que a mesma prova mostra que se expp e expp são 
difeomorfismos, então, nas condições do Teorema 2.1, f está de­
finida em todo o M e é uma isometria.

O teorema afirma que a métrica é, em um certo sentido, deter­
minada localmente pela curvatura. Uma afirmação equivalente 
foi feita por Riemann ([Ri], p.289). Ao que saibamos, a primeira 
demonstração do resultado local foi apresentada por E. Cartan 
([Ca], pg. 238). Uma versão global do teorema acima, que não 
apresentaremos aqui, foi dada por W. Ambrose em 1956, [Am 
1]. Uma demonstração simples do resultado de Ambrose pode 
ser encontrada em Cheeger e Ebin [Ce].

Para os nossos objetivos, interessam apenas os dois corolários 
abaixo. Em particular, o Corolário 2.3 significa que um espaço 
de curvatura constante é rico em isometrias.

2.2 Corolário. Sejam M e M espaços de mesma curvatura 
constante e de mesma dimensão n. Sejam p E M e p E M. Es­
colha arbitrariamente bases ortonormais {e,} E TP(M} e {êj} E 

Tp(M), j = 1,... ,n. Então existem uma vizinhança V C M de 
p, uma vizinhança V C M de p, e uma isometria f:V—>V tal 
que dfp(ej) = êj .
Demonstração: Escolha a isometria i do teorema de modo 
que i(e.j} = êj . A condição sobre a curvatura é imediatamente 
verificada, e a conclusão segue do teorema.

2.3 Corolário. Seja M um espaço de curvatura constante e 
sejam p e q dois pontos quaisquer de M. Sejam {e^} e {fj} ba­
ses ortonormais arbitrárias de TP(M) e Tq(M'), respectivamente. 
Então existem vizinhanças U de p e V de q, e uma isometria 
g: U —> V tal que dgp(ej) = fj .
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Relacionado com o problema acima, existe o problema de 
saber se um difeomorfismo f: M que preserva a curvatura 
no sentido que

(R(X,Y)Z,T)r = ,

para todo p e M e todo X, Y, Z,T G TP(M), é uma isometria. 
Em dimensão dois isto seria uma espécie de recíproca do Teorema 
Egregium de Gauss, e é falso, mesmo no caso compacto, como 
mostra o exemplo da Fig. 1. (Um exemplo não trivial para o 
caso não compacto pode ser encontrado em M. do Carmo [dC 
2], pg. 237.) Para n = dimM — dimM > 4, o problema admite 
surpreendentemente uma solução afirmativa (v. Kulkarni, [Ku 
1] e [Ku 2]).

^Explicitamente, o resultado de Kulkarni afirma que se Mn 
e Mn são analíticas (isto é, as mudanças de coordenadas são 
funções analíticas), n > 4, e f: Mn —> Mn preserva curvaturas, 
então ou M tem curvatura seccional constante ou f é uma iso­
metria . Se M e M são meramente C°°, é necessário supor, em 
adição, que o conjunto dos pontos não-isotrópicos é denso em M 
(um ponto p G M é isotrópico se a curvatura seccional K(a,p) 
em p não depende de cr; cf. o teorema de Schur, exercício 8, Cap. 
IV). Para n = 3, o problema foi tratado por Yau [Ya].

Figura 1. Um difeomorfismo que preserva 
curvatura e não é uma isometria.



178 [CAP. Vlll: ESPAÇOS DE CURVATURA CONSTANTE

3 O espaço hiperbólico
Daremos agora um exemplo de um espaço de curvatura cons­

tante —1.
Considere o semi-espaço do Rn dado por

Hn = {(rri,..., xn) 6 Rn; xn > 0}

e introduza em Hn a métrica

(i) gij(x1,...,xn) = ^-
Xn

z
E claro que Hn é simplesmente conexo. Vamos mostrar que Hn 
com a métrica (1) tem curvatura seccional constante igual a —1, 
e que Hn é completo. Hn é chamado o espaço hiperbólico de 
dimensão n.

Iniciaremos com o cálculo da curvatura de Hn. Uma boa 
parte do cálculo pode ser feita na situação mais geral seguinte: 
duas métricas (,} e ((, )} em uma variedade diferenciável M 
são conformes se existe uma função diferenciável f: M —> IR, 
positiva, tal que para todo p € M e todo u,v € TP(M) se tenha

(u,v)p = /(p)«u,u»p.

Por exemplo, a métrica (1) de Hn é conforme à métrica usual do 
espaço euclidiano Rn.

Consideremos em Hn a métrica

_  &ij
9zi ~ ’

onde F é uma função positiva diferenciável em Hn ; tal métrica é 
conforme à métrica usual de ]Rn. Escreveremos g^ = F25ij para 
indicar a matriz inversa de g^, e faremos logF = f. Nestas 
condições, indicando f — fj , temos

&9ik_ _c- 2 __  Sjk ,
ÔXj ~ ik F3 j ~ F2 '
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Para o cálculo dos símbolos de Christoffel, observemos que

rJ. 1 v f 9 d d 1 mk
ró - 2 Z { dx. + d 9mi dXm 9ij | 9

1 í d d d 1 2
~ 2 \ dXi9jk+ dXj9ki dXk9ij}F 

= Sjkfi &kifj H" &ijfk 5

donde concluimos que se os três índices são distintos, = 0, e 
se dois índices são iguais, temos

4 = -/^ = rÍ = -/<> =

Para o cálculo dos coeficientes da curvatura, observemos que

= RijiStí = Riji9jj = ^iji 
i 2

= J_ J V P p - V P P + — P_ — Pü 2^ ü dXj ü dXi ji

Como ^7 Hi = fjj e ^7 Hi = -fu, teremos33 ÔXi L ji

F2Rijij = — fefe + f? — fj — fi + fj + fjj + fa
e

— ~ fe + fi + fj + fa + fjj ■ 
i

Além disto, Rijke = 0 se os quatro índices são distintos, e se três 
índices são distintos, temos

(2) Rijk = ~fkfj ~ fkj ) F-ijk = fifk "h fki i -^yfc = 0-

Finalmente, a curvatura seccional no plano gerado por d d
dxi ’ dx<

é (observe que ^7, são ortogonais)

zy- _  Rtjij _ -y■L^ij íbijijr
9a9jj

— _ y? fe + fi + fj + fu + fjj^ F2.
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Vamos agora particularizar para o caso F2 = x2n, o que im­
plica f = log xn . Neste caso, se i / n e j / n, teremos

se z = n, j / n, teremos

Knj = ( — fn + f£ + fnn)F2 =-----  X„ = —1;
xn

finalmente, se i j, j = n, teremos ainda Kin = — 1. Usando as 
expressões em (2) e o Corolário 3.5 do Capítulo IV, concluimos 
que a curvatura seccional de Hn é constane e igual a —1.

Para provar que Hn é completo, utilizaremos o seguinte fato.

3.1 Proposição. As retas perpendiculares ao hiperplano xn = 
0, e os círculos de Hn cujos planos são perpendiculares ao hiper­
plano xn = 0 e cujos centros estão neste hiperplano são geodésicas 
de Hn.
Demonstração: Observe que uma isometria de Rn que só en­
volve as variáveis xi,..., xn-i não altera a métrica g^ e é, por­
tanto, uma isometria de Hn. Decorre daí que basta conside­
rar retas e círculos no plano xixn. O resultado segue agora do 
Exemplo 3.10 do Capítulo III. □

z
E imediato verificar, pelo teorema de existência e unicidade 

de geodésicas, que todas as geodésicas de Hn são do tipo descrito 
na Proposição 3.1. Isto implica que todas as geodésicas de Hn 
estão contidas em planos perpendiculares ao hiperplano xn = 
0. Como tais planos são evidentemente isométricos ao plano 
hiperbólico, o fato de Hn ser completo é uma conseqüência de 
ser o plano hiperbólico completo (Cf. Exercício 10, do Cap. VII).

Um outro modelo do espaço hiperbólico é descrito no 
Exercício 3 deste capítulo.

4 As formas espaciais
Agora podemos provar o resultado principal deste capítulo. 

Como sempre, Mn indicará uma variedade de dimensão n.
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4.1 Teorema. Seja Mn uma variedade Riemanniana completa 
e de curvatura seccional constante K. Então o recobrimento uni­
versal M de M, com a métrica do recobrimento, é isométrico a:

a) Hn, se K = —1,

b) Rn, se K = 0,

c) Sn, se K = 1.

Na demonstração, faremos uso do seguinte lema que é inte­
ressante em si mesmo.

4.2 Lema. Sejam fi: M —► N, i — 1,2, duas isometrias lo­
cais da variedade Riemanniana (conexa) M na variedade Rie­
manniana N. Suponhamos que existe um ponto p € M tal que 
fi(p) = fiíp) e (d/i)p = (d/2)p • Então fi = f2.
Demonstração do Lema: Seja V uma vizinhança normal de 
p tal que as restrições /i|V e f2\V sejam difeomorfismos. Seja 
<p = 1 o f2: V V. Então ç?(p) = p e dpp é a identidade. Se
q EV, existe um único v € TPM com expp(u) = q. Decorre daí 
que ç?(g) = q, donde fi = f2 em V. Como M é conexa, qualquer 
ponto r 6 M pode ser ligado a p por um caminho a: [0,1] —> M, 
o(0) = p, a(l) = r. Seja

A = {te [0,1]; /i(a(í)) = /2(a(í)) e (d/i)a(t) =

Pelo que foi visto, sup A 0. Se sup A — to 1, repetiremos o 
argumento acima para o ponto o;(ío), obtendo uma contradição. 
Portanto sup A = 1, donde /i(r) = f2(r), para todo r € M. □

Demonstração do Teorema 4.1: M é uma variedade Rie­
manniana completa, simplesmente conexa de curvatura secci­
onal constante K. Consideremos em primeiro lugar os casos 
(a) e (b) e indiquemos, por conveniência, tanto Hn quanto Rn 
por A. Fixemos_pontos p £ A, p £ M e uma isometria linear 
i: TP(A) —> Tp(M); Consideremos a aplicação:

f = expp o i exp“1: A —> M.
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Como A e M são completas com curvaturas seccionais não po­
sitivas, f está bem definida. Pelo Teorema de Cartan, / é uma 
isometria local. Pelo Teorema de Hadamard, expp e exp^ são 
difeomorfismos, logo f é um difeomorfismo, e isto prova (a) e 
(b).

Para o caso (c), fixemos novamente pontos p G Sn, p G M e 
uma isometria linear i: Tp(Sn) —> Tp(AÍ). Seja q G Sn o ponto 
antípoda de p e definamos

/ = exp^ o i o exp"1: Sn - {ç} -> M.

Pelo Teorema de Cartan, f é uma isometria local. Escolhamos 
agora um ponto p' E Sn\ p' 7^ p, p' 7^ q. Façamos p' = f(p'), 
i' = df^ e definamos

f = exp^, oi' o exp”,1: Sn - {</} -> M,

onde q' é o ponto antípoda de p'.
Observe que Sn — ({q} U {</}) = W é conexo, p' G W, e

f(p') = = f\p'\ dfp' — i1 = dfp, .

Segue-se do Lema 4.2, que f = f emJT. Por conseguinte, 
podemos definir uma aplicação g : Sn —> M por

oírx í/(r)> se reSn-{q}
\f(r), se r (E Sn — {q'}.

✓
E claro que g é uma isometria local, logo um difeomorfismo local. 
Pela compacidade de Sn, g é uma aplicação de recobrimento, e 
como M é simplesmente conexa, g é um difeomorfismo (v. M. 
do Carmo [dC 2] §5.6). Logo g é uma isometria. □

As variedades completas com curvatura seccional constante 
são chamadas formas espaciais. O teorema anterior reduz a de­
terminação de todas as formas espaciais a um problema da teoria 
de grupos, como mostraremos a seguir. Precisamos de alguns fa­
tos sobre espaços de recobrimento e ações de grupos.
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Diremos que um grupo G opera (à esquerda) em um conjunto 
M se existe uma aplicação de G x M em M, indicada por

G x M 9 (g,x) —> gx G M

tal que
ex = x, (g1g2')x - g^x}

onde e = identidade de G, x G M e gi,g2 6 G. Diz-se que G 
opera livremente (i.e., sem pontos fixos) em M se gx = x implica 
g = e. A órbita de um ponto x 6 M é o conjunto

Gx = {gx-g E G}.

A ação de G é transitiva se Gx = M. O conjunto de todas 
as órbitas é indicado por M/G\ existe uma projeção natural 
7r: M —> M/G dada por ir(x) = Gx. Quando M tem alguma es­
trutura adicional (topológica, diferenciável, etc.), é conveniente 
considerar G como um grupo de isomorfismos (homeomorfismos, 
difeomorfismos, etc.) da estrutura considerada.

Se M é um espaço topológico, dizemos que um grupo G (de 
homeomorfismos de M) opera de modo propriamente descontínuo 
se todo x £ M possui uma vizinhança U tal que g(U) A (/ = 
0, para todo g G G, g e. Neste caso, a projeção n: M 
M/G (onde M/G tem a topologia quociente) é uma aplicação 
de recobrimento regular e G é o grupo das transformações de 
recobrimento (V. Massey [Ma], Prop. 8.2, pg. 165).

Suponha agora que M é uma variedade Riemanniana e seja 
T um subgrupo do grupo das isometrias de M que opera de 
modo propriamente descontínuo. Já sabemos que M/Y tem uma 
estrutura de variedade diferenciável na qual 7r: M —> M/Y é um 
difeomorfismo local (V. Cap. 0, Exemplo 4.8). Podemos, além 
disto, dar a M/Y uma métrica Riemanniana de modo que % seja 
uma isometria local. Com efeito, dado p G M/Y, escolhemos 
p G 7r_1(p); para todo par u, v G TP(M/Y), definimos

(u,v) = (d7r-1(n),d7r-1(n))^.
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Como o recobrimento % é regular, T é transitivo em 7r_1(p) 
(V. Massey [Ma], Lema 8.1, pg. 164). Logo, dado qualquer 
q 6 7r_1(p), existe 7 € T com 7(p) = q, e a definição acima 
não depende da escolha do p G 7r_1(p). E claro que com tal 
métrica M M/Y é uma isometria local; tal métrica será 
chamada a métrica em M/Y induzida pelo recobrimento %. Ob­
serve que M/Y é completa se e só se M é completa e que M/Y 
tem curvatura constante se e só se M tem curvatura constante. 
Tomando M — Sn ou Rn ou Hn, concluimos que M/Y é uma 
variedade completa de curvatura constante 1 (se M = Sn), 0 (se 
M = Rn). Vamos mostrar que desta maneira obteremos todas 
estas variedades.

4.3 Proposição. Seja M uma variedade Riemanniana com­
pleta com curvatura seccional constante K (1,0,—1). Então M 
é isométrica a M/Y, onde M é Sn (se K = 1), Rn, (se K — 0) 
ou Hn (se K = —lj, Y é um subgrupo do grupo das isometrias 
de M que opera de modo propriamente descontínuo em M, e a 
métrica de M/Y é a induzida pelo recobrimento tv: M —> M/Y.

Demonstração^ Considere o recobrimento universal p: M —> 
M, e tome em M a métrica do recobrimento, isto é, a métrica 
tal que p seja uma isometria local. Seja T o grupo das trans­
formações de recobrimento de p. Então T é um subgrupo do 
grupo das isometrias de M e opera de maneira propriamente des­
contínua em M. Logo é possível introduzir em M/Y a métrica 
Riemanniana induzida por 7r: M —> M/Y. Como o recobrimento 
p é regular, temos que se x, y G M então p(x) — p(y) se e só se 
Yx = Yy o que ocorre se e só se 7r(x) = 7r(í/). As classes de 
equivalência dadas por p e tv em M são, portanto, as mesmas, o 
que induz uma bijeção £: Àí —> M/Y tal que tv = £ op. Como tv 
e p são isometrias locais, £ também o é, e, sendo uma bijeção, é 
uma isometria de M sobre M/Y. □

A proposição anterior reduz o problema de achar todas as 
formas espaciais ao problema de determinar todos os subgrupos 
que operam de modo propriamente descontínuo do grupo das
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isometrias de cada um dos modelos simplesmente conexos (Sn, 
Hn e Rn).

A determinaçãojie tais subgrupos é um problema difícil. O 
problema esférico (M = Sn) foi solucionado só na década de 60, 
e o leitor interessado achará uma exposção em Wolf, J., “Spa- 
ces of Constant Curvature”, Mc-Graw Hill, 1967 (Capítulo 4-7). 
Este livro contém também um estudo bastante completo do que 
é conhecido em problemas correlatos (Cf. a 2a edição, publi­
cada por Publish or Perish). Aqui só mencionaremos dois fatos 
interessantes.

4.4 Proposição. Seja Mn uma variedade Riemanniana com­
pleta de dimensão par n = 2m, com curvatura seccional cons­
tante K = 1. Então Mn é isométrica ou à esfera Sn ou ao 
espaço projetivo real Pn da mesma dimensão.
Demonstração: O grupo ortogonal 0(2m + 1) é o grupo (tran­
sitivo) de isometrias de Sn. Seja T um subgrupo que opera de 
modo propriamente descontínuo sobre Sn. Se 7 G T tem deter­
minante +1, existe um valor próprio de 7 igual a 1. Então 7 tem 
um ponto fixo, o que implica 7 = e. Se 7 G T tem determinante 
—1, então 72 tem determinante 1, logo 72 = e. Por conseguinte, 
os valores próprios de 7 são 1 ou —1. Se 1 é um valor próprio 
de 7, então 7 = e, o que contradiz o fato de ser det 7 — —1. As­
sim 7 = —e, donde, T = {e, —e}. Usando agora a Proposição 4.3 
obtemos que Mn é ou Sn, se T = {e}, ou Pn, se T = {e, —e}. □

4.5 Proposição. Toda superfície compacta, orientável de gênero 
p > 1 pode ser munida de uma métrica de curvatura constante 
negativa.
Demonstração: Tomemos no plano hiperbólico H2 um polígono 
geodésico fechado P com 4p lados de iguais comprimentos. Por 
um processo bem conhecido de identificação de lados, P pode 
ser identificado a uma variedade topológica bi-dimensional M2 
(Ver Massey [Ma], Cap. 1). Seja T o subgrupo das isometrias 
de H2 gerado pelas isometrias que identificam os lados de P. E 
possível mostrar que os transformados de P por T “enchem H2 
sem vazios” se e somente se a soma a dos ângulos internos dos
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vértices de P for igual a 2% (para uma prova simples, v. Roger 
Fenn, “What is the geometry of a surface?”, American Math. 
Monthly, Feb. 1983); neste caso, M2 — H2/T tem uma métrica 
de curvatura constante igual a —1. Afirmamos que é possível 
achar um polígono P que satisfaz à condição a = 2%, o que 
concluirá a demonstração da proposição.

Para provar o pedido, observe-se que pelo Teorema de Gauss- 
Bonnet (v. M. do Carmo [dC 2], pg. 274), conclui-se que

a = —A + 27r(lp — 1),

onde A é a área de P na métrica hiperbólica. Portanto, por 
um lado, se o polígono P é arbitrariamente pequeno, a é arbi- 
trariamente próximo de 27r(2p — 1). Por outro lado, podemos 
aumentar a área A do polígono P de tal forma que a seja arbitra­
riamente pequeno. Decorre daí que deformando continuamente 
P, existe um polígono geodésico tal que a — 2%. □

Os espaços de curvatura constante tiveram um papel impor­
tante no desenvolvimento histórico da Geometria Riemanniana, 
devido às suas relações com a Geometria não-euclidiana. Uma 
geometria não-euclidiana é uma variedade Riemanniana com­
pleta M junto com um grupo transitivo de isometrias G (os mo­
vimentos não euclidianos) que satisfazem ao Axioma de Mobili­
dade livre: Sejam p,p G M, 71, 72 geodésicas de M que começam 
em p e formam um ângulo a em p, e 71, 72 geodésicas com ori­
gem em p e formando um ângulo a em p. Então existe g G G, 
com g(p) = p, 5(71) = 71, #(72) = 72 • Isto corresponde à 
“igualdade de triângulos” na geometria euclidiana, e implica evi­
dentemente que M tem curvatura seccional constante. Segue-se 
que os espaços da Geometria não-euclidiana são encontrados en­
tre as formas espaciais. Daí a importância dada à determinação 
das formas espaciais. Os casos de Sn, Pn e Hn são chamados 
geometria esférica, elíptica e hiperbólica respectivamente.



[SEC. 5: ISOMETRIAS DO ESPAÇO HIPERBÓLICO 187

5 Isometrias do espaço hiperbólico; o 
teorema de Liouvillé

As isometrias do espaço hiperbólico estão estreitamente re­
lacionadas com as transformações conformes do Rn. Uma apli­
cação f:U C Rn -> 1" de um aberto (/ C Rn é chamada 
conforme se os ângulos (não orientados) de curvas que se cor­
tam são preservados, isto é, se o ângulo (não orientado) de dois 
vetores quaisquer Ui e u2 em p € U é igual ao ângulo de dfp(vi) 
com dfpíwf). O principal objetivo desta Seção é mostrar que as 
isometrias do semi-espaço superior Hn C R" com a métrica 
(cf. Seção 2) são as restrições a Hn das transformações con­
formes de Rn que aplicam Hn sobre Hn. Para demonstrar este 
resultado, precisamos descrever as transformações conformes 
do Rn.

Para o caso de R2, que identificamos com o plano complexo C, 
é bem conhecido que as transformações conformes são as funções 
holomorfas ou antiholomorfas (antiholomorfa quer dizer que a 
função complexa conjugada é holomorfa) com derivadas não nu­
las. Neste caso, o teorema da aplicação conforme de Riemann 
garante que dados dois abertos próprios e simplesmente conexos 
do plano, existe uma aplicação conforme levando um no outro.

Para o caso do Rn, n > 2, a situação é radicalmente dife­
rente, e o fato de ser f uma transformação conforme impõe fortes 
restrições sobre f. Este é o conteúdo do Teorema de Liouvillé 
abaixo, para o qual precisamos de algumas considerações.

Primeiro, observe que uma condição necessária e suficiente 
para que f: U C Rn —> Rn seja conforme é que para todo p £ U 
e todo par de vetores Ui, u2 em p se tenha:

(3) (d/p(ui),d/p(u2)) = A2(p)(ui,u2), A2 / 0.

Com efeito, se (3) é satisfeita, |d/p(u)|2 = A2|u|2, para todo vetor 
v em p, donde

(4) cos <) (d/p(ui), d/p(v2)) = cos (vi,u2),
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isto é, os ângulos (não orientados) são preservados. Reciproca­
mente, (4) implica que dfp leva um triângulo com vértice em p em 
um triângulo semelhante com vértice em f(p). Logo |d/p(u)|2 = 
À2|u|2, para todo v em p\ aplicando esta última relação a uma 
soma u + v de vetores, obteremos (3).

A função positiva À: Í7 —> R definida em (3) será chamada o 
coeficiente de conformalidade de f.

5.1 Exemplos. É claro que uma isometria de Rn (transformação 
linear ortogonal seguida de uma translação) é uma transformação 
conforme do Rn com coeficiente de conformalidade À = 1. A 
transformação linear /(p) = À/(p), p € Rn, onde I é a ma­
triz identidade e À = const. > 0, é evidentemente uma trans­
formação conforme com coeficiente de conformalidade À; fé 
chamada uma dilatação. Como último exemplo, vamos mostrar 
que a inversão em po € Rn, definida por

(5) f (p) = |^_ ^°|2 + Po > p e Rn - {Po},

é uma transformação conforme.
Geometricamente, f levap 6 Rn—{po} em um ponto /(p) que

está na reta que une p a po, a uma distância |/(p) — Po| — |p2po| 
de po . Portanto f deixa fixa a esfera de raio 1 em torno de p0 , 
e permuta entre si as regiões interior e exterior a tal esfera; em 
particular, f2 = identidade.

Para ver que f é conforme, observe que, se v é um vetor em 
P,

z A v\p - Po|2 - 2(v,p - p0)(p - Po)
=-------------- ’

logo

UOM2 (u,v> , (4(u,p-p0)2-4(u,p-po)2)|p-p0|2
------------------

_ (v,v)
\p - Pol4 ’
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isto é, a inversão (5) é uma transformação conforme com coefi­
ciente de conformalidade À = ,—•ip-por

O Teorema de Liouvillé afirma o fato surpreendente que toda 
transformação conforme f de um aberto U C Kn, n > 3, se 
estende a uma composição de isometrias, dilatações e inversões. 
O resultado é, em verdade, um pouco mais preciso e afirma que 
f é composta, no máximo, de uma isometria, uma dilatação e 
uma inversão.

A prova que apresentamos abaixo se encontra, a menos de 
notações e detalhes, no livro de Dubrovin, Novikok e Fomenko, 
Géometrie Contemporaine, Méthodes et Applications, lre partie, 
Traduction française, Ed. Mir, Moscou, 1982, pp. 140-143; ne­
nhum elemento desta demonstração será usado no resto do livro, 
e o leitor ansioso por aplicações poderá omití-la em uma primeira 
leitura.

5.2 Teorema (de Liouvillé). Seja f:U—> Rn, n > 3, uma 
transformação conforme de um aberto U C Rn. Então f é a 
restrição a U de uma composição de isometrias, dilatações e 
inversões, no máximo uma de cada.
Demonstração: Seja oi = (1,0,..., 0),..., an = (0,0,..., 0,1) 
a base canônica do Rn e (xi,... ,xn) as coordenadas cartesia­
nas do Rn relativas a esta base. Sejam campos de
vetores diferenciáveis em U, de modo que em cada ponto de U, 
{e^ = õij. Se À é o coeficiente de conformalidade de f, pode­
mos escrever

(6) {df{ei},df{ek}} = X26ik, i,k = l,...,n.

Seja d2 a diferencial segunda de /; isto é, d2/ = RnxRn —> Rn 
é uma aplicação bilinear, simétrica, com valores no R" e tal que, 
na base canônica, d?f(ai,aj} = • Tomando índices i, j, k
distintos e derivando (6), obteremos:

(d2/(ei,eJ),d/(efc)) + (d/(ei),d2/(efc,eJ)) = 0, 

(d2/(ej,efe),d/(ei)) + (d/(eJ),d2/(ei,efc)) = 0, 

{d2f{ek,ei},df{ej}} + {df{ek},d2f(ej,ei}} = 0.
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Somando as duas primeiras equações acima e subtraindo a ter­
ceira, teremos

{d2f(ek, = 0, se i, j, k são distintos.

Fixando k, j e fazendo i variar nos (n — 2) índices restantes, 
concluimos que d2/(efc,e5) pertence ao plano gerado por df(e.j) 
e df(ek). Portanto,

d2/(efc,ej) = p,df(ek) + vdf(ej),

onde, como {df(ek), df(ek)} = (d/(ej)d/(ej)) = A2,

_ (dPf^e^dfÇe^ _ AdA(e,) _ dA(ej)
A2 A2 A ’

dA(efc)

isto é,

(7) d2f(ek, e7) = i (d/(efe)dA(ej) + dfÇe^dXÇe^.

Será conveniente, no que se segue, fazer p = y • Vamos cal­
cular a diferencial segunda d2(pf). Como d(pf) = dpf + pdf, 
obteremos, usando (7),

(8) d2(p/)(efc, ej) = d2p(ek, ej) + pd2f(ek, ej) + dp(efc)d/(eJ)

+ dp(ej)d/(efc) = d2p(ek, e^f + i d2f(ek, ej)

- {dA(efc)d/(ej) + dX(ej)df(ek)} = d2p(ek, e^f.

Afirmo que d?p(ek,ej) = 0, para k j. Para ver isto, cal­
cule a diferencial terceira d3(p/), isto é, a aplicação trilinear, 
simétrica, d3(p/): RnxR"xKn -> Rn com valores em Rn e 
tal que, na base canônica, d3(p/)(aj, a,j, ak) = dx^dxk ' Usando

(8) , obteremos

d3(p/)(efc, ej, ej = d?p(ek, ej, ejf + d2p(ek, ej)df{ei').
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Na expressão acima, o primeiro membro e a primeira parcela do 
segundo membro são simétricos nos três índices i, j, k. Logo, 
o mesmo ocorre com a segunda parcela do segundo membro. 
Conclui-se que

d2 p(ek,ej)df(ei) = d2pÇek,ei')df(ej).

Como d/(ej) e df(ej) são linearmente independentes e i, j, k são 
índices distintos, porém arbitrários, obtém-se que d2p(ek,ej) = 
0, para todo j / k, como havíamos afirmado.

Observe agora que, fixando p E.U, podemos escolher os cam­
pos ei,... ,en de modo que eles formem uma base ortonormal 
previamente dada em p. Portanto a relação d2p(ek, ej) = 0 é 
válida em p para toda base ortonormal em p e, como p é ar­
bitrário, o mesmo se passa em U. Como d2p é uma forma bilinear 
simétrica e

° = d2p ^7^) = 5 td2p(ej’~ d2p(ek’

concluimos que d2p(ej, e_?) = d2p(ek, ek), para todo j k.
Em resumo, para todop 6 U e toda base ortonormal ei,..., en 

em p, temos que d2p(ej, ek~) = crõjk. Tomando, em particular, a 
base canônica, temos

dxidx, - '

Calculando a derivada de ambos os membros de (9), concluimos 
que (i / j)

<9(7 _ d3p _ d3p _ 
dxi dxidxjdxj dxjdxidxj

isto é, cr = const.
Vamos primeiro considerar o caso a = const. ^0 e mostrar 

que a Eq. (9) implica que

(10) P= +^^2 biXi + C) bi e c constantes.
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Com efeito, de = cr conclui-se que

dxi
— (jXi + (jbi,

onde bi é uma função que não depende de Xi; como d^x. = 0, bi 

também não depende de Xj , j i. Portanto bi é uma constante, 
e

1 2
p = ~ o-x- + crbiXi + (Pi,

onde <pi não depende de Xi. Como , j1 / i, concluimos
que

<Pi = g + ab3Xj + >

onde (pij não depende de Xi e de Xj . Prosseguindo indutivamente, 
obtém-se (10), como havíamos afirmado.

Portanto, se cr 7^ 0, podemos escrever (10) na forma

— --p = ai|p — po|2 + ki, ai = e ki= const., p0 G Rn. 
À z

A prova estará terminada, para o caso cr 7^ 0, se mostrarmos que 
ki = 0. Pois considerando a inversão g: U —> Rn:

M = P-Po 
|p — Pol2

+ Po,

e tomando a composta h = g o f \ teremos que h é uma trans­
formação conforme cujo coeficiente de conformalidade é

«i|p — Pol2
1

|p — pol2
= Gi .

Portanto, h é uma isometria seguida de uma dilatação, donde 
f — hr1 o g é uma inversão seguida de uma dilatação, seguida 
de uma isometria.

Vamos agora provar que ki = 0. Observe que aplicando a 
/-1 o argumento inicial, obteremos

A = a2|/(p) - 9o|2 + k2 , a2e k2 consts.,
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donde

(11) (ajp - pol2 + fci)(a2|/(p) - 9o|2 + k2) = 1.

A Eq. (11) mostra que (a intersecção com U de) uma esfera 
de centro p0 é levada por f em uma esfera de centro q0 . Como 
f preserva ângulos, os raios da primeira esfera são levados em 
raios da segunda. Seja p(s), 0 < s < so > um segmento de raio da 
primeira esfera contido em U, onde s é o comprimento de arco, e 
seja fop(s) a sua imagem. O comprimento do segmento imagem 
é dado por

dp\ ís° ds
ds) S Jo ai|p(s) - Pol2 + k

= I/(pW)-/(p(o))|.
i

Se ki 7^ 0, |/(p(so)) — /(p(0))| é uma função transcendente de 
|p(s0) — Pol- Por outro lado, a Eq. (ll)implica que tal função é 
algébrica. Esta contradição mostra que ki = 0.

Resta considerar o caso a = 0. Nesta situação,

P = diXi + ci = Ai(x) + ci, Cl const.,

onde escrevemos, por conveniência, ^2 aixi = Ai(x), x = (aq,..., 
xn). Da mesma maneira que anteriormente, aplicando o argu­
mento inicial a /_1, obtemos

(11’) (Ai (x) + Ci)(A2(/(rr)) + c2) = 1.

A Eq. (11’) mostra que (a intersecção com U de) um hiperplano 
paralelo a Ai = 0 é levado por f em um hiperplano paralelo a 
A2 — 0. Como f preserva ângulos, uma reta perpendicular ao 
hiperplano Ai = 0 é levada por f em uma reta (perpendicular ao 
hiperplano A2 = 0). Considerando um segmento p(s), 0 < s < 
so , de uma tal reta, parametrizada pelo comprimento de arco s, 
obteremos, de maneira análoga à anterior, que

rso
l/(p(so))-/(p(0)))|= / 

Jo

ds
Ai(p(s)) + ci
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A expressão acima contradiz (11’), a não ser que a expressão 
linear Âi(p(s)) seja nula.

Conclui-se que se cr = 0, A = const.. Neste caso, os compri­
mentos dos vetores tangentes ficam multiplicados pela constante 
À e, como é imediato verificar, f é uma isometria, seguida de 
uma dilatação. Isto conclui o caso a = 0 e a demonstração do 
Teorema de Liouvillé. □

Podemos agora descrever as isometrias do espaço hiperbólico 
no modelo do semi-espaço superior Hn = {(xi,..., xn); xn > 0} 
com a métrica qa = •

J Xn

5.3 Teorema. As isometrias de Hn são as restrições a Hn C 
Rn das transformações conformes de Rn que levam Hn sobre si 
mesmo.
Demonstração: Suponhamos inicialmente n > 3. Seja/: Hn 
Hn uma isometria na mérica g^. Então / se estende a uma 
aplicação conforme de Rn com a métrica 6^ . Como Hn é com­
pleta na métrica , f aplica Hn sobre Hn.

Reciprocamente, seja /: Hn C -* Hn uma transformação 
conforme de Hn sobre Hn e seja ei,..., en uma base ortonormal, 
na métrica g^, em um ponto p E Hn. Como g^ = e f é 
conforme, existe um À2 > 0 tal que (d/p(ej,d/p(ej)} = \26ij, 
onde (, ) é o produto interno na métrica g^ . Portanto, a base 
{ | é ortonormal em f(p), e pelo Corolário 2.3 do Teorema
de Cartan, existe uma isometria g de Hn levando p em f(p), com 
dgÇef) — ■ Pelo que foi demonstrado na primeira parte, g é
conforme. Logo h = g~x o f é a restrição a Hn de uma aplicação 
conforme do Rn que leva Hn sobre Hn, deixa p fixo e satisfaz 
dhp -- XI.

A demonstração estará concluida se mostrarmos que h = 
identidade. Em outras palavras, precisamos mostrar que se uma 
aplicação conforme h de Rn leva Hn sobre Hn, deixa fixo um 
ponto p E Hn e satisfaz dhp = múltiplo da ident., então h é a 
identidade.

Para ver isto, seja P um hiperplano passando por p. Pelo 
teorema de Liouvillé, h(P) é um hiperplano ou uma esfera pas­
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sando por p. Como h leva o bordo dH de Hn em si próprio, e h 
é conforme, o ângulo de P com dH é o mesmo que o ângulo de 
h(P) com dH.

Afirmamos que fi(P) — P. Para ver isto, considere uma reta 
ri passando por p e perpendicular a dH, e seja q\ — rj D dH. A 
imagem de é um círculo ou uma reta, e faz com dH o 
mesmo ângulo que ri. Como dhp é um múltiplo da identidade, 
/i(ri) é tangente a ri em p e, portanto, fi(ri) = n. Logo à(çi) = 
çi. Isto mostra que se P é perpendicular a dH, então À(P) = P. 
Se P não é perpendicular a dH, seja r uma reta contida em P. 
De novo, h(r) é um círculo ou uma reta. Para que h(r) seja um 
círculo, fazendo com dH o mesmo ângulo a que faz r com dH, 
é necessário que 6 fi(r) (v. Fig. 2 e observe que o ângulo de 
PQi com dH é 7t/2), o que contradiz o fato que fi(gi) = Qi. Logo 
À(r) é uma reta, h(r) = r, e como r é uma reta arbitrária em P, 
fi(P) = P, como havíamos afirmado.

Segue-se daí que h não pode ser uma inversão (pois a imagem 
de algum plano seria uma esfera) ou uma isometria distinta da 
identidade. Pelo Teorema de Liouvillé, h é uma dilatação. Como 
h leva Hn sobre Hn, h é a identidade.

Para n — 2, o argumento acima não se aplica. Entretanto, 
um cálculo simples (cf. Exercício 4 do Cap. I) mostra que as 
transformações conformes da forma:

(12) = zeH2cC, a,b,c,deR, ad-bc = l
cz I a
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(observe que f aplica H2 sobre H2) são isometrias de H2 com a 
métrica . Também não é difícil mostrar que fixados um ponto 
Po E H2 e um vetor unitário vo em p0, existe uma f na forma 
(12) que leva um ponto arbitrário p E H2 e um vetor unitário v 
de p em p0 e v0, respectivamente (basta observar que pev são 
determinados por três parâmetros que é o número de parâmetros 
de /). Como existe uma única isometria de H2 que leva (p, v) 
em (poj vo), conclui-se que todas isometrias de H2 são da forma 
(12). Isto termina a demonstração do caso n — 2 e do Teorema 
5.3. □

Para concluir esta Seção, vamos identificar algumas hiper­
superfícies importantes do espaço hiperbólico Hn. Não é difícil 
verificar que as intersecções com Hn dos hiperplanos de Rn or­
togonais a dHn, e as intersecções com Hn das esferas de Rn com 
centro em dHn são subvariedades totalmente geodésicas de Hn 
(v. Exercício 2). Vamos agora identificar as intersecções com 
Hn de planos e esferas do Rn em uma posição qualquer.

Para isto, e para muitos outros propósitos, é conveniente dis­
por de um modelo do espaço hiperbólico, o chamado modelo da 
bola. Considere a bola Bn C Rn de raio 2 e centro na origem

Bn = {p e Rn; |p| < 2}, p = (xi,..., z„)

e introduza em Bn a métrica

hijfà ~
_____ tij______ .

(i - z W2)2

Vamos mostrar que Bn é isométrico a Hn. Em verdade, mos­
traremos que a aplicação f:Bn^> Hn dada por

(13) /(p) = 4- (0,...,l), onde po = (0, ...,-2),

é uma isometria. Com efeito, se v é um vetor em p e (, ) indica 
o produto interno na métrica euclidiana,

(dfp(v),dfp(v)} = |p6^|4-
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Por outro lado, indicando /(p) = (/i(p),..., /n(p)), obteremos 

4 - |p|2f / \ 4(xn + 2)
= _1

|p-Po|5

Portanto,

(d/p(u), d/p(u)) = 16|p — p0|4(u,u) = (v,v)
(/n(p))2 (4 — |p|2)2|p — Pol4 (1 - 1 |p|2)2

Como f é injetiva, conclui-se que f é uma isometria de Bn em 
Hn. Observe que f leva dBn — {p0} em dHn.

Note que uma aplicação g : Bn —> Bn é uma isometria de 
Bn na métrica se e só se g é a restrição a Bn de uma trans­
formação conforme do Rn que leva Bn sobre Bn.

Seja agora S C Hn uma (n — l)-esfera do espaço euclidiano 
inteiramente contida no semi-espaço superior Hn. Afirmamos 
que S é uma esfera geodésica de Hn com a métrica gZj . Para ver 
isto, seja /_1(5) a imagem de S pela isometria /_1: Hn —> Bn 
dada em (13). Como a aplicação é conforme, /_1(*S') é uma 
esfera euclidiana contida em Bn. Por uma isometria de Bn é 
possível levar o centro (euclidiano) de S na origem de Bn. Como 
a métrica de Bn é simétrica em relação a origem, a esfera 
assim obtida é uma esfera geodésica em Bn, e o mesmo se passa 
com sua imagem isométrica S C Hn.

Considere a seguir uma (n — l)-esfera euclidiana S tangente 
a dHn em p e tal que S — {p} C Hn. Por uma inversão de Rn em 
p (que é uma isometria de Hn), S é levada em um hiperplano P 
paralelo a dHn. Como a métrica induzida em P por Hn é um 
múltiplo da métrica euclidiana, P é uma variedade de curvatura 
constante zero e o mesmo se passa com sua imagem isométrica 
S — {p}. Tais subvariedades são chamadas horoesferas de Hn.

Considere finalmente uma esfera euclidiana S que corta dHn 
segundo um ângulo a, e sua intersecção S n Hn = com Hn. 
Por uma inversão de Rn em um ponto de S D dHn, ^2 é levada 
isometricamente na intersecção com Hn de um hiperplano P que 
corta dHn segundo o mesmo ângulo a. Considere o hiperplano Q
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que é ortogonal a dHn e contém PC\dHn. Vamos mostrar que P 
é uma hipersuperfície equidistante da hipersuperfície totalmente 
geodésica Q. Para isto, seja 7r uma geodésica, representada em 
Hn por um semi-círculo de raio r, com centro 0 em PC\dHn e no 
plano perpendicular a P A dHn. Como existe uma homotetia de 
centro 0 (isometria hiperbólica) levando o círculo de raio r em 
um círculo de raio qualquer, o comprimento de 7r entre os pontos 
de intersecção de 7r com P eQ não depende de r. Conclui-se que 
P, ou sua imagem isométrica £3, é obtida tomando geodésicas 
perpendiculares a uma hipersuperfície totalmente geodésica Q e 
marcando sobre elas uma distância fixa. Tais hipersuperfícies 
são chamadas superfícies equidistantes (ou hiperesferas).

No Exercício 6, mostraremos que as hipersuperfícies acima 
descritas são caracterizadas pelo fato de terem, em cada ponto, 
todas as curvaturas principais iguais, isto é, elas são umbílicas, 
e calcularemos as suas curvaturas média e seccional.

Exercícios
1. Considere, em uma vizinhança do Rn, n > 2, a métrica 

9ij ~ p2

onde F 0 é uma função de (27,..., xn) 6 
P°rFS = g ' -

Indique

dxidx o
etc.F =

a) Mostre que uma condição necessária e suficiente para 
que a métrica tenha curvatura constante K é

í
(,) 1 F(F,j +íy = K + Ê(F()2.

I i=l

b) Use (*) para mostrar que a métrica tem curvatura 
constante K se e somente se

F — Gi(xi) + (^2(^2) + • • • + Gn(xn),
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onde
Gí{xí) = ax2 + biXi + Ci 

e n
£(4c,a - &?) = K.
i=l

c) Faça a = /f/4, bi = 0, Ci = 1/n e obtenha a fórmula 
de Riemann (V. [Ri])

9ij
Õij

(1 + ÇS>,2)'

para uma métrica de curvatura constante K. Se 
K < 0 a métrica é definida em uma bola de raio
/ 4

V -K '

d) Se K > 0, a mérica (**) é definida em todo o Rn. 
Mostre que uma tal métrica em Rn não é completa.

2. Mostre que se Mk é uma subvariedade fechada, totalmente 
geodésica de Hn, k < n, então Mk é isométrica a Hk. 
Determine todas as subvariedades totalmente geodésicas 
de Hn.

3. (Um outro modelo do espaço hiperbólico). Considere em 
Rn+1 a forma quadrática

n
Q(xo,xi,... ,xn) = -(xo)2+52(Zí)2, (x0,...,xn) E Rn+1. 

i=l

Com a métrica pseudo-Riemanniana (,) induzida por Q 
(Cf. Exercício 9, Cap. II), Rn+1 será indicado por Ln+1 
(espaço de Lorentz). Indique por H%, k = — , a com­
ponente conexa que corresponde a xo > 0 da superfície 
regular de Rn+1 dada por Q(x) = —r2, r > 0. (Geome­
tricamente Q(x) = —r2 é uma espécie de hiperbolóide de 
duas folhas e H% é a folha contida no semi-espaço x0 > 0.)
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a) Mostre que para todo x G H%, o vetor r) = é normal 
ao espaço tangente TX(H£').

b) Prove que (77,77) = —1, e que é possível escolher uma 
base bo,...,bn de Ln+1 com ò0 = ?7> (ònfy) — hj, 
(bi, bo) = 0, i,j — 1,..., n. (Use o fato que o índice 
de uma forma quadrática não depende da base esco­
lhida para representá-la.) Conclua daí que a métrica 
induzida por Ln+1 em H% é Riemanniana.

c) Use a conexão pseudo-Riemanniana V de Ln+Í (Cf. 
Exercício 9, Cap. II) para mostrar que =
( — £)/, onde I é a aplicação identidade. Conclua que 
B(X, Y) — e use a fórmula de Gauss para
mostrar que a curvatura seccional de H% é constante 
e igual a k = •

d) Seja O1 (n+1) o subgrupo das transformações lineares 
de Rn+1 que preservam a métrica (,). Mostre que os 
elementos de O1 (n + 1) com det. > 0 são isometrias 
de H% e que dados X,Y G H% e bases ortonormais 
{ví} e Tx(Hk) e {wí} G Ty(H%), i = l,...,n, a 
restrição a H% da transformação “linear” que leva

X Y
------ > — e Vi Wi
r r

que é uma isometria de H%. Conclua daí que H% tem 
curvatura constante (o que já sabíamos de (c)) e que 
H% é completa.

e) Mostre que é isométrico ao espaço hiperbólico 
Hn.

f) Mostre que as simetrias de H% em relação a planos P 
que passam pela origem de Rn+1 e contêm o eixo x0 
são isometrias de H% . Conclua que todas as geodésicas 
de H* que passam por (r, 0,..., 0) são obtidas como 
intersecções H% A P.
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4. Identifique R4 com C2 fazendo corresponder (xi, X2, £3, X4) 
a (xx + ÍX2, X3 + ix^). Seja

S3 = {(zi, Z2) G C2; |zi|2 + |22|2 — l})

e seja h: S3 —> S3 dada por

/i(zi,z2) = (e2^ zi, zf), (21,22) e S3, 

onde q e r são inteiros primos entre si, q > 2.

a) Mostre que G = {id, h,..., fi9-1} é um grupo de iso­
metrias da esfera S3, com a métrica usual, que opera 
de modo totalmente descontínuo. A variedade S3/G 
é chamada um espaço lenticular.

b) Considere S3/G com a métrica induzida pela projeção 
p: S3 —> S3/G. Mostre que todas as geodésicas de 
S3/G são fechadas mas podem ter comprimentos di­
ferentes.

5. (Conexões de métricas conformes) Seja M uma variedade 
diferenciável. Duas métricas Riemannianas g eg em M são 
conformes se existe uma função positiva p: M —> R tal que 
g(X, Y) = pg(X,Y), para todo par X,Y E X(M). Sejam 
V e V as conexões Riemannianas de g e g, respectivamente. 
Prove que

vxy = vxy + s(a,y),
onde S(X, Y) = ± {(Xp)Y + (Yp)X - g(X, Y) grad p} e 
grad p é calculado na métrica g isto é, X (p) = g(X, grad p). 
Sugestão: Como V é obviamente simétrica, basta mostrar 
que V é compatível com g isto é, que

Xg(Y, Z) = J(Vxr, Z) + g(Y, VXZ).

Mas o primeiro membro da igualdade acima é 

X(M9(T Z)) = XÍMY, Z) + w(vzy Z) + W(y, vxz),
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e o segundo é

m9(VxT z) + VxD + MSfr y), z)
+ S(y,s(x,z»}.

Portanto, basta mostrar que

X(m)9(T z) = g{g(S(X, YhZ,+ g(Y, S(X, Z))},

o que decorre de um cálculo direto.

6. (Hipersuperfícies umbílicas do espaço hiperbólico) Seja 
(Mn+1,^) uma variedade com métrica Riemanniana g e 
seja V a sua conexão Riemanniana. Diz-se que uma imersão 
x: Nn —> Mn+1 é (totalmente) umbílica se para todo p E 
N, a segunda forma fundamental B de x em p satisfaz

(B(X,K),TZ)(p) = A(p)(X,y), À(p)eR,

para todo par X,Y E X(N} e todo campo unitário 7/ 
normal a x(JV); aqui estamos usando (, ) para indicar a 
métrica g em Mea métrica induzida por x em N.

a) Mostre que se Mn+i tem curvatura seccional cons­
tante, A não depende de p.

Sugestão: Sejam T,X,Y E A condição dada im­
plica que

-(VxtjT) = \(X,Y) e - tyTri,Y) = W,Y)-

Derive a primeira equação em relação a T e a segunda em 
relação a X, obtendo, para todo Y,

(VTVx77-VxVT77,y) = -(T(A)X-X(A)T+V[r,x]T?,y).

Use o fato que M tem curvatura seccional constante para 
concluir que T(A)X — X(A)T = 0. Como T e X podem 
ser escolhidos linearmente independentes, isto significa que 
X(A) — 0, para todo X E A’(2V), donde A = const.
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b) Use o Exercício 5 para mostrar que se mudarmos a 
métrica g para a métrica g — y,g, conforme a g, a 
imersão x: Nn —> (Mn+1,g) continua a ser umbílica, 
isto é, se (usando a notação do exercício citado) 
(Vxy,Y)g = -X{X,Y)g, então

-2A/í +

c) Tome Mn+1 = Rn+1 com a métrica euclidiana. Mos­
tre que se x: Nn —> Rn+1 é umbílica, então x(N} está 
contida em um n-plano ou uma n-esfera de Rn+1.

Sugestão: Por (a), A = const.. Se A = 0, (V%r?, Y) = 0 
para todo X,Y 6 e todo rj € X(N)-1-. Decorre daí
que x(N) está contido em um n-plano afim de Rn+1. Se 
A 7^ 0, considere a aplicação y: N —>■ Rn+1 dada por

y(p) = z(p) - , peN.

Sejam T, Y € X(N). Observe que

(VtV.Y) = (T,Y) - =0.

Decorre daí que y(N) reduz-se a um ponto, digamos x0, e 
que x satisfaz

|z(p) - £o|2 = 1/A2,

isto é, x(N) está contida em uma esfera de centro xq e raio 
1/A.

d) Use (b) e (c) para concluir que as hipersuperfícies 
umbílicas do espaço hiperbólico, no modelo do semi- 
espaço superior Hn+1, são as intersecções com Hn+1 
de n-planos ou n-esferas de Rn+1. Portanto, as hi­
persuperfícies umbílicas do espaço hiperbólico são as 
esferas geodésicas, as horoesferas e as hiperesferas. 
Conclua que tais hipersuperfícies têm curvatura sec­
cional constante.
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e) Calcule a curvatura média e a curvatura seccional das 
hipersuperfícies umbílicas do espaço hiperbólico.

Sugestão-. Considere o modelo Hn do semi-espaço superior. 
Seja 52 = S A Hn a intersecção de Hn com uma (n — 1)- 
esfera euclidiana S C Rn de raio 1 e centro em Hn. Como 
52 é umbílica, todas as direções são principais, e basta 
calcular a curvatura da curva intersecção de 52 com ° plano 
XiXn. Use a expressão obtida na parte (b) deste exercício 
para concluir que a curvatura média de 52 (na métrica de 
Hn) é igual a 1 se S é tangente a dHn, é igual a coso se 
S faz um ângulo a com dHn, e é igual a “altura” do centro 
euclidiano de S relativamente a dHn, se S C Hn. Para 
calcular as curvaturas seccionais, use a fórmula de Gauss.

7. Defina uma “projeção estereográfica”/: —> D do mo­
delo do espaço hiperbóico de curvatura —1 dado no 
Exercício 3 sobre a bola aberta

n
Dn = {(XO,. . . ,Xn)-,Xo = 0, < 1}

a=l

do seguinte modo: Se p € C Ln+1, ligue p a p0 = 
(—1,0,..., 0) por uma reta r; /(p) é a intersecção de r 
com Dn (v. Fig. 3). Sejam p = (x0,...,x„) e /(p) = 
(0,ux,...,un).

a) Prove que:

2ua
xo = i----—2 > a = 1, • • •, n,1 — > «£/—/a ot
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b) Mostre que

—(cfcco)2 + (ctei)2 + • • • + (dxn)2

_ 4{(dui)2 + • • • + (ditn)2

(í-IIX)2
Conclua que /_1: Dn —> H\ induz em D a métrica 
9a = , \2- Portanto Dn com a métrica tem

curvatura constante —1 (Cf. Exercício l(c)).

c) Mostre que as imagens por f das intersecções não va­
zias de hiperplanos afins P de Ln+1 com são inter­
secções com Dn de esferas (ou planos, quando P passa 
por po) contidas no hiperplano xq — 0. Conclua que 
as hipersuperfícies umbílicas de H^1 (Cf. Exercício 6) 
são da forma P D ■

8. (Submersão Riemanniana) Uma aplicação diferenciável
---- n+k

f:M —> Mn é uma submersão se f é sobrejetiva, e 
para todo p 6 M, dfp-. TpM —>■ Tf^M tem posto n. Neste 
caso, para todo p G M, a fibra /_1(p) — Fp é uma sub­
variedade de M e um vetor tangente de Aí, tangente a
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algum Fp, p G M, é chamado um vetor vertical da sub­
mersão. Se, além disto, M e M têm métricas Rieman­
nianas, a submersão f diz-se Riemanniana se, para todo 
p G M, dfp-. TPM —> Tf^M preserva comprimentos de 
vetores ortogonais a Fp. Mostre que:

a) Se Mi x M2 é um produto Riemanniano, então as 
projeções naturais tví’. Mi x M2 —> Mi, i = 1,2, são 
submersões Riemannianas.

b) Se o fibrado tangente TM possui a métrica Riemanni­
ana dada no Exercício 2 do Cap. III, então a projeção 
%: TM —> M é uma submersão Riemanniana.

9. (Conexão de uma submersão Riemanniana) Seja f:M—> 
M uma submersão Riemanniana. Um vetor x G TpM é ho­
rizontal se ele é ortogonal à fibra. O espaço tangente TpM 
admite então a decomposição TpM = (TpM)h © (TpM)v, 
onde (TpM)h e (TpM)v indicam os subespaços dos vetores 
horizontais e verticais, respectivamente. Se X G X(M), 
o levantamento horizontal X de X é o campo horizontal 
definido por dfp(X(p)) = X(p).

a) Mostre que X é diferenciável.

b) Sejam V e V as conexões Riemannianas de M e M 
respectivamente. Mostre que

VyF = (VxK) + í [X, ?]". X,YeX(M),

onde Zv é a componente vertical de Z.

c) [X, depende apenas de X(p) e de Y(p).

Sugestão (b): Sejam X, Y, Z G X(M). SejaT G X(M) um 
campo vertical. Observe que:

(x,r) = (y,T)=o, x<y,z) = x(yz),
T] = 0. [X. y] = [dfX, d/Y] = df[X, y] e
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T(X,Y) = 0.

Conclua que (\X,Y},Z) = ([X,y],Z), (pf,T],y> = 0 
e use a fórmula da conexão Riemanniana em função da 
métrica para obter

<vx,y,z) = (vxy,z>, 2<vxy,r) = (r, [x,y]),

o que implica (b).
Sugestão: (c). Use o fato que

Giy,T; = ;v-V,Ti

10. (Curvatura de uma submersão Riemanniana) Seja f: M —> 
M uma submersão Riemanniana. Sejam X,Y,Z,W G 
X(M), X, y, Z, W seus levantamentos horizontais, e se­
jam R e R os tensores de curvatura de M e M respectiva­
mente. Prove que:

a) (R(X, Y)Z, ÍÜ) = (R(X, Y)Z, W)

-1 <[x, z]’, [y, W) + J ([V, z]”, [x, 

-í<[Z,H7]”,[X,y]”>.
b) X(<7) = X(ü) +1 |[x,y]”|2 >x(ã),

onde <t é o plano gerado pelos vetores ortonormais X,Y G 
X(M) e ã é o plano gerado por X, Y.
Sugestão para (a): Usaremos as notações do Exercício 9. 
Observe que X(VyZ, W) = X(VyZ, IV). Portanto

(VyVyZ, IP) = - (VyZ, VyíÜ>

= (VxVyZ, w) -1 ([7. Z]’, [x,

Por outro lado, se T G X(M) é vertical,

<vTx.y) = <vTr,y) + <[r,x].y) = -<t, v^T).
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Portanto,

(VpjyjZ.TF) = (V1X7|kZ,

Juntando o acima, obtém-se (a).

11. (0 espaço projetivo complexo) Seja

Cn+1 = {(z0, ...,zn) = Z, Zj = Xj + iyj, j = 0,..., n}

o conjunto das (n+ l)-plas de números complexos Zj. De­
fina uma relação de equivalência em Cn+1: Z=(zq, ... ,zn) ~ 
W = (w0,..., wn) se Zj = Xwj, À G C, X 0. A classe de 
equivalência de Z será indicada por [Z] (— reta complexa 
passando pela origem e por Z). O conjunto de tais classes 
é chamado, por analogia com o caso real, o espaço projetivo 
complexo P^C) de dimensão complexa n.

a) Mostre que Pn(C) tem uma estrutura de variedade 
diferenciável de dimensão real 2n e que P1 (C) é dife­
omorfo a S2.

b) Seja (Z, IV) = zowoH----- \-znwn o produto hermitiano
em Cn+1, onde barra indica o complexo conjugado. 
Identifique Cn+1 « T?2íí+2 fazendo Zj = Xj -1- iyj = 
(xj,yj). Mostre que

S2n+1 = {TV e Cn+1 « R2n+2; (TV, TV) = 1}

é a esfera unitária de R2n+2.

c) Mostre que a relação de equivalência ~ induz em 
52n+1 a seguinte relação de equivalência: Z ~ W se 
è16 Z = W. Conclua que existe uma aplicação dife­
renciável (aplicação de Hopf) f: S2n+1 —> Pn(C) tal 
que

f-\[Z})={ei6NeS2n+1, Ne[Z]nS2n+1, O<0<2tt}

= [z]ns2n+1.
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d) Mostre que f é uma submersão.

12. (Curvatura do espaço projetivo complexo) Defina uma mé­
trica Riemanniana em Cn+1 — {0} do seguinte modo: Se 
Z G Cn+1 - {0} e V, W G IHC71*1 - {0}),

Observe que a métrica (, ) restrita a S2n+1 C Cn+1 — {0} 
coincide com a métrica induzida por R2n+2.

a) Mostre que, para todo 0 < d < 2%, e10: S2n+1 —>
S2n+1 é uma isometria, e que, portanto, é possível 
definir uma métrica Riemanniana em Pn(C) de modo 
que a submersão f seja Riemanniana.

b) Mostre que, nesta métrica, a curvatura seccional de 
Pn(C) é dada por

K(cr) — 1 + 3 cos2 ip,

onde a é gerado pelo par ortonormal X, Y, cosp — 
(X,iY), e X,Y são os levantamentos horizontais de 
X e y, respectivamente. Em particular, 1 < K(a) < 4

Sugestão (b): Seja N o vetor que descreve S2n+1. Como 
(^eí07V)0=o = iN, ÍN G 7W(S2n+1) e é vertical. Seja 
V a conexão Riemanniana de R2n+2 « Cn+1 e X,Y G 
X(Pn(C)). Tome a\ (—£,£) —> S2n+1 com a(0) = N, 
a'(0) — X. Então

(^N)N = ~ÍNaa)t) 

= ia'(0) = iX.
t=o

Portanto,

([X, Y],iN) = (VyF - VyX, ÍN)
= ~(iX,Y) + (tY.X) = 2 cos ip.

Agora use o Exercício 10 (b).
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13. Seja p € M e a: M ->M uma isometria tal que a(p) — p 
e dap(v) — —v, para todo v € TPM. Seja X um campo 
paralelo ao longo de uma geodésica 7 de M com 7(0) = p. 
Mostre que da^XÇyÇt)) = —X(7(—í)).
Sugestão: E claro que cr(7(f)) = 7(—£). Mostre que 
dcr7(t)X(7(í)) é um campo paralelo ao longo de 7(f). Note 
que para t — 0, dcr^X^Çt)) — — X(7(—£)), e use a unici­
dade de campos paralelos, com condições iniciais dadas.

14. (Caracterização geométrica dos espaços localmente simétri­
cos). Seja M uma variedade Riemannina. Uma simetria 
local em p G M é uma aplicação a: Be(p) —> Be(p) de uma 
bola geodésica normal centrada em p tal que a(y(t)) = 
7(—t), onde 7 é uma geodésica radial (7(0) = p) de Be(p). 
Prove que: M é localmente simétrico toda simetria 
local é uma isometria.
Sugestão =>: Considere um referencial geodésico ei,... ,en 
na bola Be(p) (Cf. Exercício 7 do Cap. III) e faça Rijke — 
R(e.i, ej, efe, ee). Como VT? = 0, Rijke é constante ao longo 
das geodésicas que partem de p. Seja i: TPM —> TPM a 
isometria linear dada por i(v) = —v, v € TPM, e observe 
que a = exppoi o exp"1. Use o Teorema de Cartan para 
concluir que a é uma isometria.

<=: Sejam p G M e Z G TP(M). Considere uma geodésica 
7: (—£,£) —> M com 7(0) = p, 7/(0) = Z. Tome uma base 
ortonormal e1}..., en em TPM, e obtenha, por transporte 
paralelo, um referencial ei(í),..., en(t) ao longo de 7. Faça 
Rijke(t) = R(ei(t),ek(t),ee(t)). Então

(VzT?)(p) = — Rijke
t=o

U Bjjke(t) Rjjke( t) 
t-o 2t

= 0

onde, na última igualdade, usamos que a é uma isometria e 
o exercício anterior. Como p e Z são arbitrários, VT? = 0.



Capítulo IX

Variações da Energia

1 Introdução

No Capítulo III, definimos as geodésicas como curvas de ace­
leração nula e vimos que elas são caracterizadas pelo fato de mi­
nimizarem localmente o comprimento de arco. Neste capítulo, a- 
presentaremos uma caracterização das geodésicas como “soluções 
de um problema variacional”. Para isto, precisamos introduzir 
certas idéias que são adaptações aos objetivos da Geometria Dife­
rencial de conceitos e técnicas do Cálculo das Variações. Nenhum 
conhecimento de Cálculo das Variações será admitido.

O ponto fundamental do capítulo é o cálculo da fórmula da 
segunda variação da energia de uma geodésica, que será apresen­
tado na Seção 2. Na Seção 3, faremos duas aplicações geométricas 
desta fórmula. A primeira (Teorema de Bonnet-Myers) afirma 
que uma variedade completa cuja curvatura é positiva e não se 
aproxima de zero é compacta, e seu diâmetro pode ser estimado 
em termos da limitação da curvatura. A segunda é uma extensão, 
devida a A. Weinstein, de um teorema de Synge que afirma ser 
simplesmente conexa uma variedade compacta, orientável, de di­
mensão par e curvatura positiva.

Junto com o teorema de Hadamard, as aplicações incluidas 
neste capítulo se referem a investigações que procuram determi-
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nar a influência da curvatura na topologia das variedades Ri­
emannianas. Estes resultados culminaram com o Teorema da 
Esfera (v. Cap. XIII) e possuem ramificações que se estendem 
até os nossos dias.

2 As fórmulas das primeira e segunda 
variações da energia

Iniciaremos dando precisão à idéia de “curvas vizinhas” de 
uma curva dada.

2.1 Definição. Seja c: [0, a] —> M uma curva diferenciável por 
partes em uma variedade M. Uma variação de c é uma aplicação 
contínua f: (—e,e) x [0, a] —> M tal que:

a) /(<M) = df), t £ [0,«],

b) existe uma subdivisão de [0, a] por pontos 0 = to < ti <
• • • < tfc+i = a, tal que a restrição de f a cada (—e, e) x 
[ti, tj-l-l], i = 0,1,..., k, é diferenciável.

Uma variação diz-se própria se

/(s, 0) = c(0) e /(s, o) = c(a),

para todo s G (—e,e). Se f é diferenciável, a variação diz-se 
diferenciável.

Para cada s G (—£,£), a curva parametrizada fs: [0,a] —> 
M dada por /s(t) — f(s,t) é chamada uma curva da variação. 
Deste modo, uma variação determina uma família /s(t) de curvas 
vizinhas de /o(t) = c(t), e a variação é própria se e só se as curvas 
desta família têm o mesmo ponto inicial c(0) e o mesmo ponto 
final c(a).

E conveniente chamar curva transversal da variação à curva 
parametrizada diferenciável ft: (—e, e) —> M, t fixado, dada por 
/t(s) = /(s,t). O vetor velocidade de uma curva transversal em
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s = 0, ou seja, V(í) = |£(0, í) é um campo vetorial (diferenciável 
por partes) ao longo de c(t) e é chamado campo variacional de 
f (Fig. 1).

2.2 Proposição. Dado um campo V(t), diferenciável por par­
tes, ao longo de uma curva diferenciável por partes c: [0, a] —> 
M, existe uma variação f: (—e, e) x [0, a] —> M de c, tal que V(í) 
é o campo variacional de f; além disto, se V(0) = V(a) = 0, é 
possível escolher f como uma variação própria.

Demonstração: Como c([0, a]) C M é compacto, é possível de­
terminar um 5 > 0 tal que expc(t), t G [0, a], está bem definida 
para todo v G Tc(t)M, com |u| < ô. Com efeito, para cada c(í) 
considere a vizinhança totalmente normal Wt de c(t) e o número 
5t > 0 associado a esta vizinhança (Teor. 3.7, Cap. III). A união 
|Jt Wt cobre o compacto c([0, o]) e, portanto, um número finito 
dos Wt’s, digamos Wi,..., Wn, ainda cobre c([0, a]). Tomando 
S = min(úi,..., ún), onde új > 0 é o número correspondente à vi­
zinhança Wi, i = 1,... ,n, vemos que este ô satisfaz as condições 
da afirmação feita.

Considere N — maxte[0)a] |V(t)|, e < -^ e defina /(s,í) = 
exPc(t) sV(t), s G (-e,e), f G [0,a].
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Pela escolha de e, a aplicação f: (—e,e) x [0, a] —> M está 
bem definida. Além disso, como

exPc(i) sV(*) = 7(1, c(<), sV(*))

e a geodésica 7(1, c(í), sV(f)) depende diferencialmente das con­
dições iniciais, a aplicação f é diferenciável por partes. E imedia­
to verificar que /(O, t) = c(t).

Finalmente, o campo variacional de f é dado por:

^(0,í) = S(exPc(,<sV((í)) = (dexpcW)„V(í) = r(t),
s=0

e é claro que, pela definição de f, se V(0) — V(a) = 0 então f é 
própria. □

Para comparar o comprimento de arco de c com o compri­
mento de arco das curvas vizinhas de uma variação f: (—£,£) x 
[0, a] —> M de c definiremos a função L: (—e, e) —> R por

dt, se (-£,£),

isto é, L(s) é o comprimento da curva fs(t). Será mais conveni­
ente, entretanto, estudar a função energia E(s~) dada por

(s,í) dt, se (—£,£).| dt

Para esse estudo, precisamos de alguns fatos gerais acerca da 
função energia.

Seja c: [0, a] —> Al uma curva e sejam

dt e dt.

Fazendo / = lep=^na desigualdade de Schwarz:

#2d£,
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obteremos

L(c)2 < a£(c),

e a igualdade ocorre se e somente se g é constante, ou seja, se e 
somente se t é proporcional ao comprimento de arco.

O lema abaixo mostra que as curvas que minimizam a energia 
são automaticamente parametrizadas por um parâmetro propor­
cional ao comprimento de arco. Esta é uma das vantagens de 
trabalhar com a função energia no lugar da função comprimento 
de arco.

2.3 Lema. Sejam p,q G M e y: [0, a] —> M uma geodésica 
minimizante ligando p a q. Então, para toda curva c: [0, a] —> M 
ligando p a q,

E(-f) < E(cj

e vale a igualdade se e somente se c é uma geodésica minimi­
zante.

Demonstração: Das considerações acima, segue que

a£(7) = (£« < (L(c))2 < a£(c),

o que prova a primeira afirmação. Se a igualdade é válida, temos 
(£(c))2 = aE(cf, o que implica que o parâmetro de c é proporci­
onal ao comprimento de arco, e £(7) = L(c), o que implica que c 
é uma geodésica, evidentemente minimizante, (ver Corolário 3.9

□

Agora, voltemos à função energia E(s) definida por uma va­
riação. Uma primeira informação sobre o comportamento de E 
é dada pelo valor de sua derivada primeira.

2.4 Proposição (Fórmula da primeira variação da energia de 
uma curva). Sejam c: [0, a] —* M uma curva diferenciável por 
partes e f: (—s,e) x [0, a] —> M uma variação de c. Se
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E: (—e, e) —> R é a energia de f então

onde V(t) é o campo variacional de f, e

dc. ,. dc dc . dc
dt^^dt’ dt^^^dt

t>ti t<ti

Demonstração: Por definição,

\dt.

Derivando sob o sinal de integração e usando a simetria da co­
nexão Riemanniana, obtemos que

1 /■'•«/8J_ dj_\ l‘mJDdS_ dí\,f
dSJh \dt'dt)at Jh \dsdt'dt/

= , 77£7 ?Í\M
Jt, \dtds’dt)

Jt, dt\ds’ dt) Jt, \ ds ’ dt dt ) 

_Jdf_aj\ “+1 _ „ /■“« /df D çV\
\ds'dt/ J,, \ds'dtdt/

Portanto,

<2>
2=0

d£ df 
ds' dt,

tí+1 fa/df Ddf\ 
t. Jo \ds'dt dt/d
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Fazendo s — 0 em (2), obtém-se (1). □
Uma aplicação imediata da fórmula da primeira variação é a

seguinte caracterização das geodésicas.

2.5 Proposição. Uma curva diferenciável por partes c: [0, a] —> 
M é uma geodésica se e somente se, para toda variação própria 
f de c, tem-se ^(0) = 0.

Demonstração: Se c é uma geodésica, = 0 e c é regular. 
Portanto se f é própria, V(0) = V(a) = 0, e todos os termos 
de (1) são nulos. Reciprocamente, suponhamos que ^(0) = 0, 
para toda variação própria de c. Seja U(t) = g(t) , onde 
g: [0, a] —> R é uma função diferenciável por partes com g(t) > 0 
se t ti e g(ti) — 0, i = 0,1,..., k + 1. Construa uma variação 
de c tendo V(í) como o campo variacional. Então, como

1 dE.. ía /D dc D dc\
2 dP = Jo 9^ \di dt'dt dt/dt — 0,

devemos ter = 0 para cada intervalo (íj,íi+i), ou seja, c é 
uma geodésica em cada (ti, ti+1), i = 0,1,..., k.

Para ver o que ocorre nos pontos ti, considere um outro 
campo variacional V(t) tal que V(0) = V(a) = 0 se t 0, 
a, V(ti) — ^(tf) — ^(í~). Então, usando o fato que c é uma 
geodésica em (íj,íi+i), obteremos

ou seja, c é de classe C1 em cada ti. Como = 0 em ti, 
c satisfaz a equação das geodésicas em (0, a). Por unicidade de 
soluções de equações diferenciais ordinárias, c £ C°° e, portanto, 
c é uma geodésica. □
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2.6 Observação. A Proposição 2.5 fornece uma caracterização 
das geodésicas como pontos críticos da energia para toda va­
riação própria. E neste sentido que dizemos serem as geodésicas 
soluções de um problema variacional. Observe que, em contraste 
com as caracterizações anteriores, uma tal caracterização não é 
local mas envolve o comportamento da geodésica como um todo.

2.7 Observação. Existe uma certa analogia entre primeira 
variação de uma variação própria e a derivação usual de funções 
definidas sobre uma variedade diferenciável. E natural pensar 
no conjunto Í2P)? das curvas diferenciáveis por partes c, ligando 
dois pontos pe q de M, como uma variedade, um vetor tangente 
no ponto c sendo um campo vetorial V diferenciável por partes 
ao longo de c que se anula nas extremidades de c. A energia E é 
então uma função diferenciável sobre uma tal variedade, e ^(0) 
é a derivada de E na direção de V; geodésicas ligando p a q são 
pontos críticos da função E.

A dificuldade com este ponto de vista é que o espaço tangente 
de uma tal variedade em um ponto c (ou seja, o conjunto de cam­
pos diferenciáveis por partes ao longo de c) não é de dimensão 
finita. Daí a impossibilidade de encontrar parametrizações lo­
cais desta variedade por conjuntos abertos do Rn. Este espaço 
tangente é, entretanto, um espaço vetorial (de dimensão infi­
nita) e isto sugere a possibilidade de variedades de dimensão 
infinita. Tais variedades podem em verdade ser construídas mas 
não trataremos delas aqui. O leitor interessado poderá consul­
tar Palais, R., “Morse theory on Hilbert manifolds”, Topology 2 
(1963), 399-340.

Como (0) é zero para toda variação própria de uma geodési­
ca, nossa próxima informação sobre a energia de curvas vizinhas 
é dada por (0), que passamos a calcular.

2.8 Proposição (Fórmula da segunda variação). Seja : [0, a] —> 
M uma geodésica e f: (—e, e) x [0, a] —> M uma variação própria
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de 7. Seja E a função energia da variação. Então

onde V é 0 campo variacional de f, R é a curvatura de M e

DV
dt

(tf) - lim ,
t>ti

^(tr) =
dt v * 7 <-íí dt

t<ti

Demonstração: Tomando a derivada de (2), obtemos

f/£<V nrn r jdj_ DBdj\ Jo \ds ds' dt dt / Jo \Ss ’ ds dt dt /

Fazendo s = 0 na expressão acima, obtemos que o primeiro e 
terceiro termos são nulos, pois f é própria e 7 é uma geodésica. 
Além disso, como

ds dt dt dt ds dt \dt' ds ) dt '

temos, em s — 0,

= + ÜZ.
ds dt dt dt2 {di’ J dt

Usando de novo o fato que a variação é própria, obtém-se

Juntando estes fatos, obtém-se (3). □
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2.9 Observação. Se a variação não é própria, o primeiro termo 
no início da demonstração da Proposição 2.8 não se anula. Jun­
tando a isso os termos correspondentes ai = Oei = fc + ldo 
segundo membro de (4), obteremos a seguinte expressão:

(5) Í£"(0) = - 1°

2.10 Observação. Muitas vezes é conveniente escrever a ex­
pressão (5) da maneira seguinte. Como, em cada intervalo onde 
V é diferenciável, tem-se

d/ —\ = /v —\ /— DV\ 
dt\,dt/ \ ’ dt2 / \ dt ’ dt /

podemos escrever, tomando uma geodésica 7: [0, a] —> M, e a 
partição 0 = t0 < íx < • • • < tk < ífe+i = 0-,

_ rti+1 Z/DV DV\ _
Jti \\~dT,~dr/

Portanto

í E"(0) = Ç {{V, V1} - (R(y, V)Y, V»dí j

\ds ds’ dt)^ ’ ) + \rfs ds’ dt)^’ 

= f {(v',n-MY,v)y,v>}df
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Por razões que ficarão claras posteriormente, é conveniente es­
crever

P {(V, V"> - WV, V)Y,v)}dt = «K v).
Jo

Observe que, se a variação é própria, Ia(V, V) = j £"'(0) depende 
apenas de V. No caso geral, temos

(6) |Ê»(0) = W,V)-^|í,7)(0,0) + ^|í,7)(0,a).

✓
2.11 Observação. E possível estabelecer fórmulas das primeira 
e segunda variações para a função L(s) que representa o compri­
mento de arco das curvas da variação. As expressões são intei­
ramente análogas às obtidas para a energia e, como não faremos 
uso delas, serão deixadas como exercícios e não serão tratadas 
aqui (v. entretanto [dC 2] p. 350).

2.12 Observação. A analogia mencionada na Observação 2.7 
pode ser levada adiante, considerando 2/a(V, V) como o hessi­
ano d2 E(V, V) da função energia E : CíPtQ —> R no ponto crítico 
7 € QP)ç segundo o “vetor” V.

3 O Teorema de Bonnet-Myers e o 
Teorema de Synge-Weinstein

Passaremos agora a algumas aplicações da fórmula da se­
gunda variação da energia.

3.1 Teorema (Bonnet [Bo], Myers [My]). Seja Mn uma va­
riedade Riemanniana completa. Suponhamos que a curvatura de 
Ricci de M satisfaz

RiCp(u) > ^ > 0,

para todop £ M e todo v £ TP(M}, |u| = 1. Então M é compacta 
e o diâmetro diam(M) < 7rr.
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Demonstração: Sejam p e q pontos quaisquer de M. Como 
M é completa, existe uma geodésica minimizante 7: [0,1] —> M 
ligando p a,q. Basta mostrar que o comprimento £(7) < nr, pois 
então M é limitada e completa, donde compacta; além disto, 
como d(p, q) < nr, quaisquer que sejam p,q G M, segue-se que 
diam(M) < 7rr, como queremos.

Suponhamos, por absurdo, que £(7) = £ > nr. Consideremos 
campos paralelos ei(í),..., en_i(t) ao longo de 7 que, para cada 
t € [0,1], são ortonormais e pertencem ao complemento ortogo­
nal de 7z(í)- Seja en(í) = e seja Vj um campo de vetores ao 
longo de 7 dado por

Vj(t) = (sen7rí)ej(í), j = 1, ...,n — 1.

É claro que Vj(O) = Vj(l) = 0, donde Vj dá origem a uma 
variação própria de 7, cuja energia indicaremos por Ej .

Usando a fórmula da segunda variação da energia e o fato 
que ej é paralelo, obteremos

i b;(o) - - £ v"+R^''

= í sen2 7rí(7r2 — £2 K(en(t), ej(t))) dt, 
Jo

onde /C(en(t), ej(í)) é a curvatura seccional em 7(í) segundo o 
plano gerado por en(í), ej(t). Somando em j e usando a definição 
de curvatura de Ricci, obteremos

^^2 £■"(())= í {sen27rí((n-l)7r2-(n-lX2 Ric7(í)(en(í)))}dí. 
2 j=i Jo

Como Ric7(t)(en(í)) > e £ > 7rr, temos que

(n - IX2 Ric7(t)(en(í)) > (n - l)7r2,

donde

1 n_1 r1
sen2 7rí((n — l)7r2 (n — l)7r2) dt = 0.
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Decorre daí que existe um índice j tal que E"(0) < 0, o que, 
pelo Lema 2.3, contradiz o fato de ser 7 minimizante. Portanto 
l < irr. □

Nos corolários que se seguem, usaremos alguns fatos sobre 
o grupo fundamental e os espaços de recobrimento (v. Massey 
[Ma], Caps. 2 e 5).

3.2 Corolário. Seja M uma variedade Riemanniana completa 
com RiCp(u) > 5 > 0, para todop G M e todo v G TP(M). Então, 
0 recobrimento universal de M é compacto. Em particular, 0 
grupo fundamental 7Ti(A/) é finito.

Pois, introduzindo no recobrimento universal 7r: M —> M a 
métrica do recobrimetno (isto é, a métrica tal que % é uma iso­
metria local), concluimos que M é completa e que sua curvatura 
de Ricci satisfaz Ricp > 6 > 0. Pelo teorema, M é compacta. 
Logo o número de folhas de recobrimento é finito; como este é 
o número dos elementos do grupo fundamental 717 (M) de M, 
concluimos que 717 (M) é finito.

3.3 Corolário. Seja M uma variedade Riemanniana completa 
com curvatura seccional K > ^ > 0. Então M é compacta, 
diam(M) < 7rr e 717 (M) é finito.

3.4 Observação. A hipótese K > 5 > 0 não pode ser enfra­
quecida para K > 0. Com efeito, o parabolóide

{(x,y,z) eR3;z = x2 + y2}

tem curvatura K >0, é completo e não compacto.

3.5 Observação. Em verdade não é necessário que K seja 
limitado de zero mas apenas que K não se aproxime de zero 
muito rapidamente. A este respeito, veja E. Calabi, “On Ricci 
curvatures and geodesics”, Duke Math. J. 34 (1967), 667-676 
and R. Schneider, “Konvexe Flãchen mit langsam abnehmender 
Krümmung”, Archiv der Math. 23 (1972), 650-654.

3.6 Observação. A estimativa para o diâmetro dada pelo Teo­
rema 3.1 não pode ser melhorada. Com efeito, a esfera unitária
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Sn C Rn+1 tem curvatura seccional constante igual a 1 (logo 
curvatura de Ricci também constante igual a 1) e diam(Sn) = 7r. 
Um resultado surpreendente é que este exemplo é único no se­
guinte sentido: Seja Mn completa com Ricp(u) > 1/r2, para 
todo p G M e todo v G TPM; se diam(AÍ) = 7rr, então Mn é 
isométrica à esfera Sn de curvatura 1/r2 (v. S.Y. Cheng, “Ei- 
genvalues comparison theorems and its geometric applications”, 
Math. Z. 143 (1975), 289-297 e, para uma outra prova, K. Shi- 
ohama, “A sphere theorem for manifolds of positive Ricci curva­
ture”, Trans. A.M.S. 275 (1983), 811-819).

Uma outra aplicação da fórmula da segunda variação é o 
teorema abaixo, devido essencialmente a A. Weinstein. Uma 
situação especial do teorema (que apresentaremos no Corolário 
3.10) havia sido demonstrada anteriormente por Synge.

3.7 Teorema (Weinstein [We 2] e Synge [Sy]). Seja f uma 
isometria de uma variedade Riemanniana Mn, orientada e com­
pacta. Suponhamos que M possui curvatura seccional positiva e 
que f preserva a orientação de M se n é par, e reverte-a se n 
é ímpar. Então f possui um ponto fixo, i.e., existe p & M com 
f(p) = P-

Na demonstração do Teorema 3.7 precisaremos do seguinte✓
resultado de Álgebra Linear.

3.8 Lema. Seja A uma transformação linear ortogonal de Rn_1 
e suponha que det A = (—l)n. Então A deixa invariante algum 
vetor de Rn_1.
Demonstração do Lema: Se n é par, det(A — AI) é um po- 
linômio real em À de grau ímpar (= n— 1). Portanto existem 
valores próprios reais de A. Como A é ortogonal, tais valores 
próprios são ±1. Como o produto dos valores próprios comple­
xos de A é não negativo, e det A = 1, pelo menos um dos valores 
próprios de A é 1. Isto demonstra o Lema neste caso.

Se n é ímpar, det A — —1. Como o produto dos valores 
próprios complexos é não negativo, existe pelo menos um par 
de valores próprios reais, um dos quais é positivo, donde igual a 
1. □
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Demonstração do Teorema 3.7: Suponhamos, por absurdo, 
que f(q) q para todo q G M. Seja p G M tal que d(p, f(p)) 
é um mínimo. Como M é completa, existe uma geodésica mi­
nimizante normalizada 7: [0, £] —> M, ligando p a f(p), isto é, 
7(0) = = /(?)•

Seja A = P o dfp: TP(M} —> TP(AÍ), onde P é o transporte 
paralelo ao longo de 7 de /(p) = 7^) a p. Então A é uma 
isometria. Vamos mostrar que

(/o7)'(0)=7'W-

De fato, consideremos a geodésica f o 7 que liga f(p) a f2(p). 
Seja p' = y(f), t' / 0, t' / e f(p,y) = f o 7(í').

Como f é uma isometria, d(p,p!) = d(f(p),f(p'y) e, pela 
desigualdade triangular (v. Fig. 2),

d(p', fW) < d(p', f{p)) + d(/(p), /(p'))
= d(p', + d(p,p')

= d(p,f(p)).

Como d(p, /(p)) é um mínimo,

d(p’, fÇp')) = d(p', /(p)) + d(/(p), /(p')).

Portanto, a curva formada por 7 e f o 7 é uma geodésica, donde

(M(0WW,

como havíamos afirmado.
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Figura 3

Decorre daí que A deixa 7'(0) fixo, pois

Ã(Y(0)) = P o d/p(7'(0)) = P((/ o 7)'(0)) = PfrW = 7'(0).

Seja A a restrição de A ao complemento ortogonal de 7'(0). 
Então A é ortogonal em Rn_1 e, como P é uma isometria que 
preserva orientação,

det A = det A = det(P o dfp) = (—l)n,

onde na última igualdade usamos a hipótese sobre f e o fato que 
P preserva orientação. Pelo lema, A deixa um vetor invariante. 
Seja ei(£) um campo unitário paralelo ao longo de 7 tal que, 
para cada t, ei(t) pertence ao complemento ortogonal de y'(t) 
e ex(0) é invariante por A.

Seja /3(s), s G (—e,e), uma geodésica tal que (3(0) = pe 
/3'(0) = ei(0). Como P o dfp(ei(0)) = ei(0), temos

dfp(ei(O)) = ei(£),

isto é, a geodésica f o (3 é tal que f o (3(0) = f(p) e (f o (3)'(0) = 
ei(E).

Seja h uma variação de 7 dada por (v. Fig. 3)

h(s,t) = exp7(t)(sei(í)), s G (~£,e), t G [0,^].

Observe-se que

h(s,£) = exp/(p)(sex(£)) = (f o (3)(s).
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Portanto,

V^ = ds exp^sei^
s=0

Ô
= ei(<),

donde = 0. Utilizando a fórmula da segunda variação (veja 
Observação 2.9) e o fato que as curvas transversais da variação 
são geodésicas, obteremos

1 d?E 
2~d^

Como a curvatura seccional é positiva,

1 n 
2d?(0)<°’

e portanto é estritamente decrescente numa vizinhança do 
zero. Como £'(0) = 0 e é decrescente numa vizinhança 
de zero, temos que E decresce nesta vizinhança. Isto mostra 
que existe uma curva c da variação, tal que (^(c))1 2 < £E(c) < 
(■E(^) — ^(y)2. Como as curvas da variação ligam q a /(g), 
obtivemos uma contradição com o fato de ser d(p, /(p)) um 
mínimo. □

3.9 Observação. O teorema é verdadeiro sob a hipótese mais 
fraca de que f é um difeomorfismo conforme. Não se sabe se o 
teorema é ainda verdadeiro se f é meramente um difeomorfismo. 
Isto implicaria que S2 x S2 não possui uma métrica de curvatura 
positiva, pois a aplicação f que é antípoda em cada fator preserva 
a orientação (cada fator reverte a orientação) e não possui ponto 
fixo. Para maiores detalhes, v. A. Weinstein [We 2].

3.10 Corolário (Synge). Seja Mn uma variedade compacta 
com curvatura seccional positiva.
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a) Se Mn é orientável e n é par, então M é simplesmente 
conexa.

b) Se n é ímpar, então M é orientável.

Demonstração: a) Seja 7r: M —> M o recobrimento universal 
de M. Introduza em M a métrica do recobrimento, e oriente 
M de modo que % preserve a orientação. Como M é compacta 
e tem curvatura positiva, então K > 6 > 0. Pelo fato de ser 
7T uma isometria local, o mesmo se passa com M. Como Mé 
completa, pelo Corolário 3.3., M é compacta. Seja k: M —> M 
uma transformação de recobrimento de M, isto é, % o k 
(v. Massey [Ma], pg. 159). Então k é uma isometria de M 
que, pela maneira como orientamos M, preserva a orientação. 
Como n é par, podemos usar o teorema para concluir que k tem 
um ponto fixo. Mas uma transformação de recobrimento que 
possui um ponto fixo é a identidade. Segue-se daí que o grupo 
das transformações de recobrimento de M (que é isomorfo ao 
grupo fundamental de M\ v. Massey [Ma], pg. 163) reduz-se à 
identidade. Logo M é simplesmente conexa.

b) Suponhamos que M não é orientável, e consideremos o 
recobrimento duplo orientável M de M (v. Exerc. 12 do Cap. 
0). Introduzamos em M a métrica do recobrimento. Como re­
cobrimento duplo de uma variedade compacta, M é compacta. 
Seja k uma transformação de recobrimento de Aí, k id. Como 
M é não orientável, k é uma isometria que reverte a orientação 
de M. Como n é ímpar, podemos aplicar o Teorema 3.7 e ga­
rantir que k posssui um ponto fixo. Logo k = id., o que é uma 
contradição. □

3.11 Observação. O espaço projetivo real P2(R) de dimensão 
dois, que é compacto, não-orientável e não simplesmente conexo 
é um exemplo que mostra a necessidade da orientabilidade em 
a) e da dimensão ímpar em b). Por outro lado, P3(R) que é 
compacto, orientável e não simplesmente conexo é um exemplo 
que mostra a necessidade da dimensão par em (a).
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Exercícios
1. Seja M uma variedade Riemanniana completa, e seja N C 

M uma subvariedade fechada de Aí. Seja p0 € M, po TV, 
e seja d(po, TV) a distância de po a TV. Mostre que existe um 
ponto qo E N tal que d(po,qo) — d(po,TV) e que qualquer 
geodésica minimizante que liga p0 a q0 é ortogonal a TV em 
9o •

2. Considere em R2 uma métrica Riemanniana completa, Pro­
ve que

onde (x,y) E R2 e K(x, y) é a curvatura Gaussiana da 
métrica dada em (x, y).

3. Prove a seguinte generalização do Teorema de Bonnet- 
Myers: Seja Mn uma variedade Riemanniana completa. 
Suponha que existem constantes a > 0 e c > 0 tais que 
para todo par de pontos em Mn e toda geodésica mini­
mizante 7(s) ligando estes pontos e parametrizada pelo 
comprimento de arco s, se tenha

Ric(7'(s)) > a + — , ao longo de 7, 
ds

onde f é uma função de s, satisfazendo \f (s)| < c ao longo 
de 7. Então Mn é compacta.
Calcule uma estimativa para o diâmetro de Aín, e observe 
que se f = 0 e c = 0, obtém-se o Teorema de Bonnet- 
Myers.
O resulado acima tem aplicações à Relatividade, v. G.J. 
Galloway, “A generalization of Myers Theorem and an ap- 
plication to relativistic cosmology”, J. Diff. Geometry, 14 
(1979), 105-116.

4. Seja Mn uma variedade Riemanniana orientável de curva­
tura positiva e dimensão par. Seja 7 uma geodésica fe­
chada de M, isto é, 7 é uma imersão do círculo S1 em M
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que é geodésica em todos os seus pontos. Prove que 7 é 
homotópica a uma curva fechada cujo comprimento é es­
tritamente menor do que 7.
Sugestão: O transporte paralelo ao longo da curva fechada 
7 deixa um vetor ortogonal a 7 invariante (isto provém 
da orientabilidade de M e do fato da dimensão ser par). 
Portanto existe um vetor V(£) paralelo ao longo da curva 
fechada 7. Calcule e mostre que ela é estritamente
negativa. Logo, próximo de 7, existe uma curva fechada 
de menor comprimento do que 7.

5. Sejam Ni e 7V2 duas subvariedades fechadas e disjuntas de 
uma variedade Riemanniana compacta.

a) Mostre que a distância entre 2Vi e N2 é realizada por 
uma geodésica 7 perpendicular a ambas Ni e N2.

b) Mostre que, para qualquer variação ortogonal h(t, s) 
de 7, com /i(0, s) G Ni e h(£, s) G 7V2, tem-se para a 
fórmula da segunda variação a seguinte expressão

ÍE"(0) = /,(V,V)

- (v(0),s<!’0)(v(0)))

onde V é o vetor variacional e é a aplicação li­
near associada à segunda forma fundamental de Ni 
na direção de 7', i = 1,2.

6. Seja M uma variedade Riemanniana completa, simples^ 
mente conexa de curvatura K < 0. Seja 7: (—00,00) —> M 
uma geodésica normalizada e seja p G M um ponto que não 
pertence a 7. Seja d(s) = d(p, 7(s)).

a) Considere a geodésica minimizante as: [0, d(s)] —> M 
ligando p a 7(s), isto é, crs(O) = p, as(d(sj) = 7(s). 
considere a variação h(t, s) — (Js(t), e mostre que:
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o) | w) = <y(s)X(d(s))x
(ii) j £"(s) > 0.

b) Conclua de (i) que s0 é um ponto crítico de d se e só 
se (7z(so), cr'(d(so))) = 0. Conclua de (ii) que d possui 
uma único ponto crítico, que é um mínimo.

c) De (b) conclui-se que se M é completa, simplesmente 
conexa e tem curvatura K <0, então de um ponto 
fora de uma geodésica 7 de M pode se traçar uma 
única perpendicular a 7. Dê exemplos mostrando que 
a condição sobre a curvatura e a condição de conexão 
simples são essenciais ao resultado.



Capítulo X

O Teorema de 
Comparação de Rauch

1 Introdução

Seja M uma variedade Riemanniana. Como vimos no Capítulo 
V, se 7: [0, £| —> M é uma geodésica normalizada e J é um 
campo de Jacobi ao longo de 7 com J(0) = 0, | Jz (0)| = 1 e 
(./'(O^t^O)) = 0, então

\J(t)\=t - ^t3 + R, lim^=0,

onde K é a curvatura seccional em 7(0) segundo o plano gerado 
por 7'(0)> Portanto, se t é pequeno, | J(í)| é tanto maior
quanto menor for K. Consideremos agora uma outra variedade 
Riemanniana M, uma geodésica normalizada 7: [0, £] —>• M e 
um campo de Jacobi J ao longo de 7 satisfazendo: J(0) — 0, 
| J'(0)| = 1, (J'(0),7'(0)) = 0. Suponhamos que

W(o)JW> W(o),J'(o))-

Decorre da expressão acima que, para t pequeno, | J(t)| < | J(í) |.
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O Teorema de Rauch, que pretendemos demonstrar neste 
capítulo, fornece condições para que a desigualdade acima seja 
válida sem a restrição de ser t pequeno. Mais precisamente,^o 
teorema afirma (v. enunciado na Seção 2) que se 7 ■ [0, í} —> M 
não possui pontos conjugados e

K(7'(t), J(t)) > K(7'(t), J(í)), t 6 (0, Q, 

então |J(í)| < |«7(t)|.
O Teorema de Rauch é um dos fatos fundamentais em Geome­

tria Riemanniana. Intuitivamente, ele exprime o fato plausível 
que se as curvaturas aumentam, os comprimentos diminuem.

Em dimensão dois, um tal teorema é uma conseqüência fácil 
de um resultado clássico de Sturm sobre equações diferenciais 
ordináriasCom efeito, neste caso, as equações de Jacobi para 
J = fe2, J = /ê2 (e2(f) e ê2(í) são campos unitários paralelos 
ao longo de e normais às geodésicas 7(í) e 7(í), respectivamente) 
se escrevem:

/"(t) + .ff(f)/(í) = 0, /(O) = 0, í e [0, í]

/"(t) + £(t)/(t) = o, /(o) = o, te [0,4

O Teorema de Sturm afirma que se /'(0) = /'(0) > 0, /(í) / 0 
em (0,4 e K(i) > K(t), então /(t) < /(f) (v. Fig. 1 e o 
Exercício 5 deste capítulo).

Em dimensão maior do que dois, a demonstração é muito 
menos simples, e uma apresentação do resultado foi feita pela
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primeira vez em 1951 por Rauch [R 1] (para outra exposição, v. 
Rauch [R 3]). A demonstração que apresentamos na Seção 2 é 
uma elaboração devida a vários matemáticos na década dos 50, 
entre os quais devemos mencionar Ambrose e Singer.

Na Seção 3, faremos uma aplicação das idéias do Teorema de 
Rauch à teoria das imersões isométricas. Na Seção 4, introduzi­
remos a noção de ponto focal, que generaliza a noção de ponto 
conjugado, e estenderemos o Teorema de Rauch a esta situação. 
Estas duas últimas seções não serão usadas no resto do livro e 
podem ser omitidas em uma primeira leitura.

2 O Teorema de Rauch

Na demonstração do Teorema de Rauch, teremos necessidade 
de um certo número de fatos que estabeleceremos agora em forma 
de lemas. O lema do índice (Lema 2.2) é um fato básico que tem 
aplicações em muitas outras situações.

O lema seguinte é um caso particular do Lema 5.5 do Capítulo
0.

2.1 Lema. Seja h: [0,1] —> R uma função diferenciável com 
/z(0) = 0. Então existe uma função diferenciável <f>: [0,1] —* R, 
com 0(0) — ^(0), h(í) = í0(í), t 6 [0,1].

Seja M uma variedade Riemanniana e 7: [0,a] —> M uma 
geodésica de M. Seja V um campo de vetores diferenciável por 
partes ao longo de 7. Para todo ío £ [0, a], escreveremos

f - (B(y,v)y,v>}«ií = ití(y,n

Jo

Admitamos que 7(í) não é conjugado a 7(0) para todo í, 
0 < t < ío. O Lema do índice abaixo afirma que para todos 
os campos de vetores diferenciáveis por partes ao longo de 7 que 
se anulam em í = 0 e coincidem em í = í0, o mínimo da ex­
pressão acima é atingido pelo campo de Jacobi que se anula em
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t = 0 e assume o valor comum em t = to. Mais precisamente, 
temos o seguinte resultado fundamental.

2.2 Lema (do índice). Seja 7: [0, a] —► M uma geodésica sem 
pontos conjugados a 7(0) no intervalo (0, a]. Seja J um campo 
de Jacobi ao longo de y, com (J, 7') = 0, e seja V um campo de 
vetores diferenciável por partes ao longo de •y, com (K7') = 0. 
Suponhamos que J(0) = V(0) = 0 e que J(t0) = V(to), to E 
(0,a]. Então

WiWW

e a igualdade ocorre se e só se V = J em [0, to] •

Demonstração: O espaço vetorial dos campos de Jacobi J 
ao longo de 7 com J(0) = 0 e {J^'} — 0 tem dimensão n — 1, 
onde n = dim M. Seja {..., Jn-i} uma base para este espaço. 
Então J = oiiJi, i — 1,..., n — 1, onde os ai são constantes. 
Como não existem pontos conjugados no intervalo (0,a], para 
todo t / 0, os vetores Jj(f),..., J„_i(t) formam uma base do 
complemento ortogonal de 7'(í) em T7(t)(AÍ). Portanto, para 
t 7^ 0, podemos escrever

i

onde fi são funções diferenciáveis por partes em (0,a]. Vamos 
mostrar que fi pode ser estendida contínua e diferenciavelmente 
a í = 0, isto é, fi é diferenciável por partes em [0,a].

Para isto, escreva pelo Lema 2.1, Jj(í) — tAi(t). Então 
A,(0) — J-(0), donde os A(0) são linearmente independentes. 
Portanto, os Ai(t) são linearmente independentes para todo t E 
[0,a], e podemos escrever V(t) — ^2igi(t)Ai(t) onde os & são 
funções diferenciáveis por partes em [0, a] e <7i(0) = 0. Apli­
cando de novo o Lema 2.1, temos que = th^t), onde os 
hi(t) são diferenciáveis por partes em [0,a]. Como para t / 0, 
fi(t) = hi(t), concluímos o afirmado.

Vamos agora mostrar que, no interior de cada subintervalo
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onde fi é diferenciável,

(1) (V'. V") - (RW, V)7'. V) = ( £ /; J,, X fi-h)
i 3

1 j

Com efeito, como

B(Y, V)y = B(y, 52 /, J4)y = £ yüty. j,)y = - £ a j" ,
i i i

teremos

(V7')ys(yy)yy)

= < E£J-+E^ > EWEWB* w,
i i j j

= < E fíJ- • E W + (E fíJ- ’ E W
i j i j

i j i j

+ (Em,’Eííjí'>-
i j

Por outro lado,

E «• E = < E +E m
i j i i j

EE^EM+EfiE)

i 3 3

= (E • E f, Ji) + < E m •EM')
i j i j

+ (E^-E fr1")+(E . E Ví>-
i j i j
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Portanto, para provar (1), basta mostrar que

(2) <E^E£^ = <E^'E«>-
i j i j

Para provar (2), escreveremos

h(t) = (J',J,) - (J„J'>;

como h(0) = 0 e

W) = (j", j,) + j;) - w, j'i) - u., j';>
= - w, w, jj) + (y. «ty, jyy) = o

concluímos que h(t) = 0. Por distributividade, se obtém então 
(2), o que conclui a demonstração de (1).

Aplicando (1) a V e J, obteremos, respectivamente:

w v) = < e f<J. ■ E í» + A E f'-Ji • E f^)dt-
i j 0 i j

» j
Como J(t0) — V(to), temos que = /i(t0), donde

(3) /,0(KV) = Í«0(J.J) + dt.

2

Decorre de (3) que Uv.v-) > jt0 (J, J), o que demonstra a 
primeira parte do lema. Se It0(Y, V) = JÍ0(J, J), então /' Ji = 
0. Como os Ji são linearmente independentes para í 0, con­
cluímos, por continuidade, que // = 0, para todo i e para todo 
t E [0, to]- Portanto, fi = const., e como fi(to) = ai, concluímos 
que fi(t) = ai, isto é, V = J, como queríamos. □

Estamos agora em condições de demonstrar o Teorema de 
Rauch. No que se segue Mn indicará uma variedade de dimensão 
n.
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2.3 Teorema (Rauch). Sejam 7: [0,a] —> Mn e 7: [0,a] —> 
Mn+k, k > 0, geodésicas com a mesma velocidade (i.e., |7z(í)| = 
|7z(í)|/ e sejam J e J campos de Jacobi ao longo de y e 7, 
respectivamente, tais que

j(0) = 7(0) = 0, (J'(0),y(0)) = (ÃOHW,

| J'(0)| = I J'(0)|.

Admita que y não possui pontos conjugados em (0, o] e que, para 
todo t e todo x E x E tem-se

ondeK(x, y) indica a curvatura seccional segundo 0 plano gerado 
por x ey. Então ~

IJI < IJI.

Além disto, se para algum t0 E (0, a], tem-se |J(í0)| = ]J(ío)|, 
então K{J{t'),:y'(ty) = para todo t E [0, ío].
Demonstração: Observe que, pela Proposição 3.6 do Capítulo 
V, a condição (J'(0),7/(0)) = (J/(0),7,(0)) é equivalente (em 
presença de J(0) = J(0) = 0) à condição (J,7Z) = (J,y'}- Além 
disto, como

<J,7')7' = (J'(0),7'(0))Í7'+ («/(OUWY,

as componentes tangentes de J e J têm, pelas hipóteses, o mesmo 
comprimento. Portanto, podemos supor que

(J,7z)=0 = (J,7').

Se | J'(0)| = |J'(0)| = 0, então |J| = |J| = 0. Caso contrário, 
façamos |J(í)|2 = v(t) e |J(í)|2 = ü(í). Como 7 não possui 
pontos conjugados em (0, a], está bem definido para t E 
(0, a]. Pela regra de L’Hospital,

lim^ = lta^ = LW = 1.
t^ov(t) t^ov"(i) |J'(0)|2
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Portanto, para provar que | J\ < | J\, basta provar que >
0. Isto equivale a provar que v'v > vv'.

Para provar o pedido, fixemos ío € (0, a]. Se u(í0) = 0 temos
que

u'(io) = 2(J'(í0), J(ío)) — 0,

e a desigualdade é satisfeita trivialmente. Suponhamos, por­
tanto, que u(íq) 0. Façamos

1

V''"(ío)
C/(i) =

1

l/ift)
t/(í) = J(í), J(í),

e observemos que

= /”° (V, U)"dt = 2 [‘° {(U1, U’) - (U,Rtf,U^')}dt 

Jo Jo
= 2/t0(C/,í7).

Analogamente,

t>(ío)

Pela arbitrariedade de ío , bastará, portanto, provar que 
< Ito(U, U) para concluir a demonstração da desigualdade.

Para isto, sejam {ei,..., en} e {êy,..., ên+fc} bases paralelas 
e ortonormais ao longo de 7 e 7, respectivamente, tais que:

ei(0 = YW/IYWI. e2(í0) = U(t0), 

êi(í) = tWIVWI, è2(í0) = t/(ío)-

A cada campo de vetores V(t) = 9i(t)ei(t') ao longo de 7
façamos corresponder o campo ao longo de 7 dado por

n
(</>V)(í) = J3ft(í)êi(í).

2=1
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A aplicação (f>, assim definida, satisfaz às seguintes propriedades:

(4) m,«) = {v,,v2)

(5) (0V)' =

Decorre daí, da hipótese sobre as curvaturas e do fato das geo­
désicas terem a mesma velocidade, que

Observe agora que U e são campos de vetores ao longo 
de 7 que satisfazem às hipóteses do Lema 2.2, e que U é um 
campo de Jacobi. Pelo Lema 2.2,

UÜ,ÍT) < Jto(çi(£7),0(t/)) <

o que demonstra a desigualdade do Teorema.
Suponhamos agora que |J(ío)| = |J(ío)|, para algum ío £ 

(0, a]. Para todo t 0, temos If((7, [/) < It(U, W), e, portanto, 
i/£r(í) > vv'{í}. Como | J(í0)| = |J(ío)|, então

u'í(í) — w'(í), t G (0, í0],

donde as desigualdades acima são igualdades para í G (0, ío], i.e., 

= ÍG(0,ío].

Como <p satisfaz (4) e (5), concluímos da igualdade acima e da 
hipótese sobre as curvaturas que K(J(t'),'f(ty) = A"(J(í),7'(í)), 
para í G (0, ío], donde, por continuidade, para í G [0, ío], como 
havíamos afirmado. □

Uma aplicação imediata do Teorema de Rauch permite obter 
informações sobre as posições dos pontos conjugados a partir de 
limitações na curvatura.

2.4 Proposição Suponha que a curvatura seccional K de uma 
variedade Riemanniana M satisfaz às desigualdades

0 < L < K < H.
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onde H e L são constantes. Seja y uma geodésica de M. Então, 
a distância d ao longo de 7 entre dois pontos conjugados conse­
cutivos de y satisfaz

-^=<d<~
Vh Vl

Demonstração: Para obter a desigualdade d > tt/VH, basta 
comparar a variedade Mn com a esfera Sn(H) de curvatura 
H. Seja 7: [0, L\ —> M uma geodésica normalizada de M com 
7(0) = p, e seja J um campo de Jacobi ao longo de 7 com 
J(0) = 0 e (d, 7') = 0. Escolha um ponto p G Sn(H) e uma 
geodésica normalizada 7: [0, £] —> Sn(H) com 7(0) = p. Seja J 
um campo de Jacobi ao longo de 7 com J(0) — 0, (JV) = 0,
| J'(0)| = | J'(0)|. Como 7 não tem pontos conjugados no inter­
valo (0, 'k/VH^i pelo Teorema de Rauch, |J(t)| > |J(f)| > 0, 
t Ç. (0,7r/\Zff). Portanto, a distância d de p ao seu primeiro 
ponto conjugado satisfaz d > n/VH.

Para obter a desigualdade d < n/VL, faremos uma com­
paração análoga com a esfera Sn(L) de dimensão n e curvatura 
constante L. Se d > 7t/\/L, o Teorema de Rauch se aplica, 
donde Sn(L) só tem pontos conjugados depois de k/VL, o que 
é absurdo. Logo d < ir/VL- □

Uma das típicas aplicações do Teorema de Rauch consiste 
em estimar comprimento de curvas em uma variedade Rieman­
niana da qual possuímos uma estimativa para a curvatura. A 
proposição abaixo é um exemplo desta situação.

2.5 Proposição. Sejam Mn e Mn variedades Riemannianas 
e suponhamos que para todo p G M, p G M, a C TPM, ã C 

TpM, se tenha que Kp(ã) > Kp(oj. Sejam p G M, p G M 
e fixe uma isometria linear i: TPM —> TPM. Seja r > 0 tal 
que a restrição expp |Br(0) seja um difeomorfismo e expp\Br(ff) 
seja não-singular. Seja c: [0, a] —> expp(£r(0)) C M uma curva
diferenciável e defina uma curva c: [0, o] —> exp^(Br(0)) C M 
por

c(s) = expp o i o expp 1(c(s)), s G [0, a].
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Então £(c) > £(c).

Demonstração: Considere a curva c(s) = exp”1 c(s) em TPM. 
Para s fixo, considere a geodésica radial 7«(t) = expp tc(s). A 
aplicação

f(t,s) =7s(í), 0 < s < a, 0<í<l,

é uma superfície parametrizada (v. Fig. 2). Logo, para todo 
S> ôf = «A(^) é um campo de Jacobi ao longo de ya, com 
Js(0) = 0, Js(l) = |£(l,s) = c^s). Além disso,

dt t=0

expp(Br(Q))

=

Considere agora a superfície parametrizada f(t, s) em M 
dada por

/(í,s) = exppíi(c(s)) = 7,(t),

e_ observe que ys é uma geodésica. Então o campo de Jacobi 
Js(t) = |£(f, s) satisfaz

Js(0) = 0, /,(!)= c'(s),
DJS

dt
(0) = ié(s).
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Como i é uma isometria,

|js(o)| = |X(o)| = o, |j:(0)| = |j:(0)|

e

= ^(5),7:(o)h^(o),7:(o)).

Podemos, portanto, aplicar o Teorema de Rauch e concluir que 

|c'(s)| = | X(i)| < I Js(i)l = KOOi,

donde, por integração, £(c) > £(c). □

2.6 Observação. Os métodos utilizados no Teorema de Rauch 
podem ser empregados para obter uma limitação superior para 
o volume de uma bola normal de uma variedade Riemanniana 
cuja curvatura de Ricci seja limitada inferior mente. Mais preci­
samente, seja M uma variedade Riemanniana completa tal que 
Rícm > H, e sejam Br(p) C M, Br(p) C M(H) bolas normais 
de raio r, onde M(H) é a variedade completa, simplesmente co­
nexa, de curvatura seccional constante H. Então

vol(fír(p)) < volBr(p),

e, se a igualdade se verifica, Rícm(7z(í)) = H, para todo t < r
e toda geodésica radial normalizada q(t) em Br(p) (v. Bishop
e Crittenden, Geometry of Manifolds, Academic Press, 1964,
pg. 256 e K. Tenenblat, On the Rauch comparison theorem for
volumes, Boi. Soc. Bras. Mat. 4 (1973), 31-39).

✓ _
E curioso observar que, diferentemente do Teorema de Rauch,

o resultado acima não se estende para o caso Rícm < T; um 
contra-exemplo é descrito no artigo acima citado de K. Tenen­
blat.

2.7 Observação. A relação entre curvatura de Ricci e volume 
pode ser estendida ao teorema global seguinte: Com as mesmas
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notações da Obs. 2.6X suponhamos que Rícm > H e indiquemos 
por Vr = vol Br(p), Vr = vol Br(p), onde r é agora um número 
real positivo arbitrário. Então, para todo R > r > 0, tem-se:

Vr/vr> VR/VR.

Além disto, a igualdade ocorre para R < diam(ÀÍ) se e so­
mente se Br{jp) CM é isométrica à bola BrÇp) C M(Hj. Para 
uma prova, v. J. Eschenburg “Comparison theorems and hy- 
persurfaces”, Manuscripta Math. 59 (1987), 295-323. Esta re­
ferência contém uma exposição dos teoremas de comparação sob 
um ponto de vista diferente do apresentado aqui; em particu­
lar, o resultado acima é utilizado para estabelecer o teorema de 
unicidade mencionado na Obs. 3.6 do Capítulo IX.

3 Aplicação do Lema do índice à te­
oria das imersões

z
Nesta Seção, faremos uma aplicação do Lema do índice à te­

oria das imersões isométricas. Demonstraremos o seguinte resul­
tado, que generaliza resultados anteriores de Tompkins, O’Neill, 
e Chern-Kuiper (v. Corolários 3.4, 3.5 e Obs. 3.6 e 3.7).

3.1 Teorema (J.D. Moore, [Mo]). Seja M uma variedade Rie­
manniana completa, simplesmente conexa, cujas curvaturas sec­
cionais satisfazem:

K <b<Q.

Seja M uma variedade Riemanniana compacta cujas curvaturas 
seccionais satisfazem K — K < —b. Se dim M < 2 dim M, não 
existe uma imersão isométrica f : M —> M.
Demonstração: Suponhamos que uma tal imersão existe, e 
vamos obter uma contradição. Escolha um ponto p e M, p £ 
f(M), e seja q 6 M tal que

d(/(g),p) > d(/(p),p), para todo pE M.
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Seja U Q M uma vizinhança de q onde f é um mergu­
lho, e identifiquemos U com f(Uj. Seja 7: [0,£] —* M uma 
geodésica minimizante de M, normalizada, com 7(0) = p, y(£) = 
q. Usando a fórmula da primeira variação, vê-se que 7 é perpen­
dicular a U em q.

Para todo v Ç. TPM, |u| = 1, considere uma curva c(s) em U 
com c(0) = q, c'(0) = v, s G (—e, e). Seja c(s) = exp^'1(c(s)). 
Então, a superfície parametrizada

dá origem a um campo de Jacobi V(t) — 0) com U(0) = 0,
V(£) — v (Fig. 3). Observe que as geodésicas radiais 7«: t —> 
f(t, s) desta variação são mais curtas do que 7.

Precisamos do seguinte lema.

Figura 3

3.2 Lema. Seja E(s) a energia da curva t —> f(t, s). Então

i e"(o) =/xk v) + w))
onde S^qt) é o operador linear associado à segunda forma fun­
damental da imersão f no ponto q segundo a normal ■ 
Demonstração do Lema: Sabemos que (v. Obs. 2.10, Cap.

| /J”(0) = Ie(V, V) +

IX)
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onde V é a derivação covariante de M, e V, N são extensões 
locais, em uma vizinhança de q, dos vetores V(£) e 7'^), respec­
tivamente, de modo que V(c(s)) = |£(£, s). E possível escolher 
tais extensões de maneira que satisfaçam a condição (V, N) = 0. 
Portanto,

<VvV,ÃÕ(g) = -(VvN,V)(q) =

donde o afirmado. _ □
Considere agora uma variedade Riemanniana M(6), com 

dimM(6) = dimM = n, completa e de curvatura constante 
b. Seja p 6 M(6) um ponto arbitrário e y: [0, £] —> M(b) uma 
geodésica normalizada com 5(0) = p. Como usualmente, esco­
lha bases ortonormais paralelas {ei(í),..., en(í)} de T7(t)(M) e 
{êi(í),..., ên(í)} de jT7(í)(M(ò)), tais que ei(0) = Y(0) e êi(0) = 
V(0), e defina uma aplicação <f> que leva um campo de vetores 
W = y2?=i aiei ao l°ng° de 7 no campo 30
longo de 7. É claro que <</>(TVi), = (W5, W2} e (0(W))' =

</>(Wz). Faça = V. Como K < K = b, concluímos que

W,v)> W,v).

Observe que V(0) = 0 e faça V(£) = v.
Vamos estimar Ie(V, V) a fim de obter uma estimativa para 

W).
Para estimar Ii(V, V), precisamos obter a expressão de um 

campo de Jacobi J ao longo de 7, com J(0) = 0, J(^) = v. E 
um exercício simples (Cf. Exercício 4, Cap. V) verificar que J é 
dado por

(se b < 0), J(í) = ^w(í) (se 6 = 0), 

onde w(<) é o transporte paralelo ao longo de 7 de

™(o)= |^i ’ ÜQ = ^dexp^mv)
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Decorre daí, pela expressão de J^( J, J) dada na demonstração 
do Lema do índice, que

1 d senh2(í\/^3)

senh(í y/—b) cosh (í y/—b)

2 dt senh2(^\/^6) t=£

senh2(£\/—fr)

= (cotgh b)V—b > y/^b.

—b
t=e

Além disto, se b = 0, A( J, J) > 0. Portanto, pelo Lema do 
índice, obteremos a seguinte estimativa para Ie(V, V):

Ie(v, V) > Ie(V, V) > Ie(J, J) > v^b.

Como as geodésicas ya da variação f são mais curtas do que 
7, teremos

= (L(7))2 > (i(7.))2 = «(7,),

donde,

0 > i £"(0) = W V) +

>v/=6+(Sy(!)V(<),VM).

Como V(£) = v, teremos

(£(v,v),7'(^)) = {SyWv,v) < —y/—b.

Portanto, para todo v € TqM, |w| = 1, temos que

(6) l|B(MII >
Por outro lado, pela fórmula de Gauss, se v e w são vetores 

ortonormais de TqM, temos, pela hipótese do Teorema,

(7) (B(y,v), B(w, w))— ||£(n,w)||2 = K(y, w)—K(y, w) < —b.
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O fato de que as condições (6) e (7) são incompatíveis com 
a condição dim M < 2 dim M segue do seguinte lema algébrico, 
essencialmente devido a Otsuki. A demonstração do lema con­
cluirá, portanto, a demonstração do teorema.

3.3 Lema (Otsuki). Seja B : Rn x Rn —» uma forma bilinear
simétrica tal que, para algum b < 0,

(B(v,v),B(w,w)} - ||J5(u,w)||2 < —b,

||B(u,v)|| > vQ),

para todo par ortonormal v,w G IRn. Então k >n.
Demonstração do Lema: Suponhamos k < n e vamos obter 
uma contradição. Seja S C Rn a esfera unitária e considere a 
aplicação f: S —> R, dada por

/(u) = (£(u,u),£(u,v)).

Seja v E S um ponto onde f assume o mínimo. Então tomando 
a curva u(t) = cos tu + sen tw em S, t E (—£, e), teremos

(8) 0 = dfv(w) = 2(— £(u(f),u(t)) ,B(u,u))
m t=0

= 2(2B(v'(0'),v),B(y,v')} = 4(B(w,v), B(v,vf), 

e, como u"(0) — — v,

(9)
0 < d2/„(w,w) = ^B(y'{ff),v),2B{y'(ff),vy)

+ 4(B(u"(0), v), B(v, u)) + 4(B(w, u'(0)), B(y, u))
= 8||B(w, u)||2 - 4(B(u,u),B(u,u)) + 4(B(w,w),B(u,u)). 

Considere agora a aplicação L : TVS —> Rfc, dada por

L(w) = B(y, tu).

A equação (8) acima significa que (L(w), B(v, u)) = 0, logo 
dimL(TvS) < k — 1. Como k < n, o núcleo de L tem pelo
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menos dimensão 1, donde existe wo 7^ 0, wo -L u, com L(wq) = 
0 - B(y,wo).

Introduzindo o w0 achado na equação (9), obteremos 

0 < (B(w0,w0),B(u,u)) - (B(u,v),B(u,u)).

Pelas hipóteses do Lema, concluímos que

0 < (B(w0,w0),B(u,u)) - ||B(u,u)||2 < 

(B(wo,wo),B(v,v)) - < —b — (V-&)2 - 0,

o que dá a contradição procurada. □

3.4 Corolário (C. Tompkins, “Isometric embeddings of flat ma­
nifolds in euclidean space”, Duke Math. J. 5 (1939), 58-61). Su­
ponha que M é compacta com curvatura nula. Se k < n, não 
existe imersão isométrica f: Mn —> Rn+fe; em particular, 0 toro 
plano Tn (v. Exemplo 2.7, Cap. 1^ não pode ser imerso isome­
tricamente em R2n_1.

3.5 Corolário(B. O’Neill, “Immersions of manifolds of non- 
positive curvature”, Proc. Amer. Math. Soc., 11 (1960), 132- 
134). Suponha M completa, simplesmente conexa e K-^ < 0. 
Seja M compacta, dim M < 2 dim M e Km < K-^. Então, não 
existe uma imersão isométrica

3.6 Observação. A hipótese de ser M compacta é essencial no 
Teorema 3.1, como mostra o exemplo de superfícies (completas) 
de K < 0 em R3. Por outro lado, sabe-se que o plano hiperbólico 
H2 (uma superfície completa com K = — 1) não pode ser imerso 
isometricamente em R3 (Teorema de Hilbert, v. M. do Carmo 
[dC 2], pg. 446). E um problema em aberto saber se o espaço 
hiperbólico Hn pode ser imerso isometricamente em R2n_1. Isto 
seria a generalização natural do Teorema de Hilbert acima men­
cionado.

3.7 Observação. Essencialmente a mesma demonstração que 
usamos no Teorema 3.1 pode servir para demonstrar o seguinte 
resultado de S.S. Chern e N. Kuiper, “Some theorems on the
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isometric embedding of compact Riemannian manifolds in eu­
clidean spaces”, Ann. of Math. 56 (1952), 422-430: Suponha 
que Mn é compacta e que, para cada ponto p G M existe um 
subespaço de dimensão m, Vm C TPM, tal que as curvaturas 
seccionais segundo planos contidos em V sejam não positivas. 
Se k < m, não existe imersão isométrica f: Mn —> Rn+fc. A 
importância histórica do artigo de Chern-Kuiper é que eles des­
tacaram o fato fundamental que a existência de uma imersão 
isométrica f: Mn —» M implica em relações entre a nulidade 
da segunda forma quadrática de f e a nulidade de um opera­
dor definido intrinsecamente em M a partir da curvatura de M. 
Para maiores detalhes ver L. Rodríguez, [Ro].

3.8 Observação. O toro Tn+1 com a métrica plana (Cf. Exem­
plo 2.7, Cap. I) contém o toro Tn como subvariedade totalmente 
geodésica. Isto mostra que a hipótese de ser M simplesmente 
conexa no Teorema 3.1 é necessária.

4 Pontos focais e uma extensão do Te­
orema de Rauch

A noção de ponto conjugado a um dado ponto p G M estende- 
se à noção de ponto focal a uma subvariedade N C M de uma 
variedade Riemanniana M. A idéia é considerar variações

f:

de uma geodésica 7: [0,^] —> M com 7(0) = p G N e 7z(0) € 
(TpNj\ satisfazendo as seguintes condições:

1) A curva t —> t G [0,£] é uma geodésica.
2) Para todo s G (—e,e), /s(0) — a(s) G N e

XW = |((s.0)e(TI,(,)Ar)±.

É claro que J(t) = |£(0,í) é um campo de Jacobi ao longo 
de 7.
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4.1 Lema. 0 campo de Jacobi J construído acima satisfaz as 
seguintes propriedades:

i) J(0) € TPN,
ii) J'(0) + Sy(o)(J(0)) 6 (TPN),
onde Sy(o) é o operador auto-adjunto de TpN dado pela se­

gunda forma quadrática de N C M.
Reciprocamente, se J é um campo de Jacobi ao longo de uma 

geodésica y com 7(0) = p E N, 7'(0) E (TpN)3-, satisfazendo (i) 
e (ii), então existe uma variação f de y satisfazendo (1) e (2), 
cujo campo variacional é J.

Demonstração: É claro que

^) = g(0,0) = ^(a(»)) <etpn,
s=0

o que verifica (i). Para provar (ii), seja v E TPN um vetor 
unitário. Mostraremos que

(10)

Ora,

(J'(0) + Sy(O)(J(0)),u)=0.

DJ
dt

'Ddf_ 
dt ds

(0,0), u(Qfv) =
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Como A(s) é um campo ao longo de a(s) com «'(O) = J(0), 
teremos

DA _
-^-(0) = VJ(0)A(s)

s=0

onde V é a derivada covariante de M. Portanto,

= ((V'«»'4(s))T. ”> L,o 

= ( - S4(0)(J(0)).«) = ( - Sy,o)(J(O)).V>,

o que implica (1) e verifica (ii).
Para provar a recíproca, seja s —> a(s) uma curva em N com

a(0) = p, a/(0) = J(0). Podemos escolher um campo W ao 
longo de a tal que l¥(0) = 7z(0) e ^-(0) = (0). Escreva
IT(s) = V(s) + t/(s), onde

V(«) e (TawOT)-1-, (7W e

e defina /(s,í) = expQ(s)(íV(s)). Mostraremos que f é uma 
variação de 7 que satisfaz (1) e (2) e cujo campo variacional é J.

Com efeito, para todo s, a curva

fs(f) = expa(s)íV(s)

é uma geodésica. Além disto,

A(0) = a(s) 6 N,

e

= ^(s’0) = e P*)«.

Resta mostrar que |£(0,í) = J(t). É suficiente verificar que 
f£(0,0) = J(0) e g ^(0,0) = ^(0). Como

|í(0,0) = o'(0) = J(0)
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-D̂ -D̂
basta mostrar que ^(0) = 0. Mas J(í) e ff(O, f) satisfazem:

^td/sM + SV(O) g(0,0))6 (TPN)\

onde a segunda afirmação provém da primeira parte do Lema. 
Como J(0) = |^(0,0), podemos concluir que

DU
ds

Por outro lado, t/(0) — 0 e U(s) E Ta(s)(7V). Portanto, dado 
v G (TpN)1 e um campo u(s) ao longo de o:(s) com u(0) —ve 
v(s) G (T^ÇN))1, teremos

°= -^(U(s),v(s))

- (DU 
\ ds

(0),u

s=0

DU ,n. \
-dTm'v)+

Pela arbitrariedade de v, isto implica que ^(0) = 0, o que prova 
o afirmado, e conclui a demonstração. □

4.2 Definição. Seja N C M uma subvariedade de uma va­
riedade Riemanniana M, q G M é um ponto focal de N se e- 
xiste uma geodésica 7: [0, #\ —* M, com 7(0) = p G N, 7'(0) £ 
(TpN)1, = q, e um campo de Jacobi J não nulo ao longo
de 7, satisfazendo (i), (ii) e com J(f) — 0.

4.3 Exemplo. Se Sn_1 C Sn é o equador de Sn, isto é, Sn_1 = 
{x G Sn; x = (aq,... ,xn, 0)}, então o pólo norte (0,0,..., 0,1) e 
o pólo sul (0,..., 0, — 1) são pontos focais de Sn_1 em Sn.
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Para obter uma caracterização dos pontos focais em termos 
da aplicação exponencial, introduziremos a seguinte notação. Se­
jam T(M) —> M o fibrado tangente de M, T(N) —> N o fi­
brado tangente de N e T(N)1- —> N o fibrado normal da imersão 
N CM (i.e., um ponto de T(N)-1- é um par (p, n), onde p E N, 
n € (TP7V)-L). Lembremos que a aplicação exponencial pode ser 
pensada como uma aplicação exp: T(M) —> M, definida por

exp(p,ü) = expp(ü).

Como T(N)1- —> N está contido na restrição de T(M) —> M 
a TV C M, a aplicação exponencial pode ser restrita a T(TV)-1-; 
esta restrição será indicada por

exp±: T(N)X M.

Observemos que dimT(7V)J- = dim M.

4.4 Proposição, q E M é um ponto focal de N C M se e 
somente se é um valor crítico de expL.
Demonstração: Suponhamos que q é um ponto focal de N. 
Pelo Lema 4.1, existe uma geodésica 7: [0, é?] —> M, com 7(0) = 
p G N, 7^) = q, 7z(0) G (TpN)-1- e uma variação f: (—e,e) x 
M —> M de 7 satisfazendo (1) e (2) e com ff(O,€) = 0. Segue- 
se que

w(s) = (o(s), M(s)), A(s) = ^(s, 0), a(s) = /,(0),

é uma curva em T(N)1- tal que:

exp±(w(s)) = expa(s) M(s) = f(s,t), 

expx(w(0)) = q

e
(dexp±)w(O)(w'(0))

ds
M = o.

Então w(0) é ponto crítico de expx, com exp±(w(0)) = q.
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Reciprocamente, suponhamos que q é valor crítico de exp-1. 
Então existem w0, w'o tais que expx(wo) = q e (dexp±)a;o(wó) = 
0. Seja w(s) = (cr(s),^V(s)) uma curva em TÇN)1, com w(0) = 
w0 e w'(0) = w'o. Como q = expa^(fV(0)), existe uma geodésica 
7: [0,£] —> M tal que 7(0) — <r(0), 7(€) = q, 7z(0) = V(0). 
Consideremos a variação de 7 dada por

/(s,í) = expa(s) íV(s).

f satisfaz as condições (1) e (2). Com efeito,

/(s,0) = expCT(s)(0) = a(s) e N,

^(s,0) = (dexp^j^fVís)) = V(s) e

Pelo lema, J(í) = |£(0, í) é um campo de Jacobi satisfazendo (i) 
e (ii), com

W) = = ^eXPa(s) £V^
s=Q

-L ( \ — — exp w(s)
ds s=0

= (dexp±)W0(wó) = 0,

e portanto, q é um ponto focal de N. □

4.5 Definição. Seja N C M uma subvariedade de uma va­
riedade Riemanniana M. O conjunto dos pontos focais de N 
será chamado o conjunto focal F(N) c Aí de TV.

4.6 Exemplo. Seja N2 C R3 uma superfície regular de R3. 
As componentes conexas do conjunto focal F(N) C R3 são as 
chamadas “superfícies focais” (ou superfícies dos centros) da ge­
ometria diferencial clássica. Em geral tais conjuntos não são 
superfícies regulares e podem degenerar em pontos ou curvas. 
Por exemplo, se N2 é a esfera S2, então F(S2) é o centro de S2; 
se N2 é o cilindro circular reto C, F(C) é o eixo de C. Uma ma­
neira de construir geometricamente os pontos focais de N2 C R3 
é a seguinte.
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Seja x: U C R2 —»■ N C R3 uma parametrização de N em 
p € N. Se indicarmos por (^1,^2) as coordenadas de U e por 
n = n(u1,u2) um campo normal unitário em x(U) C N, podemos 
escrever a aplicação exp1: T ([/)-*-—> R3 como

exp±((tii,ií2))í) — x{ui,u2) +tn, t e R.

A base do espaço tangente T(pitn)(T(JV)-*-) w R3 associada a esta 
parametrização é

dx dx 
dui ’ du2 ’n

Nesta base, a aplicação linear d exp-1 é dada pela matriz

dexpx =

// ds i j. ân dx \ / dx ■ y. dn dx \ dx \\
xdm ■*" b dUl' dUl/ \ du2 b du2 ’ dUl / Y6’dm / \

/ dx j j. dn dx \ / dx i / dn dx \ / dx \
\dUl b dUl^ du2/ \du2 b du2' du2/ \rb'du2/

V (n,n))

9ij d2x
duiduj ’

,\
n )

onde a matriz linha B não importa no que se segue. Pela Propo­
sição 4.4, x + tn é um ponto focal de N se e só se a matriz acima 
é singular, como os coeficientes da segunda forma quadrática Hn 
na base são dados por

— Hn
dx dx 
dui ’ duj

dx dx\ \ — / d2x \ 
dui’ duj) ,n/ \duiduj’n/’

concluímos que a matriz acima é singular se e só se a matriz 

(.dij ~ thij)
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✓
é singular. E possível escolher a parametrização x de modo que 
em p, (gij) seja a matriz identidade. Portanto, x+tn é um ponto 
focal se e só se j é um valor próprio de (h^), isto é, j é alguma 
curvatura principal de N2 em p.

Em resumo, para construir uma componente conexa de F(N), 
fixamos uma curvatura principal ki e marcamos sobre a normal 
a cada p G TV, na direção dada por n(p), um comprimento igual 
a l/ki(p) (este ponto é o centro do círculo osculador da seção 
normal de N na direção principal ei, o que justifica o nome de 
“superfícies dos centros”).

Passaremos agora a uma extensão do Teorema de Rauch em 
que a noção de ponto conjugado é substituída pela de ponto 
focal. Precisamos de uma definição.

4.7 Definição. Seja 7: [0, a] —> M uma geodésica de M. Seja 
B«(0) C 7/(0)± uma bola contida no complemento ortogonal de 
7'(0), de raio e e centro na origem 0. Diremos que 7 é livre de 
pontos focais em (0, a] se existe algum e > 0 tal que 7 não possui 
pontos focais relativamente à subvariedade = exp7(0)(£e(0)) 
(Fig- 5).

Figura 5
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Observe que como é geodésica em p, um campo de Jacobi 
J ao longo de 7, com J(0) 0 e J'(0) = 0, satisfaz automatica­
mente à condição:

Sy(»)(J(0)) = 0.
✓

O Lema do índice para pontos focais é o seguinte.

4.8 Lema. Seja y: [0, a] —> Mn uma geodésica livre de pontos 
focais em (0,a]. Seja J um campo de Jacobi ao longo de 7, 
com (J, 7^ = 0, e seja V um campo de vetores diferenciável por 
partes ao longo de 7 com = 0. Suponhamos que J'(0) = 0
e J(í0) — V(fo)} to € (0, aj. Então

WJ)<WV)

e a igualdade ocorre se e só se V = J em [0, ío] •

Demonstração: Seja {Ji,..., J„_i} uma base do espaço veto­
rial dos campos de Jacobi J tais que = 0, (J,7Z) = 0. O 
fato de que 7 é livre de pontos focais em (0, a] implica que, para 
cada í 6 (0, a], { Ji(í), • • •, Jn-i(t)} é uma base para (7z(í))±.

A partir daí, a prova segue de maneira inteiramente análoga✓ _
à do Lema do índice. □

4.9 Teorema. Sejam 7: [0,a] —»■ Mn e 7: [0,a] —► Mn+k 
geodésicas, com a mesma velocidade e sejam J e J campos de 
Jacobi ao longo de 7 e^, tais que

0 = J'(0) = Jz(0), <J(0),y(0)> = <J(0),7'(0)) = 0,

|J(0)| = | J(0)|.

Admita que 7 é livre de pontos focais em (0, a] e que, para todo 
t e todo x G T7(t)(AÍ), x G T7(t)(M), tem-se

> A(x,7z(í)).

Então |J| < |J|. Além disto, se para algum ío G (0, a], tem-se 
|J(í0)| = |J(ío)b então K(J(t),^(t)) = A(J(í),7'(í)) para todo 
t G [0,ío].
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Demonstração: A demonstração é análoga à do Teorema 2.3 
com as seguintes modificações: está bem definida, pois 7 é

livre de pontos focais e /,„(«£/),«(/)) > Ita (U, U} pelo Lema 
4.8. □

Outras extensões úteis do teorema de comparação de Rauch 
podem ser encontradas em F. Warner, Extensions of the Rauch 
comparison theorem to submanifolds, Trans. A.M.S. 122 (1966), 
341-356 e em H. Heintze e H. Karcher, A general comparison 
theorem with applications to volume estimates for submanifolds, 
Ann. Sei. École Norm. Sup., 11 (1978), 451-470.

O teorema de Rauch admite uma generalização global extre­
mamente importante, que é o chamado Teorema de Toponogov. 
Uma de suas versões se enuncia da seguinte maneira.

Teorema (Toponogov). Seja M uma variedade Riemanniana 
completa com curvatura seccional K > H. Sejam 71 e 72 seg­
mentos de geodésicas normalizadas em M com 71 (0) = 72(0). 
Indiquemos por M2(H) uma variedade de dimensão dois com 
curvatura constante H. Admitamos que a geodésica 71 é mini­
mizante e que, se H > 0, ^(72) < Consideremos em M2(H) 
duas geodésicas normalizadas 71, 72, tais que 71 (0) = 72(0), 
^(7i) = ^(7i) = ^i> i = 1,2, e ang(7((0),7^(0)) = ang(7Í(0), 
72(0)). Então

d(7i(^i),72(4)) < d(7i(^i),72(^2))-

Uma demonstração deste teorema pode ser encontrada em 
Cheeger e Ebin [CE].

O Teorema de Toponogov é um instrumento essencial para 
o estudo das relações entre topologia e curvatura mencionadas 
na Introdução do Capítulo IX. Um dos pontos culminantes deste 
estudo, o Teorema da esfera, será apresentado no Capítulo XIII 
deste livro. A demonstração aí apresentada não utiliza o Teo­
rema de Toponogov. Uma demonstração utilizando o Teorema 
de Toponogov, além de várias aplicações deste teorema ao estudo
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das relações entre topologia e curvatura, pode ser encontrada em 
Mercuri e Rigas [MR].

Exercícios
1. (Lema de Klingenberg). Seja M uma variedade Riemanni­

ana completa com curvatura seccional K < Kq , onde Kq é 
uma constante positiva. Sejam p,q £ M e seja 70 e 71 duas 
geodésicas distintas unindo p a q com ^(70) < ^(71). Ad­
mita que 7o é homotópica a 71, isto é, existe uma família 
contínua de curvas at, t 6 [0,1] tal que «o = 7o e £*1 = 71. 
Prove que existe to G [0,1] tal que

Qtt

^(7o) + ^(í*to) >
v-^o

(Assim, a homotopia dada tem que passar por uma curva 
“longa”. Fig. 6).

Figura 6
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Sugestão-. Admita ^(70) < (de outro modo, não há o 
que provar). Pelo Teorema de Rauch, expp: TPM —> M 
não possui pontos críticos em uma bola aberta B de raio 
Tr/yfKQ centrada em 0. Para t pequeno, é possível levantar 
a curva at ao espaço tangente TPM, i.e., existe uma curva 
ãt em TPM, ligando exp“x(p) = 0 a exp~x(g) = q, tal 
que expp oãt = at. E claro que não é possível fazer o 
mesmo para todo t E [0,1], pois «i não pode ser levantado 
mantendo as extremidades fixas. Conclui-se que para todo 
£ > 0 existe um í(e) tal que «(£) pode ser levantado em ãt(e) 
e ãt(e) contém pontos a distância < £ do bordo dB de B. 
Caso contrário, para algum £ > 0, todo levantamento ãt 
está a uma distância > £ de dB\ o conjunto dos í’s para os 
quais é possível levantar at seria então aberto e fechado e «i 
poderia ser levantado, o que é uma contradição. Portanto, 
para todo £ > 0, tem-se

2%
^Í7o) + ^(at(e)) — zv?- — 2C- 

V A0

Escolha agora uma seqüência {en} —> 0, e considere uma 
subseqüência convergente de {t(en)} —* t0 . Então existe 
uma curva ato com

27T
^(70) +^(«to) >

2. Use o lema de Klingenberg do exercício anterior para pro­
var o Teorema de Hadamard (v. Teorema 3.1 do Cap. 
VII).
Sugestão: Faça Kq = 1/n, n inteiro, no lema de Klingen­
berg e mostre que se M é simplesmente conexa, existe uma 
única geodésica ligando dois pontos p,q E M. Pois se e- 
xistissem duas tais geodésicas, elas seriam homotópicas e, 
pelo lema de Klingenberg, existiría uma seqüência de cur­
vas de comprimentos > ity/n nesta homotopia.

3. Seja M uma variedade Riemanniana completa com curva-
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tura seccional não positiva. Prove que 

|(dexpp)v(w)| > |w|,

para todo p £ M, todo v G TPM e todo w G TV(TPM).

4. (Conjuntos focais de curvas do plano).

a) Seja C C K2 uma curva regular. Mostre que o con­
junto focal F(C) C R2 de C é obtido tomando na 
normal positiva n de p G C um comprimento igual a 
1/k, onde k é a curvatura de C em p.

Sugestão: Use o mesmo argumento do Exemplo 4.6.
2 2

b) Mostre que o conjunto focal da elipse ^2 + pr = 1 é 
dado por

{(*,!/) 6 K2; (ax)2'3 + (fn,)2/3 = (o2 - i,2)2'3} 

(Fig. 7).

Figura 7
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c) Mostre que o conjunto focal da curva

t —* (cos t + t sen t, — sen t + t cos í)

é o círculo t —» (cosí, — sení) (Fig. 8).

5. (O teorema de comparação de Sturm). Neste exercício 
apresentaremos uma demonstração direta do Teorema de 
Rauch em dimensão dois, sem utilizar o material do pre­
sente capítulo. O que faremos será indicar uma demons­
tração do Teorema de Sturm mencionado na Introdução do 
capítulo.
Sejam

/"(í) + íf(t)/(í) = 0, /(o) = o, ieM,

/"(f) + í(t)/(«) = o, /(0)=0, feM,

duas equações diferenciais ordinárias. Suponhamos que 
K(t) > K(t) para í e [0,£], e que /'(O) = /'(O) = 1.

Figura 8
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a) Mostre que para todo t Ç. [0, £],

(1) 0 = [‘ {/(/" + Kf) - /(/" + Kf)}dt

Jo
= [//' - //']ó+ [ (K-K)ffdt.

Jo

Conclua daí que o primeiro zero de f não ocorre antes 
do primeiro zero de f (isto é, se /(í) > 0 em (0, ío) e 
/(ío) = 0, então /(í) > 0 em (0, í0)).

Sugestão: Pela condição inicial, /(í) é positivo em uma 
vizinhança de zero. Admita que /(íi) = 0, íi < t0. Então

< 0, /(íi) > 0, e isto contradiz (1).

b) Suponha que /(í) > 0 em (0, £]. Use (1) e o fato que 
/(í) > 0 em (0, €] para mostrar que /(í) > /(í), í G 
[0, £], e que a igualdade se verifica para í = íi G (0, £] 
se e só se A(í) = A(í), í g [0, íi].
Verifique que isto é o Teorema de Rauch em dimensão 
dois.

Sugestão: De (1) conclui-se que f'/f>f'/f, isto é, (log /)'> 
(log/)'. Seja 0 < to < í < Integrando a última desi­
gualdade entre ío e í, obteremos

log/(í) - log/(í0) > log/(í) - log/(í0),

isto é,

/(*)//(*) > /(ío)//(ío), para todo í0 G (0,£]. 

Observe agora que

lim (/(í0)//(í0)) = lim(/'(ío)//'(ío)) = 1,
to—>0 to—>0

donde a desigualdade pedida. Para a igualdade, volte a (1).
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6. (O teorema de oscilação de Sturm). O que se segue é 
uma pequena generalização do teorema de comparação de 
Sturm. Apresentaremos o resultado em forma geométrica. 
Seja M2 uma variedade Riemanniana completa de dimensão 
2, e seja 7: [0,00) —> M2 uma geodésica. Seja J(í) um 
campo de Jacobi ao longo de 7 com J(0) = J(ío) = 0, 
ío 6 (0,00), e J(í) ^0, íe (0, ío)- Então J é um campo 
normal a 7 e pode ser escrito J(í) = /(í)e2(í), onde e2(í) 
é o transporte paralelo de um vetor unitário e2 € T7(0) (M) 
com e2 ± 7z(0). Como J ê um campo de Jacobi,

r (í)+a(í)/(í)=0,

onde K é a curvatura Gaussiana de M2. Admita que 

7f(í) < L(í),

onde L é uma função diferenciável em [0,00). Prove que 
toda solução da equação

f"(t) + L(í)/(í) = 0

possui um zero em [0,ío], isto é, existe íi e [0,ío] com 
/(*i) = 0.

Sugestão: Suponha que f(t) / 0 para todo í € [0, ío]. 
Usando a expressão (1) do exercício anterior, obteremos

(2) f°(A - L)ffdt + /(ío)/'(<o) - /(0)/'(0) = 0.

Jo

Suponha, por exemplo, que /(í) > 0 e /(í) < 0 em (0, ío). 
Então /'(0) < 0 e /'(ío) > 0. Isto contradiz (2). Os outros 
casos são tratados do mesmo modo.

7. (Critério de Kneser para pontos conjugados em superfícies). 
Seja M2 uma variedade Riemanniana completa de dimensão 
dois e seja 7: [0,00) —* M2 uma geodésica com 7(0) = p.



266 [CAP. X: O TEOREMA DE COMPARAÇÃO DE RAUCH

Seja A"(s) a curvatura Gaussiana de M2 ao longo de 7. 
Admita que:

(3) K(s)ds <
1

4(íTÍ)’ para todo t > 0,

no sentido que a integral converge e tem a limitação indi­
cada.

a) Defina

e mostre que u/(t) + (w(í))2 < — K(t).

b) Paraí > 0, façau/(í)+(cu(í))2 = — L(t) (donde L(t) > 
K(t)) e defina

/(f) = exp (í
tu(s)ds t > 0.

Mostre que

r(t)+L(t)/(t)=0, /(o) = 1.

c) Observe que /(í) > 0 e use o teorema de oscilação 
de Sturm (Exercício 6) para mostrar que não existe 
um campo de Jacobi J(s) em 7(s) com J(0) = 0 
e J(s0) = 0, para algum sq € (0,00). Portanto, a 
condição (3) implica que não existem pontos conjuga­
dos a p ao longo de y.



Capítulo XI

O Teorema do índice de 
Morse

1 Introdução
✓

Neste capítulo pretendemos demonstrar o Teorema do índice 
de Morse. Tal resultado relaciona o número de pontos conju­
gados em um segmento de geodésica, contados com suas mul- 
tiplicidades, ao índice de uma certa forma quadrática definida 
a partir da fórmula da segunda variação (essencialmente, a ex­
pressão ia(y, v))._ /

O Teorema do índice de Morse é uma generalização de um 
resultado clássico de Jacobi (v. Cor. 2.9) que afirma que um 
segmento de geodésica minimiza o comprimento de arco relati­
vamente às curvas “vizinhas” de mesmas extremidades se e só se
um tal segmento não possui pontos conjugados. A demonstração✓
do Teorema do índice que aqui apresentamos utiliza o Lema do 
índice do Capítulo X.

2 O Teorema do índice
Seja 7: [0, a] —» Mn uma geodésica. Indiquemos por V(0, a)= 

V o espaço vetorial formado por campos vetoriais V ao longo de
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7, diferenciáveis por partes e se anulando nas extremidades de 
7, isto é, V(0) = V(a) = 0.

2.1 Definição. A forma do índice de 7 é a forma quadrática 
associada à forma bilinear simétrica Ia definida em V por

(1) /O(V,IV)= f\(V',W') - (R(y',VW,W)}dt,

Jo
onde V,W G V. (Cf. Obs. 2.10 do Cap. IX).

Observe que a simetria de Ia decorre da parte (d) da Proposi­
ção 2.5 do Capítulo IV.

De uma maneira geral, chamamos índice de uma forma bili­
near simétrica B em um espaço vetorial V à dimensão máxima 
de um subespaço de V no qual a forma quadrática associada a B 
é negativa definida. A nulidade de B é a dimensão do subespaço 
de V formado pelos elementos V E V tais que B(V, W) — 0, para 
todo W G V; tal subespaço é o espaço nulo de B. Diz-se que B 
é degenerada se a sua nulidade for estritamente positiva.

Podemos agora enunciar o teorema principal deste capítulo.

2.2 Teorema do índice (Morse). O índice da forma Ia é finito 
e igual ao número de pontos 7(í), 0 < t < a, conjugados a 7(0), 
cada um contado com a sua multiplicidade.

Antes de iniciar a demonstração do teorema, precisamos de 
algumas proposições preliminares.

2.3 Proposição. Um elemento V G V pertence ao espaço nulo 
de Ia se e somente se V é um campo de Jacobi ao longo de 'y. 
Demonstração: Primeiro observamos que, como apenas para 
um número finito de pontos tj, j — l,...,fc — 1, ^-(Ç) 7^ 
^p(tjH), temos a seguinte expressão para Ia. (Compare Obs. 
2.10 do Cap. IX)

(2) Ia(V, W)=- r (V" + fí(7z, V)y, W) dt
Jo 
k-1-x
J=1
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Se V é um campo de Jacobi, então por (2), V está no espaço 
nulo de Ia.

Reciprocamente, suponha que ÍO(V, W) = 0 para todo W E 
V. Seja 0 = t0 < íi < • • • < ífc-i < tk = a uma subdivisão de 
[0, a] tal que a restrição V|[íj_i.tj] é diferenciável, j = 1,..., k. 
Seja f: [0, a] —> R. uma função diferenciável com /(í) > 0, para 
t t}; e f{tj) = 0, j = 0,... ,k. Defina W por

W) = /(í)(V" + W,'/)7').

Então

0 = I„(V,W) = f/WIIV" + H(y. v)7'||2df.

JQ

Segue-se daí que o integrando se anula, e portanto a restrição 
é um campo de Jacobi. Para ver o que ocorre em

cada tj , escolha T E V de modo que

DV, DV,

Como

0 =
J=1

k 1 DV, DV, , 2

concluimos que V é de classe C1 em cada tj . Por unicidade das 
soluções de uma equação diferencial ordinária, V é (pelo menos) 
C2. Portanto V é um campo de Jacobi. □

2.4 Corolário. Ia é degenerada se e somente se os pontos 7(0) 
e 7(a) são conjugados ao longo de 7. Neste caso, a nulidade de 
Ia é igual à multiplicidade de 7(12) como ponto conjugado.

Para a próxima proposição, bem como para a demonstração _ ✓
do Teorema do índice, precisamos de algumas considerações pre­
liminares.
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Como cada ponto de M está contido em uma vizinhança 
totalmente normal e 7([0, a]) é compacto, podemos escolher uma 
subdivisão

0 = t0 < ti < • • • < ífc-i < tk = a

de [0, a] tal que cada 7|[<j-i,tj], j = 1,..., fc, esteja contido em 
uma vizinhança totalmente normal. Assim cada 71 [tj_ 1, £■,] é uma 
geodésica minimizante e não contém pontos conjugados. No que 
se segue, uma tal subdivisão será chamada normal e será fixada 
até menção em contrário.

Seja V~(0, à) = V~ o subespaço vetorial de V formado pelos 
campos V tais que Vj[tj-i,tj], i = l,...,fc, é um campo de 
Jacobi; V~ tem dimensão finita. Seja V+ o subespaço de V 
constituído pelos campos W tais que W(fi) = tV(í2) = • • • = 
W-l) = 0.

2.5 Proposição. V é a soma direta V = V+ © V~, e os sub­
espaços V+ e V~ são ortogonais em relação a Ia. Além disto, 
Ia restrita aV+ é positiva definida.

Demonstração: Dado V € V, seja W um campo em V~ dado 
por W(tj) = V(tj); como 7|[tJ_i,tJ] não posui pontos conjuga­
dos, um tal W existe e é único. Assim V — W € V+ e, portanto 
V = V+ © V". Além disto, se X e V~ e Y € V+, temos

j=l ' '

isto é, V+ e V~ são ortogonais relativamente a Ia . Isto demonstra 
a primeira parte da Proposição 2.5.

Como 7|[tj_ 1, tj], j = 1,..., k, são geodésicas minimizantes, 
elas têm energia menor do que qualquer outro caminho entre os 
seus extremos. Logo, se V € V+, então Ia(V, V) > 0.

Resta mostrar que JO(V, V) > 0 se V € V+ — {0}. Supo­
nhamos, por absurdo, que Ja(V,V) = 0 com V G V+, V 
0. Vamos primeiro mostrar que isto implica que V pertence ao 
espaço nulo de Ia. Com efeito, se W G V-, então ía(V, W) = 0,
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pela ortogonalidade acima. Se W G V+, considere a desigualdade

o < Ia{v + cW,V + cW) = 2cIa(V, W) + c2Ia(W, W),

válida para todo real c. Isto quer dizer que existem reais A > 0 
e B tais que Ac2 + 2Bc > 0 para todo c G R, o que só é possível 
quando B = 0, isto é, Ia(V,W) — 0. Portanto V pertence ao 
espaço nulo de Ia. Como o espaço nulo é constituído de campos 
de Jacobi e V se anula em tj, concluimos que V — 0, o que é 
uma contradição, e conclui a demonstração. □

2.6 Corolário. O índice de Ia é igual ao índice de Ia restrito 
a V~; em particular, o índice de Ia é finito. O mesmo se passa 
com a nulidade de Ia .

Demonstração do Teorema do índice: Convém introduzir 
a seguinte notação. Se t G [0, a], indicaremos por a restrição 
de 7 ao intervalo [0, <]; a forma do índice correspondente será 
indicada por It, e o índice de It será indicado por í(í). Desta 
maneira, definimos uma função i: [0, a] —> N, cujo comporta­
mento queremos estudar.

Lembrando que a subdivisão de [0, a] por pontos tj, j = 
0,..., k, (que estamos supondo fixada) foi escolhida de modo que 
7|[íj_i, íj] é uma geodésica minimizante, concluimos que i(t) é 
zero em uma vizinhança de 0. Além disso, i(í) é não decrescente, 
isto é, se t > t, então i(í) > i(t). Com efeito, por definição 
de i(í), existe um subespaço U C V(0, í) tal que It é negativa 
definida em lí e dimZY = i(f). Todo elemento V EU se estende 
a um elemento V G V(0, í) definindo V = 0 em [í, t], E claro que 
It(V, V) = It(V,V). Pela definição de índice, i(t) > i(í), como 
havíamos afirmado.

Para obter outras propriedades de i(t) procederemos da ma­
neira seguinte. Primeiro, observamos que por definição, i(t) não 
depende da escolha da subdivisão normal de [0,a]; podemos, 
portanto, escolher tal subdivisão de modo que t G Em
seguida, observamos que o índice de It é o índice da restrição de 
It ao subespaço V_(0, í); tal restrição será ainda indicada por It. 
Então, como cada elemento de V“(0, í) é determinado pelo seu
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valor nos pontos 7(íi),..., 7(íj_i), temos que V (0, t) é isomorfo 
à soma direta

V (0, í) — Af © • • • © M — Sj.

Decorre daí que fazendo t variar em (tj-i, tj), os espaços V_(0, í) 
são isomorfos entre si e isomorfos a Sj. Podemos, portanto, 
considerar as formas quadráticas It como uma família de formas 
quadráticas em um espaço fixo Sj . Além disto, como os elemen­
tos de V_(0,í) são campos de Jacobi “quebrados”, decorre de 
(2) que It depende continuamente de t € (tj_í,tj~).

Podemos agora obter mais informações sobre i(í) que serão 
colecionadas nos lemas abaixo.

2.7 Lema. Se e > 0 é suficientemente pequeno, i(t — e) = i(t).

Demonstração do Lema 2.7: Como i(fi) é não decrescente, 
i(t) > i(t — e), para todo £. Por outro lado, se It é negativa 
definida em um subespaço S C Sj, com dim(S) = i(í), então, 
por continuidade de It, existe e > 0 tal que It_£ ainda é negativa 
definida em S, donde i(t — e) > i(t). Portanto i(í) = i(t — s). □

Seja agora d a nulidade de It; observe que d = 0 se 7(i) não 
é conjugado a 7(0).

2.8 Lema. Se e > 0 é suficientemente pequeno, i(t + e) = 
i(t) + d.

Demonstração do Lema 2.8: Mostraremos primeiro que 
i(í + e) < i(t) + d. Com efeito, como dim(Sj) = n(j — 1), It é po­
sitiva definida em um subespaço de dimensão n(j — 1) — i(£) — d. 
Por continuidade, It+£ é ainda positiva definida neste subespaço, 
para e > 0 suficientemente pequeno. Logo

i(£ + s) < n(j — 1) — {n(j — 1) — i(t) — d} = i(í) + d.
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Figura 1

Para mostrar a desigualdade oposta, necessitaremos do Lema 
do índice (Lema 2.2. do Cap. X). Seja V E Sj, com V(íj_i) 0, 
e indiquemos com Vto o campo de Jacobi “quebrado” que concide 
com V(ti) em ti, i — — 1, e que se anula no ponto
to E (íj_i,íj). Afirmamos que

A0(K0,K0) > Ao+e(^to+£) ^to+e)-

Com efeito, se indicarmos por Wto (v. Fig. 1) o campo de vetores 
definido ao longo de 7QO, to + e]) por

w«o(í) = Vt0(í), 

= 0.

í E [0, í0], 

t E [ío, ío + £

teremos, pelo Lema do índice,

WM = It0+e(Wt0,Wt0) > Ito+eÇVto+e, Ffo+e),

onde a última desigualdade é estrita, pois Wto não é um campo 
de Jacobi. Isto prova a afirmação feita.

Logo, se V E Sj e It(V,V) < 0, então It+s(V,V') < 0. Por­
tanto, se It é negativa definida em um subespaço S C Sj, It+e 
ainda será negativa definida na soma direta de S com o espaço 
nulo de It ■ Logo

i(t ■+■ s) > i(í) H- d,

o que, junto com a desigualdade anterior implica que i(t + e) = 
i(í) -t- d. Note que se V(tj_i) = 0, ou V é identicamente nulo,
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ou V é um campo de Jacobi “quebrado”. Em ambos os casos, V 
não contribui para a nulidade d. □

As informações que obtivemos sobre i(f) permitem descrever 
i(í) como uma função que é zero em uma vizinhança da origem, é 
contínua à esquerda e tem descontinuidade tipo “salto” nos pon­
tos conjugados a 7(0), o salto sendo precisamente igual a mul­
tiplicidade do ponto conjugado (v. Fig. 2). Mas este é precisa­
mente o enunciado do Teorema do índice. □

I
4,

Figura 2. A função i(t)

2.9 Corolário (Jacobi). Seja 7: [0, a] —> M um segmento de 
geodésica em M tal que 7(0) não seja conjugado a 7(0). Então 
y não possui pontos conjugados em (0, a) se e somente se para 
toda variação própria de 7 existe um 5 > 0 tal que E(s) > E(0) 
para 0 < |s| < S. Em particular, se 7 é minimizante, y não 
possui pontos conjugados em (0, a).

2.10 Corolário. O conjunto dos pontos conjugados ao longo de 
uma geodésica é um conjunto discreto.

2.11 Observação. O teorema do índice pode ser generalizado 
para o caso em que os pontos 7(0) e 7(0) podem se deslocar sobre 
subvariedades. Veja-se W. Ambrose [Am 2]. Para uma versão 
extremamente geral do teorema do índice, v. S. Smale [Sm].

2.12 Observação. O fato de que o índice e a nulidade de I são 
finitas reflete o fato fundamental que a “variedade de dimensão 
infinita” QP)? = fi mencionada na Observação 2.7 do Capítulo IX
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pode ser substituída, em certas condições, por uma variedade 
de dimensão finita. Este foi o ponto de vista original de Morse 
para demonstrar seu teorema. Para algumas aplicações (cf. o 
Teorema de Esfera, Prop. 3.1), convém ter em mente esta cons­
trução que pode ser resumida do modo seguinte. (Para maiores 
detalhes, v. Milnor [Mi], pp. 88-92).

O

Seja ftc (resp. ftc) o subconjunto de ft formado pelas curvas 
de ft de energia < c (resp. < c). E claro que as curvas de ftc 
estão contidas em um subconjunto compacto S C M. Seja 6 > 0 
tal que dados dois pontos de S à distância menor do que ó, exis­
te uma única geodésica minimizante ligando estes dois pontos. 
Suponha que as curvas de ftc estão definidas em [0,1] e divida 
[0,1] por pontos ti, i = 0,..., k, de modo que \ti — | < Ç-

O o

Seja B C ftc (resp. B C ftc) o conjunto das geodésicas quebradas 
em ti, isto é, w G B se w(0) = p, w(l) = q, e w|(íi_i,£i) = Wi 
é uma geodésica ligando w(ti_i) a w(íj). Uma tal geodésica é 
inteiramente determinada pelos pontos w(tj) pois

L2(wí) = (ti - ti-^EÇwi) < ú2;

A correspondência

w —> (w(íi),..., w(ffc_i)) 6 M x • • • x M, w G B,

O

é bijetiva e leva B em um aberto de M x • • • x M. Isto permite 
introduzir uma estrutura diferenciável (de dimensão finita) em

O o

B. Observe que o espaço tangente TW(B) de uma geodésica 
quebrada w corresponde ao conjunto de campos de Jacobi ao

z
longo de w, quebrados em fj. E possível mostrar que existe

O o

uma homotopia hs: ftc —► ftc, s G [0,1] com h0 = ident. e
O O O o

hi: ftc —> B, isto é B é um “retrato de deformação” de ftc.
__  o

Restringindo a energia E a uma função E em B, verifica-se
O o

que as geodésicas 7 de ftc estão na variedade B e são precisa­
mente os pontos críticos de E. Além disso, o índice a a nulidade
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de I em 7 coincidem com o índice e a nulidade, respectivamente, 
do hessiano de E em 7, pois pelo Corolário 2.6 eles coincidem 
com o índice e a nulidade, respectivamente, de I restrito aos 
campos de Jacobi quebrados ao longo de 7.

Deste modo, para muitos efeitos, podemos substituir o con-
O o

junto fic por sua aproximação de dimensão finita B.

Exercícios
1. Prove a seguinte versão do Teorema de Bonnet-Myers: Se 

M é completa e a curvatura seccional K satisfaz K > S > 
0, então M é compacta e diam Aí < 7r/-\/J, usando o Teo­
rema de Comparação de Rauch e o teorema de Jacobi. 
Sugestão: Comparando M com uma esfera de curvatura <5, 
conclui-se, pelo Teorema de Rauch, que o primeiro ponto 
conjugado a 7(0) ao longo de uma geodésica normalizada 
7: [0,00) —> M não ocorre depois de 7(7r/\/á). Portanto 
uma geodésica de comprimento maior do que %/y/õ contém 
pontos conjugados. Pelo teorema de Jacobi, tal geodésica 
não é minimizante.

2. Demonstre a seguinte desigualdade sobre funções reais. Seja 
f: [0, %] —> R uma função real de classe C2 tal que /(O) = 
/(%) = 0. Então

rfdt< í\f'ydt,
Jo Jo

e a igualdade ocorre se e só se f(t) = csent, onde c é uma 
constante. (No próximo exercício, utilizaremos este fato 
para demonstrar um fato geométrico interessante). 
Sugestão: Uma solução geométrica é a seguinte. Considere 
uma geodésica 7 normalizada ligando os pontos antípodas 
p e — p de uma esfera unitária S2. Seja u(£) um campo 
paralelo ao longo de 7, com (v,y'} = 0, |u| = 1. Faça V =
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fv e calcule a segunda variação para o vetor variacional V, 
obtendo

wv)= [\fydt- r fdt.
JO Jo

Pelo teorema do índice de Morse, V) > 0, o que 
fornece a desigualdade. Para a igualdade, use o fato que 
In(y, V) = 0 implica que V é um campo de Jacobi.

3. Seja M2 uma variedade Riemanniana de dimensão dois 
completa e simplesmente conexa. Suponha que para todo 
ponto p G M, o lugar C(p) dos (primeiros) pontos con­
jugados de p se reduz a um único ponto q p e que 
d(p, C(p)) = 7r. Prove que, se a curvatura seccional K 
de M satisfaz K < 1, então M é isométrica à esfera S2 
com curvatura constante 1.
Sugestão: Seja J um campo de Jacobi ao longo de uma 
geodésica normalizada 7: [0,7r] —> M ligando p a q com 
J(0) = J(7r) = 0, (J, 7') = 0. Escolhendo campos ei, e2,... 
en_i, 7' paralelos e ortonormais ao longo de 7, podemos es­
crever J — Y^í=i aiei ■ Então, indicando Jf(£) — Kfy', J), 
usando integração por partes e o Exercício 2, teremos

0 = mj, j) = - T (j"+R(y, j)y, j} dt
Jo

= - Í Ç^2^i)dt- í K{t){^a2)dt

i JO i

= Í ^2^'i)2dt- í K{í)(^a2)dt 

J0 i Jo i

- 52 / ” KW>dt °-
i do

Conclui-se que K(t) = 1.

4. Seja a: R —* R uma função diferenciável com a(í) > 0, 
í 6 R, e a(0) > 0. Prove que a solução da equação dife-
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rencial

com condições iniciais y?(0) = 1, ç>z(0) = 0, possui pelo 
menos um zero positivo e um zero negativo.

5. Suponha que Mn seja uma variedade Riemanniana com­
pleta com curvatura seccional estritamente positiva e seja 
7r: (—oo,oo) —> M uma geodésica normalizada de M. Mos­
tre que existe ío € R tal que o segmento 7([—ío>to]) tem 
índice maior ou igual do que n — 1.
Sugestão: Seja Y um campo paralelo ao longo de 7 com 
(r.7')=0, |K| = 1. Faça

w(t) = WW.n K(t} = inf w(í), 

e seja a: R —> R uma função diferenciável tal que

0 < a(í) < K(t), 0 < a(0) < 7f(0).

Seja a solução de <p" + ap = 0 com ç?'(0) = 0, y?(0) = 1, 
e sejam —í1? í2 os zeros dados pelo Exercício 4. Mostre que 
para o campo X = p>Y a forma do índice fornece

h-h,í2]PCx) < - f W + dt = 0-
j-ti

6. Uma linha em uma variedade Riemanniana completa é 
uma geodésica 7: (—00,00) —> M que minimiza o compri­
mento de arco entre dois quaisquer de seus pontos. Mostre 
que se a curvatura seccional K de M é estritamente posi­
tiva, M não possui linhas. Dê um exemplo mostrando que 
o resultado é falso se K > 0.



Capítulo XII

O Grupo Fundamental das 
Variedades de Curvatura 
Negativa

1 Introdução

Seja Mn uma variedade Riemanniana completa com curva­
tura seccional K < 0. Uma informação fundamental sobre a to­
pologia de M é que o recobrimento universal de M é difeomorfo 
ao Rn (Cf. Teorema de Hadamard, Cap. VII). Neste capítulo, 
obteremos informações sobre o grupo fundamental 7Ti(AÍ) de M.

A importância de estudar 7Ti(M), quando M tem curvatura 
negativa, provém do fato que, em um certo sentido, toda a to­
pologia de M está contida em 7Ti(M). Mais precisamente, se 
estudam em Topologia Algébrica certos invariantes topológicos, 
chamados grupos de homotopia de dimensão k > 1, que genera­
lizam o grupo fundamental (= grupo de homotopia de dimensão 
um). Tais grupos podem ser definidos, a grosso modo, como 
classes de homotopia de aplicações f: Sk —> M de esferas Sk de 
dimensão k em M. E possível provar (v. M. Greenberg [Gb], pg. 
32) que se M é recoberta pelo Rn, então toda tal f é homotópica
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a uma constante se k > 2. Isto significa que os grupos de ho­
motopia de dimensão superior a um são triviais e que, portanto, 
ao nível de homotopia, as informações sobre a topologia de M 
estão contidas em 7r1(M).

O objetivo do capítulo é demonstrar o Teorema de Preiss­
man que afirma o seguinte: Se M é compacta e K < 0 então 
todo subgrupo abeliano não-trivial de 7Ti(AÍ) é cíclico infinito. 
Isto mostra, por exemplo, que o toro S1 x S1 x S1 cujo grupo 
fundamental é Z © Z © Z não pode ser munido de uma métrica 
de curvatura estritamente negativa.

Na Seção 2 introduziremos algumas noções importantes e 
demonstraremos um teorema de E. Cartan sobre existência de 
geodésicas fechadas que não usa hipótese alguma sobre a cur­
vatura. Na Seção 3 demonstraremos o Teorema de Preissman. 
Demonstraremos também que se M é compacta e K < 0, então 
7Ti(M) não é abeliano. Finalmente, demonstraremos que é possí­
vel substituir no enunciado do Teorema de Preissman, a condição 
“subgrupo abeliano” pela condição mais fraca “subgrupo solúvel”.

2 Existência de geodésicas fechadas

Indicaremos por ti: M->Mo recobrimento universal de uma 
variedade Riemanniana completa M com a métrica do recobri­
mento e por A(M) o grupo das transformações de recobrimento 
de M (automorfismos do recobrimento). Observe que os elemen­
tos diferentes da identidade de A(M) são isometrias sem pontos 
fixos de Aí e que Â(AÍ) é isomorfo a 7Ti(AÍ;p), p G M (cf. Mas­
sey [Ma]). Convém recordar que este isomorfismo depende da 
escolha de um ponto p G Aí, com 7r(p) = p, e faz corresponder 
a cada g G 7Ti(AÍ;p) uma isometria ctp G T(AÍ) definida do se­
guinte modo: Se q G Aí, liga-se q a p por um caminho d, faz-se 
7r(d) = a e f3 = cr^ga, onde, por abuso de notação, indicamos 
também por g um caminho na classe g. No que se segue, se
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/5: [0,1] —> M é um caminho em M, /3g(l) indicará o ponto final 
do levantamento em M de f3 a partir de q. Tomando (3 — oga~\ 
definimos

= 4(1)-
2.1 Definição. Um conjunto £ de caminhos fechados em M 
é chamado uma classe livre de homotopia se quando f G £, e 
g: I —> M é tal que existe uma homotopia

F: I x I -+ M, F(0,t) = f(t), F(l,t) = p(t), F(s,0) = F(s, 1),

então g G £. O conjunto de tais classes será indicado por Ci(M).
A diferença entre a definição acima e a de grupo fundamental 

é que na classe livre permitimos que as origens dos caminhos 
variem em M.

O teorema abaixo mostra que em uma variedade Riemanni­
ana compacta M com 7Ti(AÍ) {e} existe sempre uma geodésica 
fechada, isto é, uma curva fechada que é geodésica em todos os 
seus pontos. Convém distinguir uma geodésica fechada de um 
laço geodésico que é uma curva fechada que é geodésica em todos 
menos um de seus pontos, onde ela deixa de ser regular (v. Fig. 
!)•

fechada

Figura 1

2.2 Teorema (Cartan). Se M é compacta eCe Ci(M) não é 
a classe constante, então existe uma geodésica fechada de M na 
classe C.
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Demonstração: Seja d o ínfimo dos comprimentos das cur­
vas diferenciáveis por partes pertencentes a £. Como £ é não 
trivial, d > 0. Seja 7,- uma seqüência de curvas diferenciáveis 
por partes pertencentes a £ tal que ^(7,) —> d. Podemos supor 
que t, é uma geodésica quebrada definida no intervalo [0,1] pa­
rametrizada proporcionalmente ao comprimento de arco. Seja 
L = sup^(7j). Então

d(7j(íi),7j(Í2)) < í l7Í(í)ldí < Lfo-ti),
Jt!

para todo ti < t2 € [0,1]. Portanto o conjunto {7,} é equicontí- 
nuo. Como M é compacta, existe uma subseqüência de 7? , que 
indicaremos ainda por 7,, que converge uniformemente para uma 
curva fechada contínua 70: [0,1] —> M.

Seja agora 0 = to < £1 < • • • < tk = 1 uma partição do 
intervalo [0,1] tal que 70 L .,, i = 1,.. ■, k, está contida em 
uma vizinhança totalmente normal. Seja 7: [0,1] —> M a curva 
diferenciável por partes tal que 7* = 7I,. ., é o único segmento

de geodésica que liga os pontos 7o(íi-i) e 70 (ti)- É claro que 
7 6 £, onde £(7) > d. Vamos mostrar que ^(7) = d.

Suponhamos que ^(7) > d e seja e — • Existe um inteiro
j tal que

£(7,) — d < £ e d(7j(í),7o(í)) < £, para todo tE [0,1].
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Indicando por 7* = 77L ,,, teremos

k
+ 2e) = £(7,) + 2ks < d + (2fc + l)e

i=l
k

= <(7) = E«(''Í)-
i=l

Portanto, existe um inteiro i, 1 < i < k, tal que 

í(7‘) + 2e < <(Y),

o que contradiz o fato de ser 7’ minimizante e prova que £(7) = d.
Parametrizemos 7 pelo comprimento de arco. Então 7: [O,dj—> 

M é uma geodésica quebrada que tem comprimento mínimo na 
classe C. Vamos mostrar que 7 é regular no ponto pi = 7(íj), 
para todo i = 0,... ,k.

Suponhamos o contrário e seja B uma bola convexa centrada 
em pi. Escolha pontos <31 e q2 em 7 A B de modo que o triângulo 
geodésico Piqiq2 seja homotópico a um ponto (v. Fig. 2). Então 
a curva fechada constituida pela geodésica minimizante q^q2 e 
pelo arco de 7 entre çi e q2 que não contém pi está na classe £ e 
tem comprimento menor do que 7, o que é uma contradição. □

2.3 Observação. Se M não é compacta, o teorema é falso, 
como mostra o exemplo da Fig. 3. A Fig. 3 representa uma 
superfície de revolução gerada por uma curva que assintota o eixo 
de revolução. Como existem curvas arbitrariamente pequenas 
nas classes livres de homotopias que não são triviais, tais classes 
não admitem curvas de comprimento mínimo.

2.4 Observação. Se M é simplesmente conexa (e compacta), a 
existência de uma geodésica fechada em M, embora verdadeira, 
é um problema bem mais difícil. Em verdade, o problema de de­
terminar o número e a natureza das geodésicas fechadas de uma 
variedade Riemanniana é um dos belos capítulos da Geometria. 
Uma boa referência é Klingenberg [K£ 4].
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Para os nossos objetivos, é importante saber quando uma 
isometria de M sem pontos fixos deixa invariante uma geodésica.

Figura 3. Uma superfície que não possui 
geodésicas fechadas

2.5 Definição. Umajsometria sem pontos fixos
é uma translação de M se deixa invariante alguma geodésica 7 
de M, isto é, se /(c) = c, onde c = 7((—00,00)). Neste caso, 
diremos que f é uma translação ao longo de 7.

2.6 Proposição. Seja M uma variedade Riemanniana com­
pacta e a uma transformação de recobrimento de M considerada 
com a métrica do recobrimento. Então a é uma translação de M. 
Demonstração: Seja p G M e seja g E tt^M^p), p = 7r(p), o 
elemento corresponde a a pelo isomorfismo mencionado no início 
desta Seção. Podemos supor a 7^ ident. Pelo Teorema de Cartan, 
existe uma geodésica fechada 7 de M na classe livre determinada 
por g. Escolha um ponto q E 7. Então 7 é homotópica a um 
caminho fechado o~1gcr, onde o é um caminho ligando p a q. 
Seja q = dp(l), isto é, q é o ponto final de levantamento de o 
a partir de p. Seja 7 o levantamento de 7 a partir de <7; vamos 
mostrar que a deixa 7 invariante.

Para isto, seja «q E A(M~) a isometria correspondente à classe 
[7] E 7Ti(AÍ;ç) e ao ponto q, no isomorfismo acima indicado.
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Afirmamos que = a. Com efeito, como 7 é homotópica a 
agcr-1, seus levantamentos a partir de q têm o mesmo ponto 
final, isto é,

«(<?) = ag(q).

Portanto, q é um ponto fixo de aoa?1, e a afirmação feita decorre 
facilmente.

Decorre daí que se 7(s) é um ponto de levantamento de 7 a 
partir de q, teremos, por unicidade do levantamento,

«(?(«)) = «9(7(5)) e 7,

o que mostra que 7 é invariante por o, e demonstra a Proposição.
□

3 O Teorema de Preissman

Um triângulo geodésico T em uma variedade Riemanniana 
M é um conjunto formado por três segmentos de geodésicas mi­
nimizantes normalizadas (chamadas lados do triângulo)

7i:[(Vi]->M, 72: [0,4]-> M, 73: [0,4] -* M,

de modo que 7^) = 7i+i(0), i = 1,2 e 73(^3) = 7i(0)- Os pon­
tos terminais dos segmentos de geodésicas são chamados vértices 
de T. O ângulo

7,uo», i = 1.2.

OU

(-73^),7i(0)),

é chamado o ângulo (interno) do vértice correspondente.
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3.1 Lema. Seja M uma variedade Riemanniana completa, sim­
plesmente conexa com curvatura K < 0. Sejam a,b ec três pon­
tos de M. Tais pontos determinam um único triângulo geodésico 
T de M com vértices a, b e c. Sejam a, f3 e 7 os ângulos dos 
vértices a, b, c, respectivamente, e sejam A, B, C os compri­
mentos dos lados opostos aos vértices a, b c, respectivamente. 
Então

(i) A2 + B2 - 2ABcos 7 < C2 (< C2, se K <Q)

(ii) a + fd + 7 < 7r (< 7r, se K < 0/

Demonstração: Sejam 74, 7b, 7c as geodésicas de comprimen­
tos ^(74) — A, ^(7b) = B, = C que formam os lados de T. 
Sejam rA = exp71(7A), = exp-1 (73) eTc = exp;;1 (7c) cur­
vas em TC(M). Como 74 e 7b são geodésicas, radiais de origem 
c, temos

A - ^(74) = ^4), B = ^b} = í{Yb}.

Além disto, indicando por To o segmento de reta em TC(M) que 
liga as extremidades de Tc, temos que ^(r0) < ^(ITc) (v. Fig. 
4) e

^(r0)2 = A2 + B2 - 2AB cos 7.
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Como K < 0 e TC(M) tem curvatura nula, podemos aplicar a 
Proposição 2.5 do Capítulo 10 (aplicação do teorema de Rauch) 
e obter que

£(rc) < ^(7c) (<, se K < 0).

Conclui-se daí que

A2 + B2 - 2ABcos7 < £(rc)2 < €(7c)2 = C2 (<, se K < 0),

o que demonstra (i).
Para demonstrar (ii), observamos que

C — d(a, 6), B = d(a, c), A = d(b, c)

e, portanto, cada comprimento A, B ou C é majorado pela soma 
dos^outros dois. Podemos então encontrar no espaço euclideano 
TC(M) um triângulo cujos lados têm comprimentos A, B e C. 
Indicando os ângulos opostos deste triângulo por a', fi' e 7', 
respectivamente, obtemos de (i),

a < a', (3 < fi', 7 < 7' (<, se K < 0).

Como a' + fi' + y' = %, segue-se (ii). □

De agora por diante, M indicará uma variedade Rieman­
niana completa com curvatura seccional K < 0. Como sem­
pre, tt: M M indicará o recobrimento universal de M com 
a métrica do recobrimento. O nosso objetivo é demonstrar o 
seguinte teorema.

3.2 Teorema (Preissman [Pr]). Se M é uma variedade Rie­
manniana compacta de curvatura negativa, então todo subgrupo 
abeliano diferente da identidade do grupo fundamental 7Ti(M) é 
cíclico infinito.

A demonstração depende de uma série de lemas.

3.3 Lema. Se K <0 e f: M -> M é uma translação ao longo 
da geodésica y, f 7^ id., então 7 é a única geodésica invariante 
por f.
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Demonstração: Suponhamos que f deixa invariante duas geodé­
sicas 71 e 72 • Como f não tem pontos fixos, 71 C 72 = 0; caso 
contrário, 71 C 72 tem pelo menos dois pontos, o que contra­
diz o fato que a aplicação exponencial é um difeomorfismo em 
M (teorema de Hadamard). Sejam px G 71 > P2 G 72, e seja 
73 a geodésica minimizante ligando pi e p%. Consideremos o 
“quadrilátero geodésico”px, /(px), P2, /(P2) em M (Fig. 5) e 
indiquemos os seus ângulos (internos) por a, tt — a1 (adjacen­
tes ao lado 71), 0, n — 0' (adjacentes ao lado 72)- Como f é 
uma isometria, a = a' e 0 = 0'. Portanto, a soma dos ângulos 
internos de um tal quadrilátero é igual a 2%. Dividamos agora 
este quadrilátero em dois triângulos Tx e T% e indiquemos por 
JT a soma dos ângulos internos do triângulo Tj, i = 1,2. E 
claro que, em cada vértice, a soma dos ângulos dos triângulos 
que aí chegam é maior ou igual que o ângulo do quadrilátero 
neste vértice. Portanto J2X + £2 — Decorre daí que um dos 
dois triângulos tem uma soma dos ângulos internos > %, o que 
contradiz o Lema 3.1 (ii). □

3.4 Lema. Se K < 0 e g: M -> M é uma isometria sem pontos 
fixos que comuta com uma translação f ao longo de 7, f id., 
então g é uma translação ao longo de 7.
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Demonstração: Basta observar que

f ° p(?) = 9 0 /(?) = 5(7),

donde, pela unicidade do lema anterior (7(7) — 7. □

3.5 Lema. Se todos os elementos de um subgrupo não-trivial 
H C 7Ti(M), considerados como isometrias de M, deixam inva­
riante uma geodésica fixa y, então H é cíclico infinito.

Demonstração: Fixe um ponto p € 7 como origem e considere 
a aplicação d: H —> R dada por 0(h) = ±d(p,h(py), onde o 
sinal — ou + é usado conforme h(p) está “antes” ou “depois” de 
p, respectivamente, na orientação de 7. Como os elementos de H 
são isometrias que deixam 7 invariante, 6 é um homomorfismo de 
H no grupo aditivo dos reais R. 0 é um homomorfismo injetivo; 
caso contrário, hi(p) — hvÇp), com h± 7^ h2, donde p seria um 
ponto fixo de h^h^1. Portanto, H é um subgrupo aditivo de R. 
Mas todo subgrupo aditivo de R ou é denso em R ou é cíclico 
infinito. Como as isometrias de H operam de modo totalmente 
descontínuo, H não é denso. Logo H é cíclico infinito. □

Demonstração do Teorema de Preissman: Seja H C ttj (M) 
um subgrupo abeliano com H {e}. Pela Proposição 2.8 e pelos 
Lemas 3.3 e 3.4, existe uma única geodésica 7 que é invariante 
por todos os elementos de H. Pelo Lema 3.5, H é cíclico infinito.

□

3.6 Exemplo. Seja N uma superfície de gênero dois e seja 
M = NxS1 a variedade produto de N por um círculo S1. Então 
M não possui uma métrica de curvatura negativa. Com efeito, 
se C C 7Ti(7V) é um subgrupo cíclico, então C © Z C 7n(AÍ) é 
um subgrupo abeliano que não é cíclico.

3.7 Exemplo. O m-toro S1 x • • • x S1 = Tm, m> 2, não possui 
métrica de curvatura negativa, pois o seu grupo fundamental é 
Z © • • • © Z (m vezes).

A mesma técnica usada no Teorema de Preissman permite 
obter um resultado um pouco mais geral. Antes, precisamos de
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um outro resultado sobre o grupo fundamental, também devido 
a Preissman.

3.8 Teorema. Se M é compacta e K < 0, então 7Ti(M) não é 
abeliano.
Demonstração: Para demonstrar o pedido, demonstraremos o 
lema abaixo que é um pouco mais geral.

3.9 Lema. Se M é completa, JC < 0, e existe uma geodésica 
invariante pelos elementos de A(M), então M não é compacta. 
Demonstraçãojio Lema: Seja 7 a geodésica invariante pelos 
elementos de A(M). Fixe um ponto p E 7, um número real t > 0, 
e considere a geodésica normalizada fi: [0,í] —> M, /3(0) = p, 
perpendicular a 7 em p. Sejam (3 = ir o fi, 7 = 71-0 7, p = 7r(p), 
e at uma geodésica minimizante em M ligando /3(t) a p. Vamos 
mostrar que o comprimento = t.

Seja ãt o levantamento de at a partir de fi(t). Como 7 é 
invariante, o ponto final de ãt pertence a 7. (V. Fig. 6). Como 
K < 0, pelo Lema 3.1 (i), /'(ãt) > £(fi). Por outro lado,

£(ãt) =/?«)< W = W=t,

donde ^(at) = t, como havíamos afirmado.
Como t é arbitrário, M não é limitada, o que conclui a de­

monstração do Lema 3.9. □

Figura 6
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O teorema segue agora do fato que se M é compacta, K < 0 
e 7Ti(M) é abeliano, existe uma geodésica invariante por todos 
os elementos de A(M). □

Podemos agora refinar o Teorema de Preissman e demonstrar 
o fato seguinte

3.10 Teorema (Byers, [4]). Se M é compacta, K < 0, e H é um 
subgrupo solúvel de 7Ti(M), H {e}, então H é cíclico infinito. 
Além disto, 7Ti(M) não possui subgrupo cíclico de índice finito.

Demonstração: Como H é solúvel, existe uma seqüência finita 
de subgrupos

H = Ho D Hr D ••• D Hk-i D Hk = {e}

tal que Hi+Í é normal em Hi e H,/Hl+-Í é abeliano. Então Hk-i 
é abeliano, donde, pelo Teorema de Preissman, cíclico infinito.

Seja g € 7Ti(M) um gerador de Hk-i e seja 7 a geodésica 
de M invariante por g. Sejam a € Hk-2 e b E Hk-i ■ Como 
a~1b~1ab e Hk-i, temos, para algum inteiro n,

a^b^ab = gn.

Decorre daí que

a-1ò-1aò(7) = ^”(7) = 7.

Como b E Hk-i, 6(7) = 7. Logo 6_1a(7) = <2(7), isto é, 6-1 deixa 
invariante a geodésica <2(7)- Por unicidade, <2(7) = 7. Portanto, 
todos os elementos de Hk-2 deixam 7 invariante. Pelo Lema 3.5, 
Hk-2 é cíclico infinito.

Repetindo o argumento acima um número finito de vezes, 
concluiremos que H é cíclico infinito, o que demonstra a primeira 
afirmação do teorema.

Para provar a afirmação final, suponhamos que existe um 
subgrupo H C 7Ti(M), cíclico e de índice finito. Seja g um 
gerador de H e seja 7 a geodésica de M invariante por g. Seja
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a G 7r1(M) — H. Como H tem índice finito, existem inteiros m 
e n tais que an = gm. Logo

on(7) = 2™ (7) = 7-

Por unicidade a(-y) = 7, para todo a E 7Ti(m) — H. Decorre daí 
que todos os elementos de 7Ti (M) deixam invariante a geodésica 
7. Pelo Lema 3.5, 7Ti(AÍ) é cíclico infinito, o que contradiz o 
Teorema 3.8. □

3.11 Observação. Variedades Riemannianas de curvatura não- 
positiva formam um tópico amplo da Geometria Riemanniana, e 
apenas tocamos no assunto. Ao leitor interessado em alguns de­
senvolvimentos recentes, recomendamos o excelente “survey”de 
P. Eberlein, “Structure of manifolds of nonpositive curvature”, 
in Global Diíferential Geometry and Global Analysis 1984, Pro- 
ceedings, Berlin, edited by D. Ferus, R. Gardner, S. Helgason 
and U. Simon, Lecture Notes in Math. 156, Springer Verlag, 
1985, pp. 86-153. Outras relações entre a geometria de uma 
variedade M de curvatura não-positiva e 77 (M) são descritas na 
Seção 7 deste “survey”.



Capítulo XIII 

O Teorema da Esfera

1 Introdução

Um dos mais belos resultados da Geometria Diferencial Glo­
bal é o teorema da esfera que afirma o seguinte:

1.1 Teorema. Seja Mn uma variedade Riemanniana compacta, 
simplesmente conexa, cuja curvatura seccional K satisfaz 

(1) 0 < h Kmax < K < Kmax.

Então se h = 1/4, M é homeomorfa a uma esfera.

O número h é chamada o “pinching”de M. Multiplicando a 
métrica por uma constante, podemos supor que Kmax = 1, e (1) 
pode ser escrita, sem perda de generalidade, como

(1’) 0 < h< K < 1.

O teorema da esfera foi demonstrado pela primeira vez por 
Rauch [R 1] para h ~ 3/4. Uma contribuição fundamental foi 
dada por Klingenberg [KZ? 1] que introduziu no problema a consi­
deração do “cut locus” (v. Definição na Seção 2). No caso em que 
a dimensão de M é par, Klingenberg obteve em [K£ 1] uma esti­
mativa para a distância de um ponto ao seu “cut locus” e provou
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o teorema para h ~ 0.55. Utilizando o teorema de Toponogov e 
a estimativa acima mencionada, Berger [Br 1] obteve o teorema, 
ainda em dimensão par, com h = 1/4. A utilização do teorema 
de Toponogov é de fato desnecessária, como foi mostrado por 
Tsukamoto [Ts[. Finalmente, Klingenberg [K£ 2] estendeu a sua 
estimativa para dimensão ímpar, o que junto com o trabalho de 
Berger [Br 1] implica o teorema como enunciamos acima.

No caso de dimensão par, o teorema é falso se substituímos 
(!’) Por

(2) 0 < 1/4 < K < 1.

É possível mostrar (v. Exercício 12, Cap. VIII) que o espaço 
projetivo complexo Pn(C), n > 1, é simplesmente conexo, com­
pacto, possui uma métrica cuja curvatura seccional satisfaz (2) e 
não é homeomorfo a uma esfera. Em verdade, em [Br 1] Berger 
demonstrou que se (2) é satisfeita então: ou diam(M) > tt, e M 
é homeomorfa a uma esfera, ou diam(M) = %, e M é isométrica 
a um espaço simétrico. (Para maiores detalhes, V. Cheeger e 
Ebin [CE].)

No caso de dimensão ímpar, sabe-se que o teorema ainda vale 
substituindo (1’) por (2), mas ignora-se se este resultado pode 
ser melhorado.

Para dimensão dois e três, o teorema é válido supondo apenas 
h > 0, isto é, se Mn, n = 2,3, é compacta simplesmente conexa 
e possui curvatura seccional positiva, então Mn é homeomorfa a 
Sn. Para n = 2 isto é uma conseqüência imediata do teorema 
de Gauss-Bonnet, e para n = 3, decorre de um resultado de 
Hamilton [H].

Neste capítulo apresentaremos uma exposição do teorema da 
esfera que não usa o teorema de Toponogov. Na Seção 2 in­
troduzimos a noção de “cut locus” e estudaremos algumas de 
suas propriedades. Na Seção 3 obteremos uma estimativa para a 
distância de um ponto ao seu “cut locus”. Em um ponto crucial 
da demonstração desta estimativa é necessário utilizar alguns 
fatos básicos de Teoria de Morse. Citaremos explicitamente os 
fatos necessários, com referências. Para dimensão par, a prova



[SEC. 2: O LUGAR DOS PONTOS MÍNIMOS (CUT LOCUS) 295

desta estimativa pode ser feita sem o uso da Teoria de Morse. A 
fim de tornar possível uma apresentação do teorema da esfera, 
pelo menos no caso de dimensão par, independente da Teoria de 
Morse, apresentaremos aqui esta demonstração. Na Seção 4 de­
monstraremos o teorema da esfera e na Seção 5 mencionaremos 
alguns desenvolvimentos recentes.

Salvo menção explícita em contrário, as variedades considera­
das neste capítulo serão completas e as geodésicas serão norma­
lizadas.

2 O lugar dos pontos mínimos (cut lo­
cus)

Seja M uma variedade Riemanniana completa, seja p € M 
um ponto de M, e seja 7: [0,oo) —*■ M uma geodésica norma­
lizada com 7(0) = p. Já sabemos que se t > 0 é suficientemente 
pequeno, d(7(O),7(f)) = í, isto é, 7([0,í]) é uma geodésica mi­
nimizante. Além disto, se 7([0, íi]) não é minimizante, o mesmo 
se passa para todo t > íi. Por continuidade, o conjunto dos 
números t > 0 para os quais d(7(O),7(t)) = t é da forma [0,ío] 
ou [0,00). No primeiro caso, 7(^0) é chamado o ponto mínimo de 
p ao longo de y, no segundo caso, diz-se que tal ponto mínimo 
não existe.

Definimos o lugar dos pontos mínimos de p (“cut locus”de 
p), indicado por Cm(p), como a união dos pontos mínimos de p 
ao longo de todas as geodésicas que partem de p.

Observe que se M é compacta, o seu diâmetro é finito, donde 
existe o ponto mínimo de qualquer ponto p 6 M ao longo de 
qualquer geodésica partindo de p. A recíproca deste fato é ver­
dadeira e será provada adiante (v. Cor. 2.11).

2.1 Observação. Sob o nome de “ligne de partage”o cut locus 
foi introduzido para superfícies por H. Poincaré em 1905 [Po].
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Para variedades Riemannianas, o cut locus foi introduzido por 
J.H. Whitehead em 1935, [Wh], que provou algumas das propri­
edades que apresentaremos adiante (v. pp. 700-704 de [Wh]). O 
interesse pelo cut locus foi reanimado em 1959 quando Klingen­
berg mostrou em [K€ 1] que a sua introdução é útil para melhorar 
o “pinching”do teorema da esfera.

Antes de apresentarmos alguns exemplos, convém demons­
trarmos uma propriedade fundamental do cut locus.

2.2 Proposição. Suponha que 7(í0) é o ponto mínimo de p — 
7(0) ao longo de 7. Então:

a) ou 7(to) é 0 primeiro ponto conjugado de 7(0) ao longo de 
7,

b) ou existe uma geodésica a 7^ 7 de p a 7(to) tal Que t!(a) = 
%)•

Reciprocamente, se (a) ou (b) se verifica, então existe t em 
(0, ío] tal que 7(í) é 0 ponto mínimo de p ao longo de y.

Demonstração: Seja í0 nas condições do enunciado, e seja 
{ío + £i} uma seqüência, onde £,> Oe {ej} —> 0. Considere uma 
seqüência de geodésicas minimizantes Oi ligando p a 7(ío + ef) 
e seja {cr'(0)} G TPM a seqüência de seus vetores tangentes em 
p. Como a esfera unitária de TPM é compacta, podemos supor, 
tomando se necessário uma subseqüência, que {cr'(O)} converge. 
Logo existe uma geodésica a tal que cr'(O) —> cr'(O). Por conti­
nuidade, cr é uma geodésica minimizante ligando p a 7(ío), isto 
é, ^(cr) = €(7). Se a 7^ 7, a afirmação (b) é verificada. Se cr = 7, 
vamos mostrar que (a) se verifica. Como 7 é minimizante até 
7(t0), bastará mostrar que dexpp é singular em ío7/(O).

Suponhamos portanto que cr'(0) — 7^(0) e que dexpp não é 
singular em fO7'(0). Então existe uma vizinhança U de ío7z(0) 
onde expp é uma difeomorfismo (Fig. 1). Por definição de 
crj , 7(ío + £j) = Cj(to + e'-), onde e) < £j, pois aj é minimi­
zante. Tome £j suficientemente pequeno para que (to+£y)cr'(0) e
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(t0 + eJ)7/(0) pertençam a U. Então

expp(í0 + £jb'(0) = 7(í0 + £j)

= aj(t0 + e') = expp(í0 + £jb'(0),

donde (í0 + £j)7'(0) = (t0 + e')<r'(0), isto é, 7'(0) = <x' (0), o que 
contradiz a definição de to, e conclui a prova da primeira parte 
da proposição.

Reciprocamente, se (a) se verifica, como uma geodésica não 
minimiza distâncias depois do primeiro ponto conjugado, (v. Co­
rolário 2.9 do Teorema do índice, Cap. XI), o ponto mínimo de 
p ao longo de 7 ocorre em 7(í), t < to-

Suponhamos agora que (b) se verifica. Seja e > 0 suficiente­
mente pequeno para que a(to — e) e 7(ío + c) estejam contidos 
em uma vizinhança totalmente normal de 7(ío), e consideremos 
a única geodésica minimizante t que liga a(t0 — e) a 7(ío + 
(Fig. 2). A curva p<r(to — c) U t tem comprimento estritamente 
menor do que ío + £- Portanto, o ponto mínimo de p ao longo de 
7 ocorre em 7(í), t <t0. □
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Agora estamos em condições de apresentar alguns exemplos.

2.3 Exemplo. Se Mn é a esfera Sn, e p € Sn, o cut locus de p 
é o seu ponto antípoda. Observe que, neste caso, o cut locus de 
p coincide com o lugar dos pontos conjugados a p.

2.4 Exemplo. Se Mn é o espaço projetivo real Fn(K), obtido 
por identificação dos pontos antípodas de Sn, o cut locus de 
[p, — p] E Pn(R) é o subconjunto Pn_1(R) C Pn(R) obtido por 
identificação dos pontos antípodas do “equador” de p. Observe 
que o lugar dos pontos conjugados de [p, —p] é o próprio [p, —p].

2.5 Exemplo. Consideremos o toro plano T obtido por iden- 
tificação dos lados opostos do quadrado ABCD da Fig. 3. E 
imediato verificar que o cut locus do ponto A ê o conjunto for­
mado pelas mediatrizes dos segmentos BA e BC. Observe que o 
lugar dos pontos conjugados é vazio. Analogamente, o cut locus 
de um ponto de um cilindro em R3 éa “geratriz oposta” àquela 
que passa por p.

8

.4

F.

H D

Figura 3
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2.6 Observação. No Exemplo 2.3 as situações (a) e (b) da 
Proposição 2.2 ocorrem simultaneamente. No Exemplo 2.4 a si­
tuação (b) ocorre antes da situação (a). No Exemplo 2.5, apenas 
a situação (b) ocorre. No exemplo do elipsóide da Figura 4, ex­
ceto para duas direções, a situação (b) ocorre antes de ocorrer 
(a).

2.6’ Observação. Uma variedade Riemanniana compacta M 
para a qual o cut locus Cm(p) de todo ponto p G M se reduz a um 
único ponto é chamada uma variedade wiedersehen. Existe um 
resultado devido a L. Green [Gn] que as superfícies (dimM = 2) 
wiedersehen são isométricas às esferas. Este resultado foi gene­
ralizado por M. Berger e J. Kazdan [Be, pp. 236-246] para o caso 
em que dim M é par, e por C.T. Yang [Yg] para o caso em que 
dim M é ímpar. Para uma exposição desta questão, v. Kazdan 
[Ka],

2.7 Corolário da Proposição 2.2. Se q é o ponto mínimo de 
p ao longo de y, então p é o ponto mínimo de q ao longo de —y; 
em particular, q € Cm(p) se e só se p E Cm(q).
Demonstração: Se q é o ponto mínimo de p ao longo de uma 
geodésica 7, então, pela Proposição 2.2, ou q é conjugado a p, ou
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existe uma geodésica a 7, ligando p a q, tal que €(cr) = £(7) = 
d(p, q). Em ambos os casos, o ponto mínimo de q ao longo de 
—7 não ocorre depois de p. Como ^(—7) = d(p, q), concluimos 
que p é o ponto mínimo de q ao longo de —7. □

2.8 Corolário da Proposição 2.2. Se q € M — existe
uma única geodésica minimizante ligando p a q.

O Corolário 2.8 mostra que expp é injetiva em uma bola 
aberta Br(p) centrada em p se e somente se o raio r é menor 
ou igual a distância de p a Cm(p). Por esta razão, é usual cha­
mar

i(M) = inf' d(p,Cm(p))pEM

o raio de injetividade de M.

O Corolário 2.8 mostra também que M—Cm(p) é homeomorfo 
a uma bola aberta do espaço euclidiano. Em um certo sentido, 
isto indica que a topologia de M está contida no seu cut locus.

A proposição abaixo mostra que a distância de um ponto p E 
M ao seu ponto mínimo ao longo de 7 depende continuamente 
da direção inicial de 7. Em verdade, a proposição é um pouco 
mais geral. Seja T\M o fibrado tangente unitário de M e defina 
uma função f: > R U {00} por:

Í
*o,

00,

se 7(to) é o ponto mínimo de 7(0) 
ao longo de 7,

se o ponto mínimo ao longo de 7 

não existe.

Introduza em R U {00} a topologia cuja base de abertos é dada 
juntando os intervalos abertos (a, 6) C R com os conjuntos da 
forma (a, 00] — (o, 00) U {00}. Observe que o conjunto [a, 00] é 
compacto nesta topologia, e que uma seqüência {ín} —> 00 nesta 
topologia quando lim tn — 00 no sentido usual.

71—>OO

2.9 Proposição. A função f, acima definida, é contínua.
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Demonstração: Consideremos seqüências 7i(0) —> 7(0) e 
7-(0) —> 7'(0), e sejam 7í(£q) e 7(ío) os pontos mínimos de 7i(0) e 
7(0) ao longo de 7^ e 7, respectivamente, onde Íq, to G R U {00}. 
Queremos provar que limtl0 = to-

Primeiro provaremos que lim sup ij, < ío. Se ío = 00, não há 
o que provar. Seja então í0 < 00 seja e > 0. Observe que não 
existem infinitos índices j tais que í0 + £ < Íq • Caso contrário,

d(7?(0)> + £)) = to+ e

e, por continuidade de d, ^(7(0), t(ío + £)) = ío + £, o que con­
tradiz o fato de ser 7(ío) o ponto mínimo de 7(0) ao longo de 
7. Portanto lim sup Íq < í0 + e, para todo £ > 0, o que prova a 
afirmação feita.

Seja agora í = lim inf tz0. Como

í = lim inf tzo < lim sup tz0 <to,

bastará mostrar que í > ío para concluir a prova.
Para isto suponha í < 00 (se í = 00 não há o que provar), 

e considere uma subseqüência da seqüência Íq , ainda indicada 
por Íq , que converge para í. Como um ponto de acumulação 
de pontos conjugados é um ponto conjugado, se para toda tal 
subseqüência, os pontos 7j(ío) são conjugados de 7j(0) ao longo 
de Tj , então t(í) é conjugado de 7(0) ao longo de 7, donde 
í > to, e teríamos concluído a demonstração.

Suponhamos, portanto, que existe uma subseqüência Íq —> í 
na qual, para todo j, 7j(Íq) não é conjugado a 7j(0) ao longo de 
7j . Pela Proposição 2.2, existem geodésicas aj com

<^(0) = 7j(0), <Tj(íá) = 7j(ío), ^j)=^(7j)-

Tomando, se necessário, uma subseqüência, podemos supor que 
aj —> a, onde a é uma geodésica ligando 7(0) a t(í). Se a 7^ 7, 
pela Proposição 2.2, teríamos í0 < í, como queríamos. Se a — 
7, então, por um argumento semelhante ao da Proposição 2.2, 
mostraríamos que t(í) é conjugado a 7(0), donde í > íq . □
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2.10 Corolário. Para todo p G M, Cm(p) é fechado; em parti­
cular, se M é compacta, Cm{p) é compacto.

z
Demonstração: E imediato verificar que

Cn(p) = <7(<); t = /(P>y(O))}

onde 7: [0, oo) —> M é uma geodésica normalizada com 7(0) = p 
e f é a função da Proposição 2.9. Logo, se q é um ponto de 
acumulação de Cm(p), existe uma seqüência 7,(tj), com tj = 
f{p, 7j(0)), tal que lim7j(tj) = q. Passando a uma subseqüência, 
se necessário, a seqüência 7^(0) converge para um vetor unitário 
v. Seja 7 a geodésica com 7(0) = p, 7'(0) = v. Então, como f é 
contínua,

q = lim7j(íj) = lim7j(/(p,7'(0)))

= limexpp(/(p,7<(0))7<(0)) = expp(/(p, 7'(0))t'(0))

= 7(/(p,y(0))) e Cm(p),

o que mostra que Cm(p) é fechado. □

2.11 Corolário. Suponha que M é completa e que existe p E M 
0 qual possui ponto mínimo para toda geodésica partindo de p. 
Então M é compacta.

Demonstração: Observe que

M = {7(í);í</(p,7'(0))}

para toda geodésica 7 de M com 7(0) — p. A hipótese do co­
rolário e a continuidade de f implicam que f é limitada. Por­
tanto M é limitada e o resultado segue do Teorema de Hopf- 
Rinow. □

2.12 Proposição. Seja p E M. Suponha que exista um ponto 
q E Cm(jp) que realiza a distância dep a Cm(p). Então:

a) ou existe uma geodésica minimizante y de p a q ao longo 
da qual q é conjugado a p,
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b) ou existem exatamente duas geodésicas minimizantes y e 
a dep a q; além disto, 7Z(€) — í — d(p, q).

Demonstração: Seja 7 uma geodésica minimizante ligando p 
a q. Pela Proposição 2.2, ou q é conjugado a p, ao longo de 7, 
e (a) se verifica, ou existe outra geodésica minimizante <7 7^ 7, 
ligando p a q com £(<7) = £(7). Suponhamos então que q não é 
conjugado a p ao longo de 7 e a, que 7z(^j / —cr'(£), e vamos 
obter uma contradição. Em particular, isto mostrará que, nesta 
situação, só podem existir duas tais geodésicas.

Como 7z(£) 7^ —crz(£), existe V G Tq(M) tal que 

<V,7W<0>

Seja r: (—e, e) —> M uma curva com r(0) = q, r^Qi) = V. Como 
q não é conjugado a p ao longo de 7, existe uma vizinhança U C 
TPM de ^7z(0) onde expp é um difeomorfismo. Seja v: (—e, ej —> 
U uma curva tal que expp u(s) = r(s), s G (—e, e), e seja 7s(í) = 
expp ju(s), t G [0, £], uma variação de 7 (v. Fig. 5). Pela fórmula 
da primeira variação,

d_
ds

<(7.) = (KYM) < 0.
s=0

Como q não é conjugado a p ao longo de a, obteremos de 
maneira análoga uma variação crs(t) de a tal que:

ds
(<(’.)) = (V,</(Q)<0,

s=0
as(^j = r(s).

Portanto, se s > 0 é suficientemente pequeno, ^(7S) < ^(7) e 
€(as) < ^(<7).

Se ^(7s) = é?(crs), pela Proposição 2.2, r(s) = 7s(é) é ponto 
mínimo de p. Como

= ^(7s) < d(P,Gn(p)),
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isto contradiz o fato de q realizar a distância de p a Cm(p). Se 
^(7s) < ^(<rs), ffs não é minimizante, donde existe um ponto 
mínimo crs(t) , t < í, de p ao longo de as. Mas isto contradiz 
de novo o fato de q realizar a distância de p a Cm(p). O caso 
^(?s) > ^(<rs) é análogo. □

A proposição abaixo mostra, se M é compacta e tem cur­
vatura seccional positiva, que a determinação de uma cota in­
ferior para a distância de um ponto ao seu cut locus depende 
da determinação de uma cota inferior para os comprimentos das 
geodésicas fechadas de M.

2.13 Proposição. Se a curvatura seccional K de uma variedade 
Riemanniana completa M satisfaz

0 < Amjn — A < Amax ,

então:

a) ou

b) existe uma geodésica fechada em M, cujo comprimento 
é menor do que o de qualquer outra geodésica fechada em 
M, tal que



[SEC. 3: A ESTIMATIVA DO RAIO DE INJETIVIDADE 305

ã(M) = ^(7).

Demonstração: Pelo Teorema de Bonnet-Myers (Teor. 3.1
do Cap. IX), M é compacta. Como T\M é compacto, segue-
se da Proposição 2.9 que existe p 6 M tal que d(p, =
inf d(r, Cm(rY). Como Cm(p) é compacto, existe q G Cm(p) tal 

rEM
que q realiza a distância de p a Cm(p).

Se q é conjugado a p, d(p,q) > pela Proposição
2.4 do Capítulo X. Se q não é conjugado a p, existem, pela 
Proposição 2.12, duas geodésicas minimizantes p e a de p a q, 
com //(£) = </(€), £ = d(p,qfi Como q E Cm(p), temos que 
p E e, pela sua própria definição, p realiza a distância de
q a Cm(qfi Decorre daí que //(O) = —cr'(O), donde pe a formam 
uma geodésica fechada 7 que, evidentemente, satisfaz (b). □

3 A estimativa do raio de injetividade

A proposição abaixo é uma peça crucial do teorema da esfera, 
e sua demonstração usa elementos da Teoria de Morse. O leitor 
que desejar se restringir ao teorema da esfera em dimensão par 
poderá omitir sua demonstração e passar diretamente para a 
Proposição 3.4.

3.1 Proposição (Klingenberg [K€ 2]). Seja Mn, n > 3, uma 
variedade Riemanniana compacta, simplesmente conexa, tal que 
1/4 < K < 1. Então, i(M) > 7r.

Precisaremos de alguns lemas.

3.2 Lema. Sejam M e M variedades Riemannianas de mesma 
dimensão e tais que as curvaturas seccionais respectivas K e 
K satisfaçam supK < iníK. Consideremos uma geodésica 
a: [0,£] —> M, cr(O) = p, e fixemos um ponto p E M. Seja 
i: TPM —> TpM uma isometria linear e seja ã: [0, £] —> M dada
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por
ã(i) = exp^t(icr'(O)) t G [0, £].

Então índice a > índice ã.
Demonstração: Seja W um campo vetorial diferenciável por 
partes ao longo de ã. Definamos, como usualmente (Cf. Cap. 
X), um campo W ao longo de a por

w(t) = = pt o r1 o

onde, por exemplo, Pt é o transporte paralelo ao longo de a de 
0 a t. É imediato que (Cf. Eq. (4) do Cap. X)

|W)I = |W)|.

Como sup A < inf A", concluímos que /(W.W) < I(W,Wj. 
Portanto se I(W, PT) < 0, temos que I(W, W) < 0, o que de­
monstra o lema. □

Para o próximo lema precisamos dos fatos seguintes. Seja 
f: Mn —> R uma função diferenciável em uma variedade dife­
renciável M. Um ponto p G M é um ponto crítico de f se 
df(p) = 0; f(p) é então chamado um valor crítico de f. Se 
p é um ponto crítico e (aq,..., xn) é um sistema de coordena­
das de M em torno de p, o hessiano de f, definido pela matriz 
(ãCX ) O7)’ representa uma forma bilinear simétrica em TPM que 

não depende do sistema de coordenadas escolhido. Diz-se que o 
ponto crítico é não-degenerado se o determinante desta matriz 
é diferente de zero. Um tal ponto crítico é isolado, e é possível 
escolher o sistema de coordenadas (aq,..., x„_a, j/i, ..., y\) de 
modo que, na vizinhança coordenada considerada, f se escreve

ffa, ...,yx) = f(p) + + • • • + x2n_x -yl-------- y2.

O número inteiro À é o índice do ponto crítico não-degenerado 
p. (Para mairoes detalhes v. Milnor [Mi].)

3.3 Lema. Seja Mn uma variedade diferenciável e seja f: Mn — 
R uma função diferenciável cujos pontos críticos são todos não- 
degenerados. Dados p, q G M e uma curva diferenciável y.\f), 1]—>
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M com 7(0) = p, 7(1) = q, indiquemos por a = max{/(p), f(q)}, 
por

Ma = {xE M-,f(x) < a},

e por b = max(/ o 7(í)). Admita que /-1([a, 6]) é compacto e

não contém pontos críticos de índice zero ou um. Então, para 
todo 5 > 0, 7 é homotópica, mantendo as extremidades fixas, a 
uma curva y tal que 7([0,1]) C Ma+S.

Demonstração: Escolha uma métrica Riemanniana em M. 
Usaremos ao longo da prova o fato seguinte (cf. Milnor [Mi], pg. 
12). Se /_1([ai, 02]) é compacto e não contém pontos críticos de 
f, usando o campo grad f (que se anula exatamente nos pontos 
críticos de /), obteremos uma aplicação h: Ma2 —> Mai, que é 
uma retração por deformação, isto é, h\Mai — ident., e existe 
uma homotopia hs: Ma2 —> Ma2, s G [0,1], tal que h0 — ident. 
e hi = h.

Seja b como no enunciado. Podemos supor b > a\ caso 
contrário, não há o que provar. Sejam Pi,...,Pk os pontos 
críticos de f em Mb — Ma, com valores f(pi) = Ci, i = 1,... ,k. 
Como os pontos críticos são isolados, podemos perturbar f em 
Mb—Ma de modo que todos os Cj’s sejam distintos. Suponhamos 
portanto que b > ci > C2 > • • • > Ck > a.

Se b não é um valor crítico de f, /-1([ci + e, 6]) não contém 
pontos críticos de f para e > 0 suficientemente pequeno. Pela 
observação acima, existe uma retração por deformação hi: Mb —» 
MCl+e e a curva 71 = hi o 7 está em MCl+e. Se b = Ci é valor 
crítico de f, procederemos do seguinte modo.

Por hipótese, pi tem índice À > 2. Seja H uma vizinhança 
de pi onde f pode ser escrita na forma

= d + Xi + • • • + £n_À -yr-------- yx.

Suponhamos que H ee > 0 sejam suficientemente pequenos para 
que MCl+e — (MCl~e U 7í) não contenha pontos críticos. Então, 
usando o campo grad f obtém-se uma retração por deformação 
hi: MCl+£ —> MCl~e U H. Seja 71 = hi o 7 c MCl~e U H.
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Seja agora L o conjunto dos pontos de H tais que yi=y2 — 
• • • = yx — 0 (v. Fig. 6). Como

dim 7Í + dim L < 1 + n — 2 < dim M,

é possível, por transversalidade, perturbar 71 de modo que 
7i([0, l])nL = 0; tal perturbação pode ser feita em ff, de modo a 
deixar fixas as extremidades de 71. Como, para os pontos fora de 
I/, as trajetórias de grad f se afastam do ponto crítico pi, existe 
uma retração por deformação hi: MCl~e U (Tf — L) —> MCl~e. E 
claro que 72 = /12 0 7i C MCl~£.

Prosseguindo indutivamente, obteremos 7, C MCk~e. Dado 
6 > 0, não existem pontos críticos em MCk~e — Ma+S e podemos 
obter uma retração por deformação hj+i: MCk~e —> Ma+S. É 
claro que 7: hJ+1 o 7,- c Ma+S, como queríamos. □

Demonstração da Proposição 3.1: Suponha ?’(Aí) < tt. Pela 
Proposição 2.13, existe uma geodésica fechada 7 em M de com­
primento & = £(7) < 2%.

Pelo Corolário 2.10 do Cap. XI, o conjunto dos pontos con­
jugados a 7(0) ao longo de 7 é discreto. Escolha um e > 0 satis­
fazendo às seguintes condições (Ba(ç) indicará uma bola aberta 
de centro q e raio a):

1) 7(í — e) não é conjugado a p — 7(0) ao longo de 7;
2) expp é um difeomorfismo em Bi£(p)\
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3) 3s < 2% — 7r/a/Ã”, onde K = inf K;
M

4) 3s < 2-7T —
5) 5e < 2%.
Pelo Teorema de Sard, existe um valor regular q e 

— e)) de expp. Por (1), é possível escolher q de modo 
que q — 7i(í), onde 71 é uma geodésica saindo de p com 3e <
€(7x) < í (v. Fig. 7).

Seja 7o a geodésica minimizante ligando p a q. Então por (2), 

^(7o) < d(p, - e)) + d(7(€ - e, g) < 2e,

donde 7o 7^ 7i •

Considere o espaço Qp? da Observação 2.12 do Capítulo XI 
e sua aproximação de dimensão finita B. Como q é um valor 
regular de expp, todos os pontos críticos de Í2p são não-dege- 
nerados. Pelo fato de ser M simplesmente conexo, existe uma 
homotopia ys entre 70 e 71, mantendo fixos os pontos p e q. 
Como B é um retrato de deformação de Qp , a homotopia 7S 
(que é uma curva em é deformada em uma curva em B. 
Pelo Lema 3.3, para todo <5 > 0, 7S pode ser deformada em 
uma homotopia -% de 70 a 71 de tal modo que a curva de maior
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comprimento 7 de ■% satisfaça a seguinte condição: £(7) < a + á, 
onde a = max{£(y0),£(y1),£(a)} e a é a geodésica de maior 
comprimento com índice cr < 2 em .

Faça 5 — e. Já vimos que ^(70) < 2e e que ^(71) < £ <
27t — 3e, por (4). Para estimar £(cr), aplique o Lema 3.2 para o
caso em que M é uma esfera com curvatura K = inf K > 1/4 

M '
obtendo

índice ã < índice cr < 2.

Como ã é uma geodésica em Sn, n > 3, segue-se do teorema 
do índice de Morse que se €(cr) > Trj\/~K então índice ã > 2.

Portanto, por (3), €(cr) < 7r/\//< < 2% — 2c. Segue-se daí por 

(5), que
^(7) < a +c < 2tt — 3c + c = 2tt — 2c

Por outro lado, o Lema de Klingenberg (v. Exercício 1 do 
Cap. X) afirma que na homotopia existe uma curva ySo com 
^(70) + ^(7s0) 27T. Decorre daí que

^(7) > £(ySQ) >2tt — ^(70) > 27T - 2c,

o que contradiz o fato acima que ^(7) < 2% — 2c, e mostra que a 
hipótese i(M) < tt é insustentável. Isto termina a demonstração 
da Proposição 3.1. □

Para o caso particular de dimensão par é possível provar uma 
versão mais forte da Proposição 3.1, e a demonstração não utiliza 
a Teoria de Morse.

3.4 Proposição. Se a curvatura seccional K de uma variedade 
Riemanniana Mn, compacta, orientável e de dimensão par, sa­
tisfaz 0 < K < 1, então i(M) > tt.
Demonstração: Por compacidade, existem pontos p,q € M 
tais que:

q E Cm(p) e d(p, q) = i(M).

Suponhamos que d(p, q) < tt e vamos obter uma contradição.
Se p é conjugado a q, decorre da Proposição 2.4 do Cap. X 

que d(p,q) > tt, o que contradiz a hipótese. Portanto p não
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é conjugado age, pelas Proposições 2.12 e 2.13, existe uma 
geodésica fechada 7 passando por p = 7(0) e g, e tal que £(7) < 
2t. O transporte paralelo ao longo da curva fechada 7 deixa 
invariante um vetor V ortogonal a 7 (cf. Lema 3.8 do Cap. IX). 
Calculando a segunda variação £y (0) para um tal V, vemos que 
ela é estritamente negativa. Logo existe uma variação por curvas 
regulares fechadas 7s(í) de 7, s G [0, e], tal que ^(7S) < ^(7) para 
todo s 0 (o fato de ser par a dimensão de M desempenha aqui 
um papel crucial).

Seja qs um ponto de 7S a uma distância máxima de 7s(0) (v. 
Fig. 8). Como d(7s(0),gs) < d(p, g), existe uma única geodésica 
minimizante as ligando qs = crs(0) a 7s(0). Como q é o único 
ponto de 7 que está à distância máxima de p, limcrs(0) — q.

s—>0
Além disto, por compacidade local do fibrado tangente, existe 
em Tq(M) um ponto de acumulação w dos vetores <r'(0). Por 
continuidade, a geodésica <r(t) = expptw, é uma geodésica mini­
mizante ligando q a p. Por outro lado, seja crS)í a geodésica mi­
nimizante ligando 7s(0) a um ponto 7s(í), próximo de qs. Então 
crSit é uma variação de —as e, aplicando a fórmula da primeira 
variação, conclui-se que <r((0) é ortogonal a 7' em qs, para todo 
s G [0, e]; portanto cr'(0) é ortogonal a 7' em q. Decorre daí que 
existem três geodésicas minimizantes ligando p a q. Como p não 
é conjugado a g, isto contradiz a Proposição 2.12. □

Figura 8
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3.5 Observação. Pelo teorema de Synge (v. Cap. IX, Cor. 
3.10), as variedades que satisfazem as hipóteses da Proposição 
3.4 são simplesmente conexas. Por outro lado, uma variedade 
simplesmente conexa é orientável; caso contrário, ela possuiria 
um recobrimento com duas folhas (v. Exercício 12 do Cap. 0), o 
que contradiz o fato de ela ser simplesmente conexa. Portanto, 
a hipótese de orientabilidade na Proposição 3.4 é equivalente à 
hipótese de ser M simplesmente conexa.

4 O teorema da esfera

No que se segue, o fato da dimensão de M ser par ou ímpar 
não desempenhará papel algum. Precisamos de mais alguns le­
mas.

4.1 Lema (Berger [Br 1]). Seja M uma variedade Riemanniana 
compacta, e sejam p,q G M tais que d(p,q) = diamAÍ. Então, 
para todo W e TPM, existe uma geodésica minimizante 7 de 
P = ?(0) a Q com ^(O), VP) > 0.
Demonstração: Seja À(t) = expp tW e seja 7t: [0, ^(7*)] —> M 
uma geodésica minimizante tal que 7t(0) = À(i), 7t(^(7t)) = 
q. Suponhamos, primeiro, que para todo inteiro n exista tn, 
0 < ín < ~ > tal que (7Ín(0), À'(ín)) > 0. Passando a uma 
subseqüência, se necessário, a seqüência 7tn converge para uma 
geodésica minimizante 7 que satisfaz

0 < <v'(0), A'(0)> = <y(0),W0,

e a demonstração estaria terminada.
Suponhamos agora que exista n tal que para todo í, 0 < t < 

1/n, se tenha (7^(0), À'(í)) < 0, e vamos mostrar que isto leva a 
uma contradição.

Considere uma vizinhança totalmente normal U de À(t), e 
seja qo EU um ponto de 7*. Seja e > 0 suficientemente pequeno, 
s E (í — e, t + s) e a8 a geodésica minimizante ligando qo a À(s)
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(v. Fig. 9). Usando a fórmula da primeira variação da energia, 
obtém-se

1
2 ds

E(as) = -(7Í(0),A'(í))>0.
s=t

Portanto, para s <t, tem-se d(<7o,A(s)) < d(ço,A(í)), donde

d(q, A(s)) < d(q, ç0) + d(q0, A(s)) < d(ç, ç0)
+ d(g0,A(t)) = d(q, A(f)).

Por outro lado, como p está a uma distância máxima de q, 
d(q,\(ty) < d(q, A(0)), o que fornece a contradição procurada.

□

O lema seguinte foi originalmente provado por Berger [Br 1] 
utilizando o teorema de Toponogov. A prova que apresentamos 
aqui é devida a Tsukamoto e utiliza o Teorema de Rauch.

4.2 Lema. Seja Mn uma variedade Riemanniana compacta, 
simplesmente conexa cuja curvatura seccional K satisfaz

<S< K < 1,

e sejam p,q e M tais que d(p, q) — dim(M). Então 

M = Bp(p) u
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onde Br(p) C M indica a bola geodésica aberta de raio r e centro 
p G M e p é tal que r/2y/8 < p < tt.

Demonstração: (Tsukamoto [Ts]). Pela estimativa do raio de 
injetividade da Seção 3, Bp(p) não contém pontos do cut locus 
de p. Logo Bp(p) é difeomorfa, pela aplicação exponencial, a 
uma bola euclidiana, e o mesmo se passa com Bp(g). E neste 
ponto que a estimativa i(M) > r entra, da maneira crucial, no 
Teorema da Esfera.

Suponhamos que existe r E M tal que d(p, r) > p, d(q, r) > 
p, e vamos obter uma contradição. Podemos supor que d(p, r) > 
d(q,r) > p.

Uma geodésica minimizante de q a r intersecta 9(Bp(g)) em 
um ponto q' Bp(p); caso contrário,

d(r,ç') > d(r,Bp(p)) > d(r,Bp(g)) = d(r,g'),

o que é um absurdo. Por outro lado, pelo Teorema de Bonnet- 
Myers, diam(M) < n/y/é < 2p. Portanto, se q" é um ponto de 
intersecção de uma geodésica minimizante de q a p com dBp(q), 
então q" G Bp(p), pois,

d(p, g") = d(p, g) - d(g, g") <2p- p = p.

Como dBp(q) é conexo por caminhos (pois Bp(q) é homeomorfa 
a uma bola euclidiana), decorre que dBp(p)ndBp(<j) 0, donde 
existe ro G M tal que d(r0,p) = d(ro,g) = p. A contradição que 
procuramos será obtida a partir da existência de um tal ro .

Consideremos uma geodésica minimizante À ligando p a r0 . 
Pelo lema de Berger, existe uma geodésica minimizante 7 de p a 
q com (7,(0), À'(0)> > 0 (Fig. 10). Seja s um ponto de 7 tal que 
d(p, 5) — p. Apliquemos o Teorema de Rauch a esta situação (v. 
Proposição 2.5 do Cap. X), comparando Mn com uma esfera 
Sn de curvatura constante 8. Como o ângulo -^.rops < r/2 e 
d(r0, s) é menor ou igual ao comprimento de qualquer curva em 
M ligando r0 a s, concluimos que

d(r0, s) < 7r/2v/á.
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Como d(ro,p) = d(ro,q) = p, e existe um ponto s de 7 com 
d(r0, s) < p, a distância de r0 a 7 é realizada por um ponto so 
no interior de 7. A geodésica minimizante de ro a s0 é ortogonal 
a 7, e

d(r0,7) = d(ro,so) < 7t/2a/5.

Como d(p,q) < 7r/\/á, temos que ou d(p,so) < ou
d(q, So) < 7r/2y/ô. Em qualquer dos dois casos, obteremos a 
contradição procurada. Consideremos o caso d(p, s0) < 7t/2a/Ã, 
o outro sendo análogo. Neste caso, como d(ro,so) < 7t/2a/Ã e o 
ângulo -fypsoro = 7t/2, teremos, pelo teorema de comparação de 
Rauch acima citado, d(p, r0) < 7t/2\/Ã < p, o que contradiz o
fato de ser d(p, ro) = p, e conclui a demonstração. □

✓
E possível mostrar que uma variedade topológica compacta 

coberta por duas bolas, como no Lema 4.2, é homeomorfa à uma 
esfera, o que concluiría a demonstração do teorema da esfera. 
No caso presente, é possível construir explicitamente este homeo­
morfismo, o que faremos a seguir. O lema abaixo descreve o que, 
no homeomorfismo procurado, corresponde ao “equador” de M.

4.3 Lema. Nas condições do Lema 4.2, em cada geodésica de 
comprimento p partindo de p existe um único ponto m tal que

d(p, m) = d(q, m) < p.
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Analogamente, em cada geodésica partindo de q de comprimento 
p existe um único ponto n equidistante de p eq.

Demonstração: Seja 7(s) uma geodésica com 7(0) = p e con­
sidere a diferença

á(9,7(s)) - d(P,7(s)) = /(«)•

A função f é evidentemente contínua e /(O) = d(q,p) > 0. Seja 
«o tal que 7(so) é o ponto mínimo de p ao longo de 7. Então 
pela estimativa de Klingenberg (Prop. 3.1, ou Prop. 3.4 para 
o caso de dimensão par), d(p, 7(s0)) > n > P- Pelo Lema 4.2, 
d(q, 7(so)) < P- Logo,

/(s0) = d(g,7(«o)) - d(p,7(«o)) < 0.

Decorre daí que f se anula para algum si 6 (0, s0); isto é, existe 
m = 7(si) satisfazendo o pedido.

Para provar a unicidade, suponha que existem mi 7^ m2, 
ambos equidistantes de p e q. Podemos supor que está entre 
p e m2 (Fig. 11). Então

d(<j, m2) — d(p, ra2) — d(p, rai) + d(rai, ra2) 

- d(q, mi) + d(mi, m2).

Sejam C7 a (única) geodésica minimizante ligando q a mi. Pela 
igualdade acima, cri coincide com 7, donde q pertence a 7. Como 
d(p, m-í) = d(q,mi), d(p, ra2) = d(ç,m2) concluimos
que p = q, o que contradiz a hipótese. A situação para o ponto 
q é inteiramente análoga. □

4.4 Observação. Note que, devido à sua unicidade, o ponto m 
depende continuamente da (direção inicial da) geodésica que o 
contém.
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Figura 11

Podemos agora construir explicitamente o homeomorfismo 
mencionado no teorema da esfera.

Demonstração do Teorema 1.1: Sejam p,q E M tais que 
diamAÍ = d(p,q). Sejam e D2 os subconjuntos de M for­
mados pelos segmentos de geodésicas pm e qn, respectivamente, 
onde os pontos m e n são dados pelo Lema 4.3. Pela continui­
dade de m (v. Obs. 4.4), D\ e D2 são subconjuntos fechados de 
M. Afirmamos que £>1 U D2 = M e dDi = dD2 = D± A D2 .

Para ver isto, seja r G M. Pelo Lema 4.2, ou d(p, r) < p 
ou d(q, r) < p. Consideremos o primeiro caso, o segundo sendo 
análogo. Como d(p, Cm(p) > 7r > p, existe uma única geodésica 
minimizante 7 passando por per. Pelo Lema 4.3, existe um 
único ponto m em 7 com d(p, m) — d(q, m) < p. Se d(p, r) < 
d(q,r), então r G pm, isto é, r G Dy. Se d(p, r) = d(q,r), por 
unicidade, r = m, isto é, r G dD^. Se d(p, r) > d(q,r), então 
d(q, r) < p e, usando o argumento anterior com q no lugar de p, 
teríamos que r G qn e portanto r G D2. Portanto r G U D2 . 
Se r E Di n D2, segue-se do argumento anterior que d(p, r) = 
d(q, r), donde r = m — n, o que prova a afirmação feita.

Podemos agora definir uma aplicação p: Sn —> Mn do seguin­
te modo. A um ponto fixado N E Sn associamos p, e ao seu 
ponto antípoda S E Sn associamos q. Escolha uma isometria 
linear i: T^Sn —> TPM. Para cada ponto e do equador E de Sn 
relativamente ao pólo norte N, considere a geodésica 7(s) de Sn, 
0 < s < 7r, dada por 7(0) = N, 7(7r/2) = e. Seja m o ponto
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dado pelo Lema 4.3 na geodésica de M que passa por p com o 
vetor velocidade iy' (0). Defina:

< = expp (s%d(p, m)(i o Y(0))), 0 < s < ^ ,

^(?(s)) = exp9 ((2 - %)d(q, m)V), % < s < tt,

onde V é o vetor tangente unitário em q da única geodésica 
minimizante de q a m.z

E imediato verificar que ip aplica o hemisfério norte fechado 
biunivocamente sobre £>i, o hemisfério sul fechado biunivoca- 
mente sobre _D2 e o equador E em dDi = dD2 = DiC\ D2. Pela 
unicidade dos pontos m e n dados no Lema 4.3, <p é contínua. 
Como M = Di U D2 , <p é sobrejetiva. Finalmente, como Di D 
D2 = dDi = dD2 = (p(E), ç? é injetiva. Como Sn é compacto, 
99 é um homeomorfismo. □

5 Alguns desenvolvimentos poste­
riores

O teorema da esfera deu origem a um grande número de 
questões. Isto provocou uma intensa atividade de pesquisa que 
se estende até os nossos dias e se constitue em um dos ramos 
mais vigorosos da Geometria Diferencial.

A primeira questão natural é se é possível substituir “ho­
meomorfa” por “difeomorfa” no enunciado do teorema da esfera. 
Observe que o homeomorfismo do teorema da esfera (v. Seção 4) 
é obtido “colando” dois discos pelos seus bordos. Uma tal cons­
trução é compatível com qualquer estrutura diferenciável em M 
distinta da estrutura usual da esfera. Portanto, a prova do te­
orema da esfera aqui apresentada não é suficiente para fornecer 
um difeomorfismo.

Em 1966, D. Gromoll [G£] e E. Calabi (não publicado) prova­
ram que, para um “pinching” hn suficientemente pequeno (hn 
depende da dimensão n de M), o teorema da esfera é válido
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subsituindo “homeomorfa”por “difeomorfa”. O “pinching”hn foi 
melhorado em vários trabalhos posteriores (por exemplo, [Sh] e 
[SSK]) mas ainda não se conhece o seu valor ótimo; a melhor 
estimativa no momento é limhn ~ 0,68 quando n —> oo [IHR].

Uma outra pergunta natural é o que se passa, no caso de 
dimensão par, para h < 1/^í.

Um ponto de vista possível neste problema é, seguindo uma 
idéia de Rauch [R 2], comparar a curvatura da variedade M com 
a curvatura de um dos espaços simétricos (compactos, simples­
mente conexos, de posto um) e tentar mostrar que se as curva­
turas estão “próximas”, em um certo sentido, as topologias são 
“semelhantes”. Depois de resultados preliminares de do Carmo 
[dC 1], Klingenberg [Kl 3], Kobayashi [Ko] e Cheeger [Cr 1], um 
resultado satisfatório foi obtido por Min-Oo e Ruh em [MR].

Um outro ponto de vista é tentar mostrar que se h — (1/4)—e, 
para algum e > 0, uma variedade Riemanniana simplesmente co­
nexa compacta e Zi-pinched é ainda homeomorfa a uma esfera ou 
a um dos espaços simétricos mencionados anteriormente. Isto foi 
obtido recentemente por Berger [Br 3] mas ainda não se conhece 
estimativa alguma para o valor de e.

No caso de dimensão ímpar, também se põe a questão de sa­
ber o que acontece para h < 1/4. Entretanto, o problema neste 
caso parece bem mais difícil. Uma das dificuldades é que a es­
timativa > % do raio de injetividade (v. Prop. 3.1), não 
pode ser válida em dimensão ímpar sem alguma restrição sobre 
h. Por um exemplo de Beger (v. Cheeger-Ebin [CE] pp. 70-71 
para detalhes), o melhor que se pode esperar é que a estima­
tiva seja válida para h = 1/9, mas mesmo isto ainda não está 
demonstrado.

Em 1977, Grove e Shiohama [GS] provaram um teorema da 
esfera, no qual a hipótese de “pinching” (1’) é substituída por 
uma hipótese sobre o diâmetro: Se M é compacta, K > 1, e 
diam(AÍ) > 7r/2 então M é homeomorfa a uma esfera. O caso 
diam(M) = 7r/2 (onde o teorema é falso, como mostra o exem­
plo do espaço projetivo real) foi essencialmente classificado por 
Gromoll e Grove [G^-G].
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Motivados pelo teorema da esfera, podemos perguntar se uma 
variedade Riemanniana Mn compacta com curvatura seccional 
K satisfazendo — 1 — e < K < —1, para algum e > 0, ad­
mite uma métrica Riemanniana de curvatura constante —1. Em 
1978, Gromov [Gv 0] mostrou que se o diâmetro de M é limi­
tado superiormente por D, existe um e — e(n,D), dependendo 
da dimensão n e da limitação D do diâmetro, que responde afir­
mativamente a pergunta acima.

Um resultado surpreendente sobre a topologia das varieda­
des compacta, conexas, de curvatura não-negativa foi obtido por 
Gromov [Gv 2], e afirma que, neste caso, existe uma constante 
C(n), dependendo apenas da dimensão n da variedade, tal que 
a soma ^bi, 1 < i < n, dos números de Betti bi (em um corpo 
qualquer) é limitada superiormente por C(n). Isto mostra que a 
soma conexa de um número suficientemente grande de cópias dos 
produtos Sn x Sn~p, 0 < p < n, (Sk é uma esfera de dimensão 
fc) não admite métrica de curvatura não negativa.

A experiência com os problemas sugeridos pelo teorema da 
esfera conduziu a uma mudança do ponto de vista inicial, e levou 
à formulação da seguinte questão: Quantos tipos topológicos 
distintos podem possuir métricas Riemannianas com restrições 
dadas? O ponto de vista inicial era caracterizar a topologia 
de uma variedade por meio da curvatura, ou, se necessário, da 
curvatura e de outros elementos geométricos simples, tais como 
o diâmetro e o volume. No ponto de vista acima mencionado, 
procuramos olhar o conjunto das variedades Riemannianas com 
certas propriedades a fim de determinar que topologias podem 
aí aparecer.

Um resultado surpreendente e fundamental nesta direção é 
devido a Cheeger [Cr 2] (v. também Weinstein [Wel] e Peters 
[Pe]) e afirma que, fixada a dimensão, só existe um número fi­
nito de tipos de homotopia no conjunto das variedades Rieman­
nianas compactas com volume limitado inferiormente, diâmetro 
limitado superiormente e curvatura seccional limitada em valor 
absoluto. A limitação inferior do volume pode ser substituída 
por uma limitação inferior do raio de injetividade; todas as
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condições são, entretanto, necessárias.
O ponto de vista adotado no teorema anterior revelou-se ex­

tremamente fecundo. M. Gromov [Gv 1] demonstrou que o con­
junto das variedades Riemannianas (dimensão fixada) que satis­
fazem as hipóteses do teorema de Cheeger é compacto em uma 
topologia conveniente. Este resultado tem várias aplicações, en­
tre as quais o (j — e)-teorema de Berger, acima citado. Para 
maiores detalhes sobre o assunto, recomendamos a exposição de
Pansu no Seminário Bourbaki [Pa].✓

E impossível, em poucas páginas, fazer justiça à importância 
do teorema da esfera. Por falta de espaço e tempo, deixaremos 
sem menção vários desenvolvimentos importantes que se rela­
cionam com o teorema da esfera ou foram por ele motivados 
(o caso completo não-compacto; a utilização de outros tipos de 
curvatura, tais como a curvatura Ricci ou a curvatura escalar; 
outras hipóteses de “pinching”, etc.). Uma parte deste mate­
rial é coberto no excelente survey de M. Berger [Br 3], onde o 
“leitmotiv” é o papel do teorema da esfera no desenvolvimento 
da Geometria Riemanniana. Uma ampla lista de referências 
pode ser encontrada no survey de Sakai [Sa]. Finalmente, uma 
outra demonstração do teorema da esfera, devida a Gromov, se­
guindo um caminho completamente distinto do aqui apresentado, 
pode ser encontrada em Eschenburg [E].

O caso diferenciável do Teorema da Esfera, que menciona­
mos no início desta seção, foi completamente resolvido por Si­
mon Brendel and Richard Schoen (cf. [BrScl]) utilizando modi­
ficações não-triviais das técnicas do fluxo de Ricci. A estratégia 
da prova é usar o fluxo de Ricci para deformar uma métrica 
(l/4)-pinched em uma métrica de curvatura constante. O pro­
blema é que a condição de (l/4)-pinched não é preservada ao 
longo da deformação pelo fluxo de Ricci. E necessário, então, 
obter condições envolvendo a curvatura que sejam implicadas 
pelo (1/4)-pinching e sejam preservadas pelo fluxo de Ricci.

A descrição deste e de outros resultados se encontra no belo 
“survey” de Brendel e Schoen [BrSc2], onde se encontram também 
vários aspectos do Teorema da Esfera e uma excelente lista de
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referências. Aqui, mencionaremos apenas o enunciado do Teo­
rema de Brendel e Schoen, para o que rpecisamos de algumas 
definições:

Uma variedade Riemanniana M é fracamente S-pinched no 
sentido pontual se

0 < < K(P2),

para todo p G M e todo par de planos Pi,P2 C TPM, onde 
K(Pi) é a curvatura seccional de M em Pj. Se valem as desi­
gualdades estritas, dizemos que M é estritamente ô-pinched no 
sentido pontual.

Teorema (S. Brendel and R. Schoen [BrScl]). Seja M uma vari­
edade Riemanniana compacta, que é estritamente (l/ty-pinched 
no sentido pontual. Então M é difeomorfa a uma forma espacial 
esférica.
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